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Définition

Un processus stationnaire (Xn)n∈Z d’espace d’états X est une
châıne de Markov de longueurs variables s’il existe deux fonctions l
et c sur X∞ telles que : pour tout ”passé” x−∞:0,

`(x−∞:0) = min{k | ∀x1 ∈ E ,

P(X1 = x1|X−∞:0 = x−∞:0) =

P(X1 = x1|X−k+1:0 = x−k+1:0)}

et,
c(x−∞:0) = x−`(x−∞:0)+1:0

Les éléments de l’image de c sont appelés contextes et possèdent
une représentation d’arbre. La fonction c est appelée fonction
contexte. −→ Rissanen (1983), Csiszàr et Talata (2006).
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Représentation en arbre de la fonction c :

Ici X = {0, 1}. Thierry Dumont Estimation de l’arbre de contexte dans les VLHMM
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Remarque

Connaitre l’arbre de contextes ”minimal” d’un processus VLMC
permet de connaitre le nombre minimal de paramètres à estimer
nécessaires à l’analyse du processus.
Une des utilisations les plus répandues des modèles VLMC apparâıt
en théorie de l’information (Minimum Description Length), et en
pratique pour la modélisation de séquences biologiques.
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Définition

(Xn,Yn)n∈N est un modèle de Markov caché à longueurs variables
(VLHMM pour Variable Length Hidden Markov Model) si (Xn)n∈N
est une châıne de Markov à longueurs variables (irréductible dans
notre étude) non-observée et (Yn)n∈N, appelées observations
sont indépendantes conditionnellement à (Xn)n∈N :

P(Y1 ∈ A1, ....,Yk ∈ Ak |X1, ...,Xk) =
k∏

i=1

P(Yi ∈ Ai |Xi )
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Remarque

Notre objectif dans cette présentation est l’étude d’un
estimateur de l’arbre de contexte associé à la châıne de
Markov cachée (Xn)n∈Z, noté τ?, et construit sur la base des
observations (Yk)k=1...,n.
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Modèle

Supposons (Xn,Yn)n∈N VLHMM, Xn à valeur dans X fini et Yn à
valeurs dans RB .

notons τ? l’arbre de contextes du processus (Xn)n,

pour tout τ arbre de contextes notons

Θt,τ =

{
(Ps,x)s∈τ, x∈X, Ps,x ≥ 0 ∀(s, x) ∈ τ × X,

∑
x∈X

Ps,x = 1, ∀s ∈ τ

}

Espace des paramètres de transition.
Remarque : dim(Θt,τ ) = |τ |(|X| − 1).
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Modèle

P(Y1 ∈ A1, ....,Yk ∈ Ak |X1 = x1, ...,Xk = xk) =
k∏

i=1

[∫
Ai

gθe,xi ,η(y)dµy

]

Θe =

{
((θe,x)x∈X, η) ∈

(
Rdθ
)|X|
× Rdη

}
Espace des paramètres d’émission.

L’espace des paramètres du modèle est donc Θτ = Θt,τ ×Θe
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Définition

La Vraisemblance
Pour tout τ arbre de contextes, pour tout θ = (θt , θe) ∈ Θτ , nous
définissons ce que nous appelons la vraisemblance par :

∀y1:n ∈ (RB)n, gθ(y1:n) =
∑

x1:n∈Xn

[
n∏

i=1

gθe,xi ,η(yi )

]
gθt (x1:n)

où :

gθt (x1:n) =
∑

x−d(τ)+1:0∈Xd(τ)

νd(τ)(x−d(τ)+1:0)
n∏

i=1

Psi ,xi

avec
si = cτ (x−d(τ)+1:i−1)
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Définition

Si nous observons Y1:n, nous définissons l’estimateur de l’arbre de
contextes pour la châıne de Markov cachée à longueur variable X
par

τ̂n = argmin
τ arbre complet

[
− sup
θ∈Θτ

log gθ(Y1:n) + pen(n, τ)

]
= argmin

τ arbre complet
sc(τ)

Où pen(n, τ) = penα(n, τ) =

[
|τ |∑
t=1

(|X|−1)t+α
2

]
log n
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Theorem

Sous certaines conditions classiques sur le modèle, s’il existe un
prior πe sur Θe et une constante b > 0 tels que, si, pour tout
x1:n ∈ Xn, on définit la loi mélange sur RB , conditionnellement à
x1:n par,

KTn
e(y1:n|x1:n) =

∫
Θe

[
n∏

i=1

gθe,xi ,η(yi )

]
πe(dθe),

alors éventuellement p.s. :

sup
θe∈Θe

sup
x1:n

[
log

n∏
i=1

gθe,xi ,η(Yi )− logKTn
e(Y1:n|x1:n)

]
≤ b log n

et si α > 2(b + 1), alors τ̂n ∼ τ? pour n assez grand p.s.
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Cas particulier important où les lois d’émission sont des
gaussiennes de moyennes inconnues (mx)x∈X et de variance

σ2 commune à tous les x ∈ X mais inconnue.
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Définition

Posons :

η = − 1
2σ2

θe,x = mx
σ2 pour tout x ∈ X

Alors
Θe =

{
((θe,x)x∈X, η)

∣∣θe,x ∈ R, η < 0
}

Et ∀x1:n ∈ Xn, ∀y1:n ∈ Rn,
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Theorem

Si α > k + 3, alors τ̂n ∼ τ? pour n assez grand p.s.
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Nous proposons un algorithme d’élagage pour le cas général. Il
permet, se donnant une suite d’observations Y1:n de calculer τ̂n en
”élaguant” un arbre couvrant notre τ? dans l’esprit des premiers
travaux de Rissanen dans le cadre des VLMC.
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Arbre couvrant maximal.
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Processus d’élagage
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Thierry Dumont Estimation de l’arbre de contexte dans les VLHMM



VLMC : Variable Length Markov Chain.
VLHMM : Variable Length Hidden Markov Models

Notations et définitions
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Pour tester nos résultats, nous simulons une VLHMM
(Xk ,Yk)k=1..,n où

X = {0, 1}
l’arbre de contextes minimal est celui représenté
précédemment.

le vrai paramètre d’émission est donné par m?
0 = 0, m?

1 valant
2,3 ou 4 (cf tableau suivant), et σ2,? = 1.

n varie entre 100 et 50000

Nous comparons notre estimateur τ̂n avec l’estimateur BIC, qui
vérifie

penBIC (n, τ) =
|X| − 1

2
|τ | log n

qui est beaucoup moins ”lourde” que penα(n, τ).
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Résultats de simulations :
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Résultats principaux
Algorithme
Simulations

Merci beaucoup pour votre attention.
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