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Présentation du probleme

@ Regardons le systeme :
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Présentation du probleme

@ Regardons le systeme :

@ b Lipschitz : Existence et unicité
@ b “Sous-Lipschitz" : pas de résultat d'unicité au sens “classique”
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Présentation du probleme

@ Regardons le systeme :
t
Xi = x ~|—/ b(Xs)ds + (W — Wo)
0
@ b Lipschitz : Existence et unicité forte (trajectorielle).

@ b “Sous-Lipschitz”
e Ajout “microscopique” d'un bruit gaussien.

(Univ Nice, LJAD) Colloque JPS 16 avril 2012 2/8



Présentation du probleme

@ Regardons le systeme :

t
X; :x+/ b(Xs)ds + (W — W)
0

@ b “Sous-Lipschitz”

e Ajout “microscopique” d'un bruit gaussien.
e — Existence et unicité forte pour b Holder (b € L,, p > d).
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Présentation du probleme

o Pourquoi I’'ajout de bruit permet-il d’affaiblir les conditions de
solvabilité ?
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Présentation du probleme

@ Pourquoi I'ajout de bruit permet-il d’affaiblir les conditions de
solvabilité ?

Lien avec les EDP et I'effet régularisant du noyau de la chaleur.
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Pourquoi des EDPs et des Probabilités ? Comment interpréter
I'effet régularisant
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EDP, Proba et effet régularisant : la formule de

Kolmogorov rétrograde

Equation de la chaleur sur R* x R :

{ Oru(t, x) — %Au(t,x) =0
u(0,x) = f(x)

(y—x)?
2t

. dy _
Solution : u(t,x) = | —fF
e Solution : u(t, x) /R\/%t (v)e
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EDP, Proba et effet régularisant : la formule de

Kolmogorov rétrograde

Equation de la chaleur sur R* x R :

{ Oru(t, x) — %Au(t,x) =0
u(0,x) = f(x)

e Solution : u(t, x) / \/Ltf( )e

@ Formule d'It6 :
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Kolmogorov rétrograde

Equation de la chaleur sur R* x R :

{ Oru(t, x) — %Au(t,x) =0
u(0,x) = f(x)

(y—x)?
2t

. dy _
Solution : u(t,x) = | —fF
e Solution : u(t, x) /R\/%t (v)e

e Formule d'lt6 : (B¢)¢>0 un mouvement brownien sur (2,4, P).
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EDP, Proba et effet régularisant : la formule de

Kolmogorov rétrograde

Equation de la chaleur sur R* x R :

{ Oru(t, x) — %Au(t,x) =0
u(0,x) = f(x)

@ Solution : u(t,x) = rtf( )e

e Formule d'lt6 : (Bt)tZO un mouvement brownien sur (2, A, P).

u(t,x) = Ep[f(x + B:)]

e — La solution u au point (t, x) s'exprime comme la moyenne de la
condition initiale en les valeurs prises par un mouvement brownien en
t, partant de x en 0.
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Kolmogorov rétrograde
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{ deu(t,x) — SAu(t,x) =0
u(0,x) = f(x)

f “seulement” continue bornée.
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(0= [ )
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EDP, Proba et effet régularisant : la formule de

Kolmogorov rétrograde

Equation de la chaleur sur R* x R :

{ deu(t,x) — SAu(t,x) =0
u(0,x) = f(x)

f “seulement” continue bornée.

2
Solution : u(t, x) = / 7yf(y)e*(y2r) est C> 1.

R V27t

Formule d'lto :

u(t,x) = Ep[f(x + B:)]

@ — La solution u au point (¢, x) s'exprime comme la moyenne de la
condition initiale en les valeurs prises par un mouvement brownien en
t, partant de x en 0.

o Le Brownien visite suffisamment I’espace tout autour de x pour
mélanger les valeurs de v... et donc de la régulariser
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Retour a notre probleme

@ Soit T > 0, on s'intéresse sur [0, T] a :
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Retour a notre probleme

@ Soit T > 0, on s'intéresse sur [0, T] a :
° Equation aux dérivées partielles associée a ce systéme :

{ deu(t, x) + b(x)Oxu(t, x) + 3Au(t,x) = ¢(t,x)
u(T,x) = f(x)
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Retour a notre probleme

@ Soit T > 0, on s'intéresse sur [0, T] a :
° Equation aux dérivées partielles associée a ce systéme :

{ deu(t, x) + b(x)Oxu(t, x) + 3Au(t,x) = ¢(t,x)
u(T,x) = f(x)

@ Si ¢ et f Holder : il existe une unique solution u € C1?
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Retour a notre probleme

e Soit T > 0, on s'intéresse sur [0, T] a :
° Equation aux dérivées partielles associée a ce systéme :

{ deu(t, x) + b(x)Oxu(t, x) + SAu(t,x) = b(x)
u(T,x)=0

@ b Holder : En temps “suffisamment” petit il existe une unique
solution u € CH2 et :

|[ulloo,Lip < Cr
[0 t]|oo,Lip < CF

ou Cr,Cr —0quand T — 0.
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o (X¢, t>0) et (Y, t > 0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.
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o (X¢, t>0) et (Y, t > 0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.
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o (X¢, t>0) et (Y, t > 0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.

o T suffisamment petit — On applique La formule d'ltd pour
u(t, X¢) — Xe et u(t, Ye) — Ye:

@ u : solution de I'EDP

U(t7 t

t
1
[atu s, Xs) + b(Xs)0xu(s, Xs) + EAu(s,XS) ds
0

t
- / b(X.)ds
0
t
+ u(0,x0) — xo +/ [Oxu(s, Xs) — 1] dW,
0
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o (X¢, t>0) et (Y, t > 0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.

o T suffisamment petit — On applique La formule d'ltd pour
u(t, X¢) — Xe et u(t, Ye) — Ye:

@ u : solution de 'EDP

U(t7Xt) — Xt =

Deu(s, Xs) + b(Xe)Deu(s, Xs) + %AU(S,XS) ds

=[5 b(Xs)ds

t
+ u(0,50) — x0 + / (s, Xs) — 1] AW,
0
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o (X¢, t>0) et (Y, t > 0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.

o T suffisamment petit — On applique La formule d'ltd pour
u(t, X¢) — Xe et u(t, Ye) — Ye:

@ u : solution de I'EDP

U(t, Xt) — Xt =

t
u(0,xp) — xo + / [Oxu(s, Xs) — 1] dW,
0
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o (X¢, t>0) et (Y, t > 0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.

o T suffisamment petit — On applique La formule d'ltd pour
u(t, X¢) — Xe et u(t, Ye) — Ye:

@ u : solution de I'EDP

U(t,Xt) — Xt =

t
u(0,xp) — xo + / [Oxu(s, Xs) — 1] dW,
0

t
u(t, Ye) — Ye = u(0,x0) — x0 —i—/ [Oxu(s, Ys) — 1] dWs.
0
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o (X;, t>0) et (Y t>0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.

o T suffisamment petit — On applique La formule d'ltd pour
u(t, Xe) — Xe et u(t, Ye) — Ye:

@ u : solution de I'EDP

e On prend le carré de la différence

| X: — Yi|? < Clu(t, Xz) — u(t, Ye)|?
t 2
+c‘ / Deti(,Xs) — Duu(s, Ys)dW,s
0
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o (X¢, t>0) et (Y, t > 0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.

o T suffisamment petit — On applique La formule d'ltd pour
u(t, X¢) — Xe et u(t, Ye) — Ye:

@ u : solution de I'EDP

e On prend le carré de la différence; On prend le supremum sur ¢

sup | X: — Ye2 < C sup |u(t, Xe) — u(t, Y3)|?
te[0,T] te[0,T]
2

+C sup

t
/ Deti(s, Xs) — Det(s, Y)W
te[0,T]

0
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o (X¢, t>0) et (Y, t > 0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.

o T suffisamment petit — On applique La formule d'ltd pour
u(t, X¢) — Xe et u(t, Ye) — Ye:

@ u : solution de I'EDP

e On prend le carré de la différence; On prend le supremum sur t; On
prend I'espérance

E sup [X;— Y:> < C sup E|u(t, X;) — u(t, Ye)|?
te[0,T] te[0,T]

-
+CE/ Oy u(s, Xs) — Oxu(s, Ys)|>ds
0
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@ (Xi, t>0) et (Y, t >0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.

o T suffisamment petit — On applique La formule d’'ltd pour
u(t, Xt) — Xe et u(t, Yy) — Ye:

@ u : solution de I'EDP
= u et Ocu sont C1 et C Lipschitz .

E sup |X:— Y:> < C sup Elu(t,X;) — u(t, Y)|?
te[0,T] te[0,T]

)
+CE/ 0u(s, Xs) — Duu(s, Ye)[2ds
0
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@ (X¢, t>0) et (Y, t >0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.

o T suffisamment petit — On applique La formule d'lt6 pour
U(t,Xt) — Xt et U(t, Yt) — Yt .

@ u : solution de I'EDP
= u et Ocu sont Ct et C Lipschitz .

.
E sup |[Xi— Y:2< C(T){E sup |X;— Yt|2+E/ |Xs — Yi|?ds p
tel0,T] te[0,T] 0

(Univ Nice, LJAD) Colloque JPS 16 avril 2012 6/8



@ (X¢, t>0) et (Y, t >0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.

o T suffisamment petit — On applique La formule d'lt6 pour
U(t,Xt) — Xt et U(t, Yt) — Yt .

@ u : solution de I'EDP
= u et Ocu sont Ct et C Lipschitz . Et, Cy, C}- — 0 avec T.

;
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@ (X¢, t>0) et (Y, t >0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.

o T suffisamment petit — On applique La formule d'lt6 pour
U(t,Xt) — Xt et U(t, Yt) — Yt .

@ u : solution de I'EDP
= u et Ocu sont Ct et C Lipschitz . Et, Cy, C}- — 0 avec T.

;
E sup |[Xe— Y:2< C(T)E sup [Xe— Yi|? +E/ |Xs — Ys|?ds p
tel0,T] te[0,T] 0
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@ (X¢, t>0) et (Y, t >0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.

o T suffisamment petit — On applique La formule d'lt6 pour
U(t,Xt) — Xt et U(t, Yt) — Yt .

@ u : solution de I'EDP
= u et Ocu sont Ct et C Lipschitz . Et, Cy, C}- — 0 avec T.

E sup |X;—Ye><0 ,
tel0,T]
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@ (X¢, t>0) et (Y, t >0) deux solution avec la méme condition
initiale xg.

o T suffisamment petit — On applique La formule d'lt6 pour
U(t,Xt) — Xt et U(t, Yt) — Yt .

@ u : solution de I'EDP
= u et Ocu sont Ct et C Lipschitz . Et, C1,C; — 0 avec T.

E sup |X:— Y[ <0 ,
tel0,T]

@ Puis on prend T “suffisamment petit”

o |l suffit d'itérer ce raisonnement sur une partition suffisamment petite
de l'intervalle.
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o Il y a unicité forte pour :

En remplagant le drift “b" par la solution “u" de I'EDP (associée a la
dynamique aléatoire de X) dont le terme source est le drift :

grace a I'effet régularisant du noyau de la chaleur, on retrouve
le caractére Lipschitzien sur les petits intervalles.
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@ Quid du cas ou le bruit dégénere?
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o Il y a unicité forte pour :

En remplagant le drift “b" par la solution “u" de I'EDP (associée a la
dynamique aléatoire de X) dont le terme source est le drift :

grace a I'effet régularisant du noyau de la chaleur, on retrouve
le caractére Lipschitzien sur les petits intervalles.
@ Quid du cas ou le bruit dégénere?
o On s’attend a une perte de I'effet régularisant... dans quelle mesure ?
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Le cas dégénéré

EDO a drift aléatoire :
dYt - b(t, Wt, Yt)dt

@ La composante est “compléetement dégénérée”
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Le cas dégénéré

Systeme dégénéré :
dXt - th
dYt - b(t,Xt, Yt)dt

@ La seconde composante est “complétement dégénérée” Le seul bruit
recu provient de la premiere composante
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Le cas dégénéré

Systeme dégénéré :
Cl’Xt - th
dyt - b(t,Xt, Yt)dt

@ b est continus en temps.
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Le cas dégénéré

Systeme dégénéré :

Cl’Xt - th
dyt - b(t,Xt, Yt)dt

@ b est continus en temps.

@ b est dérivable par rapport a x; a dérivée uniformément
non-dégénérée, et 2/3-Holder par rapport a xo.
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Le cas dégénéré

Systeme dégénéré :
dXt — th
dyt — b(t, Xt, Yt)dt

@ b est continus en temps.
@ b est dérivable par rapport a x; a dérivée uniformément
non-dégénérée, et 2/3-Holder par rapport a xo.

[l'y a a nouveau unicité forte.
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Systeme dégénéré :
dXt - th
dYt - b(t,Xt, Yt)dt

@ b est continus en temps.
@ b est dérivable par rapport a x; a dérivée uniformément
non-dégénérée, et 2/3-Holder par rapport a xo.
o La non-dégénérescence de la dérivée de b assure la transmission de

suffisamment de bruit de la premiére composante dans la seconde
(penser a un dvp de Taylor)

[l'y a a nouveau unicité forte.
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Le cas dégénéré

Systeme dégénéré :
dXt - th
dYt - b(t,Xt, Yt)dt

@ b est continus en temps.
@ b est dérivable par rapport a x; a dérivée uniformément
non-dégénérée, et 2/3-Holder par rapport a xo.

o La non-dégénérescence de la dérivée de b assure la transmission de
suffisamment de bruit de la premiére composante dans la seconde
(penser a un dvp de Taylor)

o La régularité 2/3-Holder semble &tre le prix & payer pour la
dégénérescence

’II y a a nouveau unicité forte.
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