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Lévy (1948)

Soit {W(t) : t > 0} un processus de Wiener standard

Loi du logarithme itéré

(W(T)|

limsup ———=—= =1 ps.

Tooo V2T loglog T
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Strassen (1964)

Pour tout x € [0, 1],

W (nx)

n(x) = ———=— € C(0,1
in(x) v2nloglog n €c01)

Ensemble de Strassen

S := {f € AC[0,1], f(0) = 0, {fol if(u)2du}1/2 <1}

Loi limite fonctionnelle

Mn(-) ~ S
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Histoire de Lois Limites Fonctionnelles

nn(')WS: J

® Vny, k> 1, 3ny;,3g € S tel que
i, (x) = &(x) uniformément en x € [0, 1]
e Vg €S, dnk = nk(g) tel que

Nn, () = g(x) uniformément en x € [0, 1]
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Histoire de Lois Limites Fonctionnelles

Finkelstein (1971)

Soient U1, Us, ... des variables aléatoires iid uniformes sur (0,1).

Fonction de répartition empirique basée sur Uy,..., U, :

Up(u) :=n'#{U;<u:1<i<njucR

Processus empirique uniforme

an(u) == n/? (Up(u) —u),ueR
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Histoire de Lois Limites Fonctionnelles

Pour tout x € [0, 1],

_ (¥
’Un(X) = W S ]:(0, ].)

Ensemble de Finkelstein
F:={f €S, f(1)=0}

Loi limite fonctionnelle

vp(-) = TF
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Deheuvels et Mason (1992)

Fonction d’incréments : pour tout h > 0 et t € [0,1],

En(h, tiu) i= ap(t + hu) — an(t),u € R

Loi limite fonctionnelle
5”(’77 t' : ) s S
\/2hlog(1/h)
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Estimation non paramétrique de la densité

Estimateurs a noyau de la densité

Soit X1, X2, ... une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. selon f(-)
continue sur J C R

Estimateur a noyau de la densité de Parzen-Rosenblatt (1964)

1 & x = X;
fon(x) = nhZK( p >,XGR
i=1

avec
@ K la fonction noyau
@ h > 0 la fenétre
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Estimation non paramétrique de la densité

On étudie

fo n(x) — F(x) = fon(x) — Efpn(x) + Efpn(x) — f(x)

/

-~

(1) )

(1) : terme aléatoire
(2) : terme déterministe (biais)

@ L'ordre du biais dépend des propriétés de f(-) et du noyau K(-) J

@ L'ordre du terme aléatoire est évalué dans le Théoreme 2
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Estimation non paramétrique de la densité

Y2k (£, 4(x) — Efy p(x / &0 (hF () E(3): 7(0)) d K (),

ou

= Flct hu) = F(x) et K(u) = K(—u),0<u<1
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Estimation non paramétrique de la densité

Deheuvels et Mason (1992)

Soit

h log(1/h
0<hn<17 th,O, nh,,Too, Q—)ooet M%OO
log n loglog n

Théoreme limite

Lorsque n — oo,

nh 1/2
{ng(ln/hn)} sup £ {f p,(x) — Efyp,(x)} = o(f,K) ps.

xel
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- N
Choix de la fenétre

Probléme : Compromis biais-variance

71

Solution : “Uniformité” en la fenétre h

nh 1/2
lim su su sup | n(x) — Ef. +(x < 00
n—>oop { log(1/h) V loglog n} Lf"gphgl (X€|?| n,h(X) .h( )‘)

Sarah Ouadah (LSTA, UPMC, Paris VI) Lois Limites Fonctionnelles et Estimation CIRM, 19 avril 2012 13 /19



Contributions

Soient 0 < a, < b, <1 telles que,

nanp
log n

b, — 0 et
Hn=[an, bn] et Z :=[u,v] C[0,1], u< v

Pour tout h € H,,

Fnz(h) = { Snlhi t5) -te[o,l—h]mI},

\/2hlog, (1/h)

ot log, s=log(sVve),seR
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Contributions

Distance de Hausdorff

Pour tout A C B|0, 1]
A*={geBl0,1]:IfF €A, ||f —g| <&},
ol ||f]| = supg<s<y |f(t)]

Distance de Hausdorff entre deux ensembles A, B C B0, 1]

A(A, B) = inff{e >0: AC B*et BC A%} lorsqu'un tel ¢ existe
’ | o sinon
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Loi limite fonctionnelle uniforme

Soit Hp, = [an, by] vérifiant la condition (1). Alors, pour H, = [ap, b,] et
tout Z = [u, v] C [0, 1], lorsque n — oo, on a

Sup A (Frz(h),S) = op(1)
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Théoreme limite

Soit H, = [an, bs] Vérifiant la condition (1). Alors, lorsque n — oo,

sup

n 1/2
hen {—h)} sup £ {fo 5(x) = Efan(x)} — o(f, K)| = op(1)

2log, (1/h xel

1/2

ol o(f, K) = sup,e; {f(x) [p K*(t)dt}

Sarah Ouadah (LSTA, UPMC, Paris VI) Lois Limites Fonctionnelles et Estimation CIRM, 19 avril 2012 17 /19



Eléments de preuve du Théoreme 1

1°) Poissonisation

'

gn(h7 t; )

\/2hlog (1/h)

P( &alh.t: ) ) w)

2°) Schilder+KMT

'

f:(h, t; )

su

Hp(

2hlog(1/h

0<s<1

# S€> 2hlog(1/h
W(nh) ) ¢Se1>

) # SG) = P( 2nhlog(1/h
> 62)

p

2nhlog(1/h)
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