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Histoire de Lois Limites Fonctionnelles

Lévy (1948)

Soit {W (t) : t ≥ 0} un processus de Wiener standard

Loi du logarithme itéré

lim sup
T→∞

|W (T )|√
2T loglogT

= 1 p.s.
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Histoire de Lois Limites Fonctionnelles

Strassen (1964)

Pour tout x ∈ [0, 1],

ηn(x) :=
W (nx)√

2n loglog n
∈ C (0, 1)

Ensemble de Strassen

S := {f ∈ AC[0, 1], f (0) = 0,
{∫ 1

0 ḟ (u)2du
}1/2

≤ 1}

Loi limite fonctionnelle

ηn(· ) S
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Histoire de Lois Limites Fonctionnelles

ηn(· ) S :

∀nk , k ≥ 1, ∃nkj , ∃g ∈ S tel que

ηnkj (x)→ g(x) uniformément en x ∈ [0, 1]

∀g ∈ S, ∃nk = nk(g) tel que

ηnk (x)→ g(x) uniformément en x ∈ [0, 1]
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Histoire de Lois Limites Fonctionnelles

Finkelstein (1971)

Soient U1,U2, . . . des variables aléatoires iid uniformes sur (0, 1).

Fonction de répartition empirique basée sur U1, . . . ,Un :

Un(u) := n−1#{Ui ≤ u : 1 ≤ i ≤ n}, u ∈ R

Processus empirique uniforme

αn(u) := n1/2 (Un(u)− u) , u ∈ R
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Histoire de Lois Limites Fonctionnelles

Pour tout x ∈ [0, 1],

υn(x) :=
αn(x)√

2n loglog n
∈ F(0, 1)

Ensemble de Finkelstein

F := {f ∈ S, f (1) = 0}

Loi limite fonctionnelle

υn(· ) F
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Estimation non paramétrique de la densité

Deheuvels et Mason (1992)

Fonction d’incréments : pour tout h > 0 et t ∈ [0, 1],

ξn(h, t; u) := αn(t + hu)− αn(t), u ∈ R

Loi limite fonctionnelle

ξn(h, t; · )√
2h log(1/h)

 S
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Estimation non paramétrique de la densité

Estimateurs à noyau de la densité

Soit X1,X2, . . . une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. selon f (· )
continue sur J ⊆ R

Estimateur à noyau de la densité de Parzen-Rosenblatt (1964)

fn,h(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x − Xi

h

)
, x ∈ R

avec

K la fonction noyau

h > 0 la fenêtre
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Estimation non paramétrique de la densité

On étudie

fn,h(x)− f (x) = fn,h(x)− Efn,h(x)︸ ︷︷ ︸
(1)

+Efn,h(x)− f (x)︸ ︷︷ ︸
(2)

(1) : terme aléatoire
(2) : terme déterministe (biais)

L’ordre du biais dépend des propriétés de f (· ) et du noyau K (· )
L’ordre du terme aléatoire est évalué dans le Théorème 2
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Estimation non paramétrique de la densité

Le lien

n1/2h (fn,h(x)− Efn,h(x)) = −
∫ 1

0
ξn(hf (x0);F (x); τ(u)) dK̃ (u),

où

τ(u) =
F (x + hu)− F (x)

hf (x0)
et K̃ (u) := K (−u), 0 ≤ u ≤ 1
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Estimation non paramétrique de la densité

Deheuvels et Mason (1992)

Soit

0 < hn < 1, hn ↓ 0, nhn ↑ ∞,
nhn
log n

→∞ et
log(1/hn)

loglog n
→∞

Théorème limite

Lorsque n→∞,{
nhn

2 log(1/hn)

}1/2

sup
x∈I
±{fn,hn(x)− Efn,hn(x)} = σ(f ,K ) p.s.
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Estimation non paramétrique de la densité

Choix de la fenêtre

Problème : Compromis biais-variance

Solution : “Uniformité” en la fenêtre h

Einmahl et Mason (2005)

lim sup
n→∞

{
nh

log(1/h) ∨ loglog n

}1/2

sup
r log n

n
≤h≤1

(
sup
x∈I
|fn,h(x)− Efn,h(x)|

)
<∞
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Contributions

Soient 0 < an ≤ bn ≤ 1 telles que,

bn → 0 et
nan

log n
→∞ (1)

Hn = [an, bn] et I := [u, v ] ⊆ [0, 1], u < v

Pour tout h ∈ Hn,

Fn;I(h) :=

{
ξn(h; t; ·)√

2h log+(1/h)
: t ∈ [0, 1− h] ∩ I

}
,

où log+ s = log(s ∨ e), s ∈ R
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Contributions

Distance de Hausdorff

Pour tout A ⊆ B[0, 1]

Aε = {g ∈ B[0, 1] : ∃f ∈ A, ‖f − g‖ < ε},

où ‖f ‖ = sup0≤t≤1 |f (t)|

Distance de Hausdorff entre deux ensembles A,B ⊆ B[0, 1]

∆(A,B) =

{
inf {ε > 0 : A ⊆ Bε et B ⊆ Aε} lorsqu’un tel ε existe
∞ sinon
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Contributions

Loi limite fonctionnelle uniforme

Théorème 1 (Deheuvels et Ouadah (2011))

Soit Hn = [an, bn] vérifiant la condition (1). Alors, pour Hn = [an, bn] et
tout I = [u, v ] ⊆ [0, 1], lorsque n→∞, on a

sup
h∈Hn

∆ (Fn;I(h), S) = oP(1)
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Contributions

Théorème limite

Théorème 2 (Deheuvels et Ouadah (2011))

Soit Hn = [an, bn] vérifiant la condition (1). Alors, lorsque n→∞,

sup
h∈Hn

∣∣∣∣∣
{

nh

2 log+(1/h)

}1/2

sup
x∈I
±{fn,h(x)− Efn,h(x)} − σ(f ,K )

∣∣∣∣∣ = oP(1)

où σ(f ,K ) = supx∈I
{
f (x)

∫
R K 2(t)dt

}1/2
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Contributions

Eléments de preuve du Théorème 1

1◦) Poissonisation

P

(
ξn(h, t; ·)√

2h log+(1/h)
6∈ Sε

)
≤ 2P

(
ξ∗n(h, t; ·)√
2h log(1/h)

6∈ Sε
)

2◦) Schilder+KMT

P

(
ξ∗n(h, t; ·)√
2h log(1/h)

6∈ Sε
)
≤ P

(
W (nh· )√

2nh log(1/h)
6∈ Sε1

)

+P

(
sup

0≤s≤1

∣∣∣∣∣W (nhs)− {Π(nhs)− nhs}√
2nh log(1/h)

∣∣∣∣∣ ≥ ε2

)
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