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Graphes contraints

Graphes

Définition (Graphes)

Un graphe G est la donnée d'un quadruplet G = (G°, G, r, s) ou
@ GO est un ensemble dénombrable de points,
@ G! est un ensemble dénombrable d’arétes dirigées,

@ r, s sont des applications G* — G° appelées image et source
respectivement.

On considére des graphes simples, i.e. on proscrit
O les boucles, i.e. les arétes a € G! telle que s(a) = r(a);

@ les arétes multiples, i.e. I'application (s, r) : G — G® x G°
est injective.

Graphe sans aréte multiple = G! ¢ G° x G® = r, s superflues.
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Graphes contraints

Graphes libres et contraints

La notion de graphe libre correspond a la notion de graphe de
Cayley.

Définition (Graphe de Cayley)

Soit I un groupe de type fini et Sr un ensemble fini symétrique de
générateurs de . Le graphe de Cayley, Cayley(I', Sr), est le graphe
G = (G% G, r,s) ou

e G=r,

o (u,v) EGl <= ulvesr.

Définition (Graphe contraint)

Une contrainte est une application F : T x S — {0,1}. Un graphe
F-contraint est un sous-graphe du graphe de Cayley, Cayley(I', Sr),
tel que G = {(u,v) €M : F(u,u"tv) =1}
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Graphes contraints

Exemples

(0,0),

Wi

FIGURE: Exemple de sous-graphe contraint du graphe de Cayley de Z?2
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Pavages de Penrose

Pavages de Penrose

(a) ler pavage de Penrose (b) 3eme pavage de Penrose
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Pavages de Penrose

Méthode de coupe et projection

F1GURE: Pavage de coupe et projection, un autre example de graphe
contraint
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Pavages de Penrose

Hypotheses techniques

On cherche a paver un espace E de dimension d < N.
Q@ ZNC RN, S ={+e:1<i<N},
Q@ RN = E® Et avec dim E = d, 7 et 71 les projections
associées,
Q@ w={>"N, Nei: A €[0,1],1<i <N},
Q /={n, - ,igt {L,--- N}
@ v = {20 Nep i €0,1],i € 1},
@ D, = 7(v) et D = 7*(m),
@ Une hypothése de non-dégénérescence de sorte que les faces

d-dimensionelles du cube unité soit isomorphe a leurs
projections D; et Dj.
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Pavages de Penrose

Théoreme d'Oguey, Duneau et Katz

Posons pour t € ET,
Pr={x+D; : x =7(&), 1 = {i, - ,igh, £ € ZN . 71(¢) € Dje+t}

Théoreme (ODK, 1988)

L'ensemble P; est un pavage de E = R? pour tout t € E*-
générique.

Remarques :

© |l existe un ensemble exceptionnel Ty de translations t telles
que la projection est ambigue : on ne sait pas quelle face
projetter;

@ Ty est dénombrable <=t ¢ Ty est générique;

© le théoreme affirme qu'il existe une unique variété a facettes
d-dimensionel entierement contenu dans la bande;

Q@ ENZN est le groupe de translation du pavage.
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Pavages de Penrose

Exemple 1, le 3éme pavage de Penrose :
Dans R, E = Vect(vy, v») avec

vi = (1, cos(27/5), — cos(m/5), — cos(m/5), cos(27/5))
v = (0, sin(27/5),sin(7/5), —sin(7/5), — sin(27/5))

Exemple 2, le pavage icosahedral de R3 :
Dans R®, E = Im 7 de dimension 3 avec

V5 1 -1 -1 1 1
1 v5 1 -1 -1 1
1 |-1 1 V5 1 -1 1
TTos -1 -1 1 VB 11
-1 -1 -1 1 5 1
1 1 1 1 1 56
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Théoréme, L

Théoreme, L, 2012

La méthode de coupe et projection définit un sous-graphe contraint
de ZN dont la contrainte est fonction de I'indicatrice de la bande.

Théoreme

Soit N > d > 0 des entiers. Supposons que E-NZN = {0} et
t € EL générique. Alors, la marche aléatoire simple sur le graphe
contraint est

@ récurrente si dim E < 2,

@ transiente si dim E > 3.

Remarques :
@ L'hypothese E+ NZN = {0} est générique;
@ cela généralise |'alternative de Polya;

© cela se généralise aux marches aléatoires réversibles sous
certaines conditions.
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Théoreme, L
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