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Phénomeme de métastabilité d'un systeme dynamique :
@ présence d'un équilibre apparent (état métastable)
@ brusque changement de régime (transition)
© stabilisation dans un autre régime.

Exemples :

@ surfusion, condensation (transition de phase)
e magnétisation (modele d'lsing)
@ climatologie, neurologie, écologie...

état métastable = état "transitoire persistant”.
Echelles de temps des phénomeénes.
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Diffusion dans un potentiel bistable :
dX: = (X; — X3)dt + V2edW,



Questions
@ Quelle est la loi des temps de transitions ?
7(B) = inf{t > 0, X; € B}
@ Quel est la trajectoire la plus probable pour une transition ?

o Comment estimer |'espérance du temps de transition ?
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Approche et résultats communs pour des processus markoviens

@ Chaines de Markov (temps discret ou continu) : modéle
d'lsing, Curie-Weiss...

@ Diffusions : équations différentielles stochastiques
© EDP stochastiques

Résultats similaires : loi limite exponentielle, formule de Kramers.
Techniques

@ Principe de grandes déviations, méthodes trajectorielles
(Freidlin, Wentzell, Olivieri, Vares, Martinelli ...)

@ Théorie du potentiel (Bovier, Gayrard, Klein, Eckhoff, den
Hollander, loffe...)
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Diffusion en dimension finie

Grandes déviations
Formule de Kramers

Diffusion sur RV

dX; = —VF(Xp)dt + v2ed W,

N

ou
e F potentiel RV — R
@ W mouvement brownien
@ & paramétre positif (température).
Hypothéses sur F : régularité, convexité hors d'un compact.

Processus markovien réversible : mesure invariante (mesure de
Gibbs)
F(x)

pe(dx) = e = dx

Générateur infinitésimal L. défini négatif, symétrique dans L?(y.),

L.f(x) =—=VF(x) - Vf(x)+eAf(x) = ce v <ef¥Vf(x))
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Diffusion en dimension finie

Grandes déviations
Formule de Kramers

Résultats de Freidlin-Wentzell (1984) : asymptotique
exponentielle

Si m—, m* uniques minima de F avec F(m~) > F(m™) séparés
par un unique point selle s, on a

Ep (ro(B,(m*)) = e "™ =

Dans des configurations plus complexes : mémes type de résultats,
approximation par une chaine de Markov (Freidlin-Wentzell 1984,
Olivieri-Vares 2005).
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Diffusion en dimension finie

Grandes déviations
Formule de Kramers

Bovier, Eckhoff, Gayrard, Klein, 2004-2005 :
dX; = —VF(Xp)dt + v2ed W,

Formule dite d'Eyring-Kramers (pour un potentiel F non dégénéré)

27 |det HF(S)| eM
IA=(5)| || detHF(m™)

Em (1=(B1)) = (1+W¥(e))

ou V(e) = o(‘5|n35’1/2). HF matrice hessienne de F et A (5)
I'unique valeur propre négative de HF(5).

Lien tres fort avec les premiers valeurs propres du générateur
infinitésimal.
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Définition

EDPS Description

EDPS sur [0, 1] x R+

{atu(x, t) =02 u(x,t) — V/(u(x, t)) + V2eW
u(x,0) = up(x)

@ up, fonction continue sur [0, 1]

@ 7 un parametre strictement positif

@ W un bruit blanc espace-temps

@ £ > 0 un parametre (température).
Présence de conditions au bord (Dirichlet, Neumann, périodique).
V(x) = - X; Allen-Cahn (Faris, Jona-Lasinio 1982)

X
4

Oru(x, t) = 02 u(x, t) — u3(x, t) + u(x, t) + V2 W
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Définition

EDPS Description

Bruit blanc espace-temps

Analogue du mouvement Brownien & valeurs dans L2[0, 1].
Définition informelle : (ex) base hilbertienne de L2[0,1] :

W(t) = Bi(t)ex- (1)
k

Ne converge pas dans L2
Autre définition (Walsh 86) : mesure aléatoire L2 : pour tout
f € L2([0,1] x [0, T]) prévisible et B borélien

t
f-W(B): :/ / f(x,s)W(dx,ds) (2)
0o JB
est une martingale L2

<f~W(B)>t:/O /Bf2(x,s)dxds. (3)

Permet de définir une solution intégrale (sens faible fonctionnel)

Jle Qrielie @) Q) O) e e _Drond -
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EDPS Définition

Description

On peut réecrire 'EDPS
dS
8tU = ——+ \/EW
du
Flot de gradient en dimension infinie : pour ¢ € H1([0, 1])

1
5) = [ 10T 0+ V(o()ax

Développement de Taylor a I'ordre 2 pour ¢, k régulieres :

15s 1825 )
S(6+ k) = S(0)+ [ 500k + 532 (000KxIx + (k] )
§j@=—wwn+www»
528

W(k) = —vk" + V"(¢)k =: Lyk

Ly : Opérateur de Strum-Liouville sur [0, 1].



Définition

EDPS Description

On se place dans la situation la plus simple : S a trois points
stationnaires, solutions de

‘jj = —1"(x) + V(6(x)) = 0

avec les conditions au bord.
Q &', ¢ deux minima
@ G I'unique point selle entre ¢ et ¢ .
Exemple : V(x) = %4 - X; ety >y = % (Allen-Cahn)

e deux minima ¢t = +1, ¢~ = —1 (conditions au bord de
Neumann)

@ 5 =0 le point selle
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Définition

EDPS Description

Résultat Principal

Pour S(¢™) > S(¢™), on pose BT = BY(¢7) N {[|¢]ln < C}
pour p > 0 autour de ¢™

eS0T 9N/2 (14 w(e))

E, [r.(B8)] = 27 ‘ DetlLs

A=) \/ | DetLy,
oll S(¢~, %) = S(3) — S(¢~). On définit
DetlL;s

DetLy- H )\k(gb

converge car A\, = cyk? + O(1) pour k > 0.
Analogue infini dimensionnel de la formule d’'Eyring-Kramers
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Définition

EDPS Description

Exemple Allen-Cahn avec conditions de Neumann pour
7>7o:%:onadoncdﬁ:]l,qﬁ*:—]let&:O. On a

1
5(0) = [ 39209+ 70" = 30(x%0x
Lyh = —yh" + (3¢* — 1)h

On obtient
1
S(¢6%) =~ S(G)=0
Lysh=—yh'+2h Loh = —h' — h
Me(pF) = ym2k® 42 M(G) = ym?k? -1
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Définition

EDPS Description

Déterminants Fonctionnels

Pour les conditions au bord de Neumann,

Detly;  &(1)
Detl, /(1)

ol S et f~ sont solutions des problemes de Cauchy

Ls8=0 5(0) =

1 0
Ly-f~=0 f7(0)=1 ' 0.

Exemple Allen-Cahn
: 1

2 X DetL; 1 sm( )

f~(x) =ch —x | S(x)=cos|— o — VI

¥ (ﬁ) ¥ <ﬁ> Deily- V2 (/)
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Différences finies
Contréle des erreurs

Idée de la preuve

On construit une diffusion dans RV telle que X{ ~ u(4, t).

N
I
Sn(u) = N ; §N2(u,-+1 —uj)? + V()
dX, = —~NVSy(X,)dt + vV2eNd W,

W, étant définie a partir du bruit blanc

= ([ 57),

Puis on construit I'interpolation linéaire u™
. N,
Xi = uM(1.1)
N2y

ax; = - (X — 2]+ X{71) dt — V/(X{)dt + V2eNdW}
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Différences finies

. Contréle des erreurs
Idée de la preuve

Convergence

Pour ug € C3([0,1]), T>0,p>1

N P P
E Hu — uH — 0.
oo, T N—oo

et pour n €]0, %[ il existe & variable aléatoire finie presque
surement ¢
[ =]

< —.
oo, T = N1

La preuve repose sur une formulation mild de la fonction linéaire
par morceaux u'V, puis on procéde par localisation (a cause de la
linéarité non-bornée). Travaux de Funaki (83), Gyongy (98) et avec
Millet (05).

Florent Barret Métastabilité et EDPS



Différences finies
Contréle des erreurs

Idée de la preuve

On prouve successivement :

Q ¢ fixé, convergence de |'espérance du temps d'atteinte pour le
systeme discrétisé vers le temps pour I'EDPS.

im B, |7 (BY)| =B, [ (B7)].

N—oo

@ N fixé, calcul de I'asymptote an(e) du temps de transition

oo [ (D] = 1| = vl ) < W) = offe <[ )

avec W(e) ne dépendant pas de N.

@ la limite N — oo pour ay(e) donne le candidat pour le temps
de transition de I'EDPS

a(e) = NlinOO an(e).
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Différences finies
Contréle des erreurs

Idée de la preuve

L'erreur a controler se décompose en deux parties

© Le calcul lui-méme (méthode de Laplace en dimension infinie)

aN1(€)Ey"’ [TEN (B+)} B 1' ~ <

ol v,, probabilité d'équilibre sur 9B,.

© Puis on prouve le résultat suivant

B, [ (89)] ~E,, [ (89)]| < vale).

Il s'agit d'un résultat d'oubli de la condition initiale
(Martinelli, Scoppola, Olivieri 1989).

1
aN(E)
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