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Diffusion en dimension finie
EDPS

Idée de la preuve

Phénomème de métastabilité d’un système dynamique :

1 présence d’un équilibre apparent (état métastable)

2 brusque changement de régime (transition)

3 stabilisation dans un autre régime.

Exemples :

surfusion, condensation (transition de phase)

magnétisation (modèle d’Ising)

climatologie, neurologie, écologie...

état métastable = état ”transitoire persistant”.
Échelles de temps des phénomènes.
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Diffusion dans un potentiel bistable :

dXt = (Xt − X 3
t )dt +

√
2εdWt

Florent Barret Métastabilité et EDPS
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Questions

Quelle est la loi des temps de transitions ?
τ(B) = inf{t > 0,Xt ∈ B}
Quel est la trajectoire la plus probable pour une transition ?

Comment estimer l’espérance du temps de transition ?
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Approche et résultats communs pour des processus markoviens

1 Châınes de Markov (temps discret ou continu) : modèle
d’Ising, Curie-Weiss...

2 Diffusions : équations différentielles stochastiques

3 EDP stochastiques

Résultats similaires : loi limite exponentielle, formule de Kramers.
Techniques

Principe de grandes déviations, méthodes trajectorielles
(Freidlin, Wentzell, Olivieri, Vares, Martinelli ...)

Théorie du potentiel (Bovier, Gayrard, Klein, Eckhoff, den
Hollander, Ioffe...)
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Diffusion en dimension finie
EDPS

Idée de la preuve

Grandes déviations
Formule de Kramers

Diffusion sur RN

dXt = −∇F (Xt)dt +
√

2εdWt

où

F potentiel RN → R
W mouvement brownien

ε paramètre positif (température).

Hypothèses sur F : régularité, convexité hors d’un compact.
Processus markovien réversible : mesure invariante (mesure de
Gibbs)

µε(dx) = e−
F (x)
ε dx

Générateur infinitésimal Lε défini négatif, symétrique dans L2(µε),

Lεf (x) = −∇F (x) · ∇f (x) + ε∆f (x) = εe
F (x)
ε ∇ ·

(
e−

F (x)
ε ∇f (x)

)
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Grandes déviations
Formule de Kramers

Résultats de Freidlin-Wentzell (1984) : asymptotique
exponentielle
Si m−,m+ uniques minima de F avec F (m−) > F (m+) séparés
par un unique point selle ŝ, on a

Em−(τε(Bρ(m+))) � e
F̂ (m−,m+)

ε = e
F (̂s)−F (m−)

ε

Dans des configurations plus complexes : mêmes type de résultats,
approximation par une chaine de Markov (Freidlin-Wentzell 1984,
Olivieri-Vares 2005).
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Grandes déviations
Formule de Kramers

Bovier, Eckhoff, Gayrard, Klein, 2004-2005 :

dXt = −∇F (Xt)dt +
√

2εdWt

Formule dite d’Eyring-Kramers (pour un potentiel F non dégénéré)

Em−(τε(B+)) =
2π

|λ−(ŝ)|

√
|detHF (ŝ)|
detHF (m−)

e
F̂ (m−,m+)

ε (1 + Ψ(ε))

où Ψ(ε) = o(
∣∣ε ln3 ε

∣∣1/2
). HF matrice hessienne de F et λ−(ŝ)

l’unique valeur propre négative de HF (ŝ).
Lien très fort avec les premièrs valeurs propres du générateur
infinitésimal.
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Diffusion en dimension finie
EDPS

Idée de la preuve

Définition
Description

EDPS sur [0, 1]× R+{
∂tu(x , t) = γ∂2

xxu(x , t)− V ′(u(x , t)) +
√

2εẆ

u(x , 0) = u0(x)

où

u0, fonction continue sur [0, 1]

γ un paramètre strictement positif

W un bruit blanc espace-temps

ε > 0 un paramètre (température).

Présence de conditions au bord (Dirichlet, Neumann, périodique).

V (x) = x4

4 −
x2

2 Allen-Cahn (Faris, Jona-Lasinio 1982)

∂tu(x , t) = γ∂2
xxu(x , t)− u3(x , t) + u(x , t) +

√
2εẆ
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Définition
Description

Bruit blanc espace-temps

Analogue du mouvement Brownien à valeurs dans L2[0, 1].
Définition informelle : (ek) base hilbertienne de L2[0, 1] :

W (t) =
∑
k

Bk(t)ek . (1)

Ne converge pas dans L2 !
Autre définition (Walsh 86) : mesure aléatoire L2 : pour tout
f ∈ L2([0, 1]× [0,T ]) prévisible et B borélien

f ·W (B)t =

∫ t

0

∫
B

f (x , s)W (dx ,ds) (2)

est une martingale L2

〈f ·W (B)〉t =

∫ t

0

∫
B

f 2(x , s)dxds. (3)

Permet de définir une solution intégrale (sens faible fonctionnel)
trajectorielle (solution forte en probabilité).
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Définition
Description

On peut réecrire l’EDPS

∂tu = −δS

δu
+
√

2εW

Flot de gradient en dimension infinie : pour φ ∈ H1([0, 1])

S(φ) =

∫ 1

0

γ

2

∣∣φ′∣∣2 (x) + V (φ(x))dx

Développement de Taylor à l’ordre 2 pour φ, k régulières :

S(φ+ k) = S(φ) +

∫ 1

0

δS

δφ
(x)k(x) +

1

2

δ2S

δφ2
(k)(x)k(x)dx + o(‖k‖2

C2)

δS

δφ
(x) = −γφ′′(x) + V ′(φ(x))

δ2S

δφ2
(k) = −γk ′′ + V ′′(φ)k =: Lφk

Lφ : Opérateur de Strum-Liouville sur [0, 1].
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Définition
Description

On se place dans la situation la plus simple : S a trois points
stationnaires, solutions de

δS

δφ
= −γφ′′(x) + V ′(φ(x)) = 0

avec les conditions au bord.

1 φ+, φ− deux minima

2 σ̂ l’unique point selle entre φ+ et φ−.

Exemple : V (x) = x4

4 −
x2

2 et γ > γ0 = 1
π2 (Allen-Cahn)

deux minima φ+ = +1, φ− = −1 (conditions au bord de
Neumann)

ŝ = 0 le point selle
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Définition
Description

Résultat Principal

Pour S(φ−) > S(φ+), on pose B+ = BL2

ρ (φ+) ∩ {‖φ‖H1 < C}
pour ρ > 0 autour de φ+

Eφ−
[
τε
(
B+
)]

=
2π

|λ−(σ̂)|

√∣∣∣∣ DetLσ̂
DetLφ−

∣∣∣∣e Ŝ(φ−,φ+)/ε (1 + Ψ(ε))

où Ŝ(φ−, φ+) = S(σ̂)− S(φ−). On définit

DetLσ̂
DetLφ−

=
∏
k>0

λk(σ̂)

λk(φ−)
.

converge car λk = cγk2 + O(1) pour k > 0.
Analogue infini dimensionnel de la formule d’Eyring-Kramers
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Définition
Description

Exemple Allen-Cahn avec conditions de Neumann pour
γ > γ0 = 1

π2 : on a donc φ+ = 1, φ− = −1 et σ̂ = 0. On a

S(φ) =

∫ 1

0

γ

2
φ′2(x) +

1

4
φ(x)4 − 1

2
φ(x)2dx

Lφh = −γh′′ + (3φ2 − 1)h

On obtient

S(φ±) = −1

4
S(σ̂) = 0

Lφ±h = −γh′′ + 2h Lσ̂h = −γh′′ − h

λk(φ±) = γπ2k2 + 2 λk(σ̂) = γπ2k2 − 1
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Définition
Description

Déterminants Fonctionnels

Pour les conditions au bord de Neumann,

DetLσ̂
DetLφ−

=
ŝ ′(1)

f −′(1)

où ŝ et f − sont solutions des problèmes de Cauchy

Lσ̂ ŝ = 0 ŝ(0) = 1 ŝ ′(0) = 0

Lφ−f − = 0 f −(0) = 1 f −
′
(0) = 0.

Exemple Allen-Cahn

f −(x) = ch

(√
2

γ
x

)
ŝ(x) = cos

(
x
√
γ

)
DetLσ̂
DetLφ−

= − 1√
2

sin
(

1√
γ

)
sh
(√

2
γ

)
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Différences finies
Contrôle des erreurs

On construit une diffusion dans RN telle que X i
t ≈ u( i

N , t).

SN(u) =
1

N

N∑
i=1

γ

2
N2(ui+1 − ui )

2 + V (ui )

dXt = −N∇SN(Xt)dt +
√

2εNdWt

Wt étant définie à partir du bruit blanc

W i
t =
√

NW

([
i

N
,

i + 1

N

[)
t

Puis on construit l’interpolation linéaire uN

X i
t = uN(

i

N
, t)

dX i
t =

N2γ

2

[
X i+1
t − 2X i

t + X i−1
t

]
dt − V ′(X i

t )dt +
√

2εNdW i
t
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Différences finies
Contrôle des erreurs

Convergence

Theorem

Pour u0 ∈ C 3([0, 1]), T > 0, p > 1

E
[∥∥∥uN − u

∥∥∥p
∞,T

] 1
p

−−−−→
N→∞

0.

et pour η ∈]0, 1
2 [, il existe ξ variable aléatoire finie presque

surement ∥∥∥uN − u
∥∥∥
∞,T

6
ξ

Nη
.

La preuve repose sur une formulation mild de la fonction linéaire
par morceaux uN , puis on procède par localisation (à cause de la
linéarité non-bornée). Travaux de Funaki (83), Gyöngy (98) et avec
Millet (05).

Florent Barret Métastabilité et EDPS
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Différences finies
Contrôle des erreurs

On prouve successivement :

1 ε fixé, convergence de l’espérance du temps d’atteinte pour le
système discrétisé vers le temps pour l’EDPS.

lim
N→∞

Eφ−N

[
τNε
(
B+
)]

= Eφ−
[
τε
(
B+
)]
.

2 N fixé, calcul de l’asymptote aN(ε) du temps de transition∣∣∣∣ 1

aN(ε)
Eφ−N

[
τNε
(
B+
)]
− 1

∣∣∣∣ = ψ(ε,N) < Ψ(ε) = o(
∣∣ε ln3 ε

∣∣1/2
)

avec Ψ(ε) ne dépendant pas de N.

3 la limite N →∞ pour aN(ε) donne le candidat pour le temps
de transition de l’EDPS

a(ε) = lim
N→∞

aN(ε).
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Différences finies
Contrôle des erreurs

L’erreur à contrôler se décompose en deux parties

1 Le calcul lui-même (méthode de Laplace en dimension infinie)∣∣∣∣ 1

aN(ε)
EνN−

[
τNε
(
B+
)]
− 1

∣∣∣∣ = ψ1(ε,N) < Ψ1(ε)

où ν−N probabilité d’équilibre sur ∂B−N .

2 Puis on prouve le résultat suivant

1

aN(ε)

∣∣∣Eν−N [τNε (B+
)]
− Eφ−N

[
τNε
(
B+
)]∣∣∣ < Ψ2(ε).

Il s’agit d’un résultat d’oubli de la condition initiale
(Martinelli, Scoppola, Olivieri 1989).
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