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Théoréme du Moment Quatriéme

Théoréme de Nualart et Peccati

Soit W un mouvement brownien. On peut construire une intégrale
multiple par rapport a W. Pour toute fonction de L2(RP), on notera

W= [t )W,

Théoréme (Nualart, Peccati)

Considérons une famille F, = I,(f,) d'intégrales multiples d'ordre p,
ol f, est une suite de fonctions symétriques de L2(RP). On suppose
en outre que la suite F, est de variance unitaire. On a alors
équivalence entre :

@ La suite F, converge en loi vers N'(0,1).

@ le moment quatriéme E(F;}) converge vers 3.
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Théoréme du Moment Quatriéme

Théoréme de Peccati et Tudor

Soit (2, F, P) un espace probabilisé et W un brownien dans cet
espace tel que F soit la tribu engendrée par W. Alors toute

oo
variable X € L%(Q) est décomposable sous la forme X = " I,(f,),
p=0

ou chaque f, € L?(RP) est symétrique.
Théoréme (Peccati, Tudor)

Soit (Fi,n,---, Frn) = (I, (fi,n),- -+, Ip,(fr,n)) une famille de
vecteurs d’intégrales multiples, avec f; , € L?(RP) symétrique. On
suppose que E(F;,Fj,) — Cij. On a alors équivalence entre :

o Le vecteur (Fip,...,F,n) converge en loi vers N;(0, C).

@ Chaque composante F; , converge en loi vers N(0, G; ;).
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Quelques notions sur les probabilités libres

Espace de probabilité non-commutatif

@ Un espace de probabilité non-commutatif est la donnée d'une
C-algébre A munie d'un opérateur adjoint et d'une forme
linéaire ¢ : A — C unitaire (i.e ¢(14) = 1), positive (i.e
G(XX*) > 0) et traciale (i.e ¢(XY) = ¢(YX)).

Par exemple :

A= L[®(w, F,P) avec X* = X et ¢(X) = E(X)
A= L®(w, F, P, M,(C)) avec X* =t X et
#(X) = FE(tr(X))

@ On dit que X est une variable aléatoire si X est autoadjoint.
On dit que X a pour loi ux si

H(X<) :/Rtk,ux(dt), k € N.
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Quelques notions sur les probabilités libres

Espace de Probabilité non-commutatif

@ On dit que les sous-algebres Aq, ..., A, sont libres si, pour
tous Xi,..., Xy appartenant & As,..., A, et tels que, pour
1 <j<m-—1, Xjet Xj11 n'appartiennent pas au méme A;,

Vi (X)) =0= 6(Xi...Xm)=0.

@ Deux variables aléatoires X, Y sont libres si les algébres
unitaires engendrées par X et Y sont libres.

@ Dans la suite, on supposera que A est une algébre de von
Neumann (i.e une algébre d’opérateurs bornés sur un espace
de Hilbert qui est fermée pour I'opération adjoint et la
convergence faible des opérateurs). On dit qu'on a
convergence faible d'une suite vers un élément de cet espace si
on a la convergence de tous les moments.
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Définition du mouvement brownien libre et du g-MB

Mouvement Brownien Libre

On définit la loi semicirculaire de variance t (notée S(0,t)) comme
la loi de probabilité a support dans [—Qﬁ,Qﬁ] et de densité

S(0, t)(dx) \/ 4t — x2dx.

Un mouvement brownien libre est un processus stochastique sur un
espace de probabilité non-commutatif vérifiant :

(*] 50 =0;
@ pour t; < tp, St, — Sy, suit la loi semicirculaire S(0, & — t1);
@ pour t; < ... < tp, St175t2 *Stl,...,st

— S, , sont libres.

n
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Définition du mouvement brownien libre et du g-MB

Mouvement brownien libre

Si on considére X; = %(Bi,j(t))lgi,jgm ou (B;J(t))lg,’ggn est
une famille de mouvements browniens indépendants et si on
suppose de plus que la matrice X; est symétrique, alors X converge
en loi (comme processus) vers un mouvement brownien libre.
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Définition du mouvement brownien libre et du g-MB

Le g-mouvement brownien

@ Soit r un nombre pair. Un couplage de {1,...,r} est une

partition de {1,...,r} en 5 ensemble disjoints de cardinal 2.
On note P2{1,...,r} I'ensemble des couplages de {1,...,r}.

@ Un croisement de m € Pp{1,...,r} est un ensemble

{Ga, ), (x2,y2)} avec (xj,yi) € met x1 <xp <y1 <y2. On
notera Cr(m) le nombre de croisements de 7.

@ L’ensemble des couplages qui n’ont pas de croisement est noté

NC2{1 5oo r}.
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Définition du mouvement brownien libre et du g-MB

Le g-mouvement brownien

Une définition équivalente du mouvement brownien W et du
mouvement brownien libre S est comme suit. Pour tout tq,..., ¢,

EWe .. W)= > T tre

mEP2{1,..,r}(if)ET

E(S; ...S5) = Z H i At

TENCa{L,..,r} (i) Em

Définition (Bozejko, Speicher)

Soit g € (—1,1) et X(9) un processus stochastique dans un espace
de probabilité non-commutatif. On dit que X(9 est un
g-mouvement brownien si ses moments joints vérifient

EXE...XH)= > ¢ ] ting.
mE€P>{1,...,r} (ij)em
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Théoréme du moment quatriéme pour le g-MB

Théorémes du moment quatriéme

Théoréme (Nualart, Peccati)

Soit I,SW)(f,,) une suite d’intégrales multiples par rapport au
mouvement brownien W, de variance unitaire et telle que les £,
sont des fonctions symétriques de L2(IRP). Alors :

() S m~N(©,1) = ESV(H)]— 3.

A\

Théoréme (Kemp, Nourdin, Peccati et Speicher)

Soit Iés)(f,,) une suite d’intégrales multiples par rapport au
mouvement brownien libre S, de variance unitaire et telle que les £,
soient des fonctions miroir-symétriques de L2(RP). Alors :

I 3 5, ~8(0,1) <  E[(H)]— 2
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Théoréme du moment quatriéme pour le g-MB

Théoréme du moment 4éme pour le g-mouvement brownien

o Note Go(0,1) la loi de X
@ On peut définir (Donati-Martin) une intégrale stochastique par
rapport au g-mouvement brownien, qu’'on notera

K9 (f /f tr,.s tp)dX D XD

Conjecture

Soit g € (—1,1] et /,S")(f,,) une suite d’intégrales multiples de
variance unitaire et telle que les f, sont des fonctions symétriques
de L2(RP). Alors on a équivalence entre :

° I(q)(fn) converge en loi vers Xl(q) ~ Gq(0,1);
o E[L7(F)] — 2+q.
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Théoréme du moment quatriéme pour le g-MB

Théoréme du moment 4éme pour le g-mouvement brownien

@ Note G4(0,1) la loi de Xl(q)

@ On peut définir (Donati-Martin) une intégrale stochastique par
rapport au g-mouvement brownien, qu’on notera

K9 (f /f ... )X XD

Théoréme (Deya, Noreddine, Nourdin)

Soit g €[0, 1] et I,gq)(f,,) une suite d'intégrales multiples de variance
unitaire et telle que les f, sont des fonctions symétriques de
L2(RP). Alors on a équivalence entre :

° [,Sq)(f,,) converge en loi vers G o2 (0,1);
° E[/;gq)(fn)ﬂ G, S qu_
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Théoréme du moment quatriéme pour le g-MB

Théoréeme de Breuer et Major

Notons H, le n'™® polynéme d'Hermite, i.e. Ho(x) = 1, Hi(x) = x,
Ha(x) = x? — 1 et Hyy1(x) = xHa(x) — nH,_1(x). Posons

f(x) = 3 asHs(x) € L2((27) " te /2 dx).
s>q

Théoréme (Breuer, Major)

Soit (Xk)k>o une famille stationnaire de gaussiennes standard, de
covariance p. Si > |p(k)|? < oo alors
kez

|nt|—1

7= > (%0 \/Zs!azzp(k)s W,
k=0

s>q kezZ

ol W est un mouvement brownien standard.

v
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