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atiSoit W un mouvement brownien. On peut 
onstruire une intégralemultiple par rapport à W . Pour toute fon
tion de L2(Rp), on noteraIp(f ) = ∫ f (t1, . . . , tp)dWt1 . . . dWtp .Théorème (Nualart, Pe

ati)Considérons une famille Fn = Ip(fn) d'intégrales multiples d'ordre p,où fn est une suite de fon
tions symétriques de L2(Rp). On supposeen outre que la suite Fn est de varian
e unitaire. On a alorséquivalen
e entre :La suite Fn 
onverge en loi vers N (0, 1).le moment quatrième E (F 4n ) 
onverge vers 3.Salim Noreddine Théorème du Moment Quatrième pour le q-MB
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ati et TudorSoit (Ω,F ,P) un espa
e probabilisé et W un brownien dans 
etespa
e tel que F soit la tribu engendrée par W . Alors toutevariable X ∈ L2(Ω) est dé
omposable sous la forme X =
∞
∑p=0Ip(fp),où 
haque fp ∈ L2(Rp) est symétrique.Théorème (Pe

ati, Tudor)Soit (F1,n, . . . ,Fr ,n) = (Ip1(f1,n), . . . , Ipr (fr ,n)) une famille deve
teurs d'intégrales multiples, ave
 fi ,n ∈ L2(Rpi ) symétrique. Onsuppose que E (Fi ,nFj ,n) −→ Ci ,j . On a alors équivalen
e entre :Le ve
teur (Fi ,n, . . . ,Fr ,n) 
onverge en loi vers Nr (0,C ).Chaque 
omposante Fi ,n 
onverge en loi vers N (0,Ci ,i).Salim Noreddine Théorème du Moment Quatrième pour le q-MB
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e de probabilité non-
ommutatifUn espa
e de probabilité non-
ommutatif est la donnée d'une
C-algèbre A munie d'un opérateur adjoint et d'une formelinéaire φ : A −→ C unitaire (i.e φ(1A) = 1), positive (i.e
φ(XX ∗) ≥ 0) et tra
iale (i.e φ(XY ) = φ(YX )).Par exemple :
A = L∞(ω,F ,P) ave
 X ∗ = X et φ(X ) = E (X )
A = L∞(ω,F ,P ,Mn(C)) ave
 X ∗ =t X et
φ(X ) = 1nE (tr(X ))On dit que X est une variable aléatoire si X est autoadjoint.On dit que X a pour loi µX si

φ(X k ) = ∫

R

tkµX (dt), k ∈ N.Salim Noreddine Théorème du Moment Quatrième pour le q-MB
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e de Probabilité non-
ommutatifOn dit que les sous-algèbres A1, . . . ,An sont libres si, pourtous X1, . . . ,Xm appartenant à A1, . . . ,An et tels que, pour1 ≤ j ≤ m − 1, Xj et Xj+1 n'appartiennent pas au même Ai ,
∀i φ(Xi ) = 0 ⇒ φ(X1 . . .Xm) = 0.Deux variables aléatoires X ,Y sont libres si les algèbresunitaires engendrées par X et Y sont libres.Dans la suite, on supposera que A est une algèbre de vonNeumann (i.e une algèbre d'opérateurs bornés sur un espa
ede Hilbert qui est fermée pour l'opération adjoint et la
onvergen
e faible des opérateurs). On dit qu'on a
onvergen
e faible d'une suite vers un élément de 
et espa
e sion a la 
onvergen
e de tous les moments.Salim Noreddine Théorème du Moment Quatrième pour le q-MB
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ir
ulaire de varian
e t (notée S(0, t)) 
ommela loi de probabilité à support dans [−2√t, 2√t] et de densité
S(0, t)(dx) = 12πt√4t − x2dx .Dé�nitionUn mouvement brownien libre est un pro
essus sto
hastique sur unespa
e de probabilité non-
ommutatif véri�ant :S0 = 0 ;pour t1 < t2, St2 − St1 suit la loi semi
ir
ulaire S(0, t2 − t1) ;pour t1 < . . . < tn, St1 ,St2 − St1 , . . . ,Stn − Stn−1 sont libres.Salim Noreddine Théorème du Moment Quatrième pour le q-MB
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Si on 
onsidère Xt = 1√n (Bi ,j(t))1≤i ,j≤n, où (Bi ,j(t))1≤i≤j≤n estune famille de mouvements browniens indépendants et si onsuppose de plus que la matri
e Xt est symétrique, alors X 
onvergeen loi (
omme pro
essus) vers un mouvement brownien libre.

Salim Noreddine Théorème du Moment Quatrième pour le q-MB



Théorème du Moment QuatrièmeQuelques notions sur les probabilités libresDé�nition du mouvement brownien libre et du q-MBThéorème du moment quatrième pour le q-MBLe q-mouvement brownienDé�nitionSoit r un nombre pair. Un 
ouplage de {1, . . . , r} est unepartition de {1, . . . , r} en r2 ensemble disjoints de 
ardinal 2.On note P2{1, . . . , r} l'ensemble des 
ouplages de {1, . . . , r}.Un 
roisement de π ∈ P2{1, . . . , r} est un ensemble
{(x1, y1), (x2, y2)} ave
 (xi , yi ) ∈ π et x1 < x2 < y1 < y2. Onnotera Cr(π) le nombre de 
roisements de π.L'ensemble des 
ouplages qui n'ont pas de 
roisement est notéNC2{1 . . . r}. Salim Noreddine Théorème du Moment Quatrième pour le q-MB
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omme suit. Pour tout t1, . . . , tr ,E (Wt1 . . .Wtr ) = ∑

π∈P2{1,...,r} ∏

(i ,j)∈π

ti ∧ tj ;E (St1 . . .Str ) = ∑

π∈NC2{1,...,r} ∏

(i ,j)∈π

ti ∧ tj .Dé�nition (Bozejko, Spei
her)Soit q ∈ (−1, 1) et X (q) un pro
essus sto
hastique dans un espa
ede probabilité non-
ommutatif. On dit que X (q) est unq-mouvement brownien si ses moments joints véri�entE (X qt1 . . .X qtr ) = ∑

π∈P2{1,...,r}qCr(π) ∏

(i ,j)∈πti ∧ tj .Salim Noreddine Théorème du Moment Quatrième pour le q-MB
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ati)Soit I (W )p (fn) une suite d'intégrales multiples par rapport aumouvement brownien W , de varian
e unitaire et telle que les fnsont des fon
tions symétriques de L2(Rp). Alors :I (W )p (fn) loi→ W1 ∼ N (0, 1) ⇔ E [I (W )p (fn)4] −→ 3.Théorème (Kemp, Nourdin, Pe

ati et Spei
her)Soit I (S)p (fn) une suite d'intégrales multiples par rapport aumouvement brownien libre S , de varian
e unitaire et telle que les fnsoient des fon
tions miroir-symétriques de L2(Rp). Alors :I (S)p (fn) loi→ S1 ∼ S(0, 1) ⇔ E [I (S)p (fn)4] −→ 2.Salim Noreddine Théorème du Moment Quatrième pour le q-MB



Théorème du Moment QuatrièmeQuelques notions sur les probabilités libresDé�nition du mouvement brownien libre et du q-MBThéorème du moment quatrième pour le q-MBThéorème du moment 4ème pour le q-mouvement brownienNote Gq(0, 1) la loi de X (q)1On peut dé�nir (Donati-Martin) une intégrale sto
hastique parrapport au q-mouvement brownien, qu'on noteraI (q)p (f ) = ∫ f (t1, . . . , tp)dX (q)t1 . . . dX (q)tp .Conje
tureSoit q ∈ (−1, 1] et I (q)p (fn) une suite d'intégrales multiples devarian
e unitaire et telle que les fn sont des fon
tions symétriquesde L2(Rp). Alors on a équivalen
e entre :I (q)p (fn) 
onverge en loi vers X (q)1 ∼ Gq(0, 1) ;E [I (q)p (fn)4] −→ 2+ q.Salim Noreddine Théorème du Moment Quatrième pour le q-MB



Théorème du Moment QuatrièmeQuelques notions sur les probabilités libresDé�nition du mouvement brownien libre et du q-MBThéorème du moment quatrième pour le q-MBThéorème du moment 4ème pour le q-mouvement brownienNote Gq(0, 1) la loi de X (q)1On peut dé�nir (Donati-Martin) une intégrale sto
hastique parrapport au q-mouvement brownien, qu'on noteraI (q)p (f ) = ∫ f (t1, . . . , tp)dX (q)t1 . . . dX (q)tp .Théorème (Deya, Noreddine, Nourdin)Soit q ∈[0, 1] et I (q)p (fn) une suite d'intégrales multiples de varian
eunitaire et telle que les fn sont des fon
tions symétriques deL2(Rp). Alors on a équivalen
e entre :I (q)p (fn) 
onverge en loi vers Gqp2 (0, 1) ;E [I (q)p (fn)4] −→ 2+ qp2 .Salim Noreddine Théorème du Moment Quatrième pour le q-MB
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Théorème du Moment QuatrièmeQuelques notions sur les probabilités libresDé�nition du mouvement brownien libre et du q-MBThéorème du moment quatrième pour le q-MBThéorème de Breuer et MajorNotons Hn le nime polyn�me d'Hermite, i.e. H0(x) = 1, H1(x) = x ,H2(x) = x2 − 1 et Hn+1(x) = xHn(x)− nHn−1(x). Posonsf (x) = ∑s≥qasHs(x) ∈ L2((2π)−1e−x2/2dx).Théorème (Breuer, Major)Soit (Xk)k≥0 une famille stationnaire de gaussiennes standard, de
ovarian
e ρ. Si ∑k∈Z|ρ(k)|q < ∞ alors1√n ⌊nt⌋−1
∑k=0 f (Xk) f .d .d−→

√

∑s≥qs!a2s∑k∈Zρ(k)s Wt ,où W est un mouvement brownien standard.Salim Noreddine Théorème du Moment Quatrième pour le q-MB
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