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Contexte et motivations
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Qu'est ce qu'une matrice aléatoire

Matrice dont les entrées sont des variables aléatoires: My ns a entrées

Lid. N0, =)

o Hy = %(MN,N +My.n)

o Hy = UnAnUy

1 1 *
° WN,N’ = (2,2\1 X MN,N’) (Z,ZV X MN,N’)
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Qu'est ce qu'une matrice aléatoire

Matrice dont les entrées sont des variables aléatoires: My ns a entrées

Lid. N0, =)

° HN = %(MN,N + MI*{I,N) . densité

exp (— gﬂ(X2)) [1d Rexi; [ d ImX;,;

i<y i<j

o Hy = UyAnUpy: mesure de Haar sur Oy

1 1 * . .
e Wy n = (X3 x My ) (Z3 x My,ar)": matrice de covariance
empirique de N vecteurs N (0, Zp).
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Autres modeles

Matrice de Wigner Xy:

o Xy = Xy,

® 3 entrées sous diagonales indépendantes

e entrées diagonales de vVNXy ~ v sur R

e entrées extra-diagonales de vNXy ~ p sur R

Matrice de permutation uniforme Up:

on permutation aléatoire uniforme,

UN(I,]) _ { 1 si O'N(i) :_j

0 sinon
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Spectre de grandes matrices aléatoires

Objectif: calculer le spectre le grandes matrices aléatoires, i.e. caractériser
la limite éventuelle de
N
1
Ly, = E O
i=1

Contexte a plusieurs matrices
Q@ Hy=An+ Xn
Q@ Hy = An+ UnBnUy
1 1 *
© Hyw = (T3 x M) (T} x M)
ou Xy Wigner, Uy Haar ou permutation uniforme, Ay, By déterministes

=|

Plus généralement, Hy = P(Xpy, Uy, Ay) hermitienne, ou
Xy = (X, .. Xo), Uy = (U, ..., Ug), Ay = (A1, ..., A,)
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Probabilités libres

Probabilités libres

Voiculescu (90's): isomorphisme des facteurs du groupe libre

Cadre abstrait d’espace de probabilités non commutatif
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*_Distributions et *-liberté

La *-distribution de Ay = (A, ..., Ap) matrices aléatoires

da C{x,x*) — C

P EHF&[P(AN, A;},)”

N -

Convergence = convergence ponctuelle de ®p, (= CV en moments)

*-espace de probabilité (A, .*, ®)

Algeébre unitaire A sur C + involution antilinéaire -* + forme linéaire
¢: A—Ctqg. ¢(1)=1, ®(a*a) > 0 et d(ab) = d(ba)

*~freeness

Les sous algebres Aj,. .., A, d'un *-espace de probabilité (A,.*, ®) sont
libres ssi ®(a;) = 0,a; € A; et ij # ijy1 pour tout j > 1 implique
®(a;...an) =0 pour tout n >1

v
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*-liberté asymptotique

Théoreme de Voiculescu
1) Xy matrices de Wigner indépendantes
2) Uy matrices unitaires de Haar indépendantes

3) Ay ayant une *-distribution limite, uniformément bornées

Xn, Upn, Ay indépendantes = (Xp, Up, Ay) a une *-distribution limite

(XN7 UN: AN) L‘l) (X, u,a)
N—o0

1) x systéme semicirculaire libre
2) u unités de Haar libres
3) a limite en *-distribution de Ay

x,u,a libres
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Application de la *-liberté asymptotique

En d'autres termes: VP polynéme
E[lTr[P(xN,UN,AN)]] —s 7[P(x,u,a)]

N N—o00

Exemple: somme conjuguée de matrices hermitiennes
Hn = An + UnBn Uy
donne une opération entre mesures
Ly, ~ La, BLp,

appelée convolution libre

Si on remplace Uy par une matrice de Permutation uniforme, les choses se
passent autrement...
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Distribution de trafics

Distribution de trafics

mondmes n.c. < graphes dont les arétes sont étiquetées par des
indéterminées

Cadre abstrait de convergence de réseaux:

e Généralise la convergence locale faible des graphes
e Cas particulier de la convergence en *-distribution
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Distribution de trafics

*_distribution de matrices aléatoires

La *-distribution de Ay = (A1, ..., Ap)

Pp, 0 Clx,x*) — C
p —  LTr[P(An, A}y)]

i.e. la collection des nombres (sur les mondmes unitaires)

/v Z AL (i, ) AZ) (i i) - A3 ik, ik ) AR i, )

IK].

VK >1,Ve:{1,....,K} = {1,«},V4{1,...,K} > {1,...,p}

Camille Male (ENS Lyon) Distribution de trafics April 19, 2012 11 /28



Distribution de trafics

Distribution of traffics of random matrices

La distribution de trafics de Ay = (Aq,...,Ap)

La collection des nombres

Z Ai((ll)) (i1, i2) (())(13,14) A,y((K))(’2K—1ai2K)
ker(|)>7r

VK >1,Ve: {1,...,K} = {1,x},V{1,...,K} = {1,...,p}
la somme porte sur les i1,...,hx = 1,..., N dont certains indices sont
contraints a étre égaux: partition 7 de {1,...,2K}
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Distribution de trafics

*-graphes test

L'ensemble G(x, x*)
des graphes étiquetés T = (V, E,~,¢)
e (V. E) graph fini, connexe (avec des arétes multiples et des boucles)

o (v,6): Ex E—{1,...,p} x {1,%}, 'aréte e est étiquetée xigzg

Distribution (formelle) de trafics:

T: Gx,x*) — C
T = T[T]
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Distribution de trafics

Trace de *-graphes tests en des matrices

An = (A1,...,Ap), T=(V,E,v,¢)

1

Tay [T(AN)] = [T (AN)] = N Z H As(e)

¢:V—{1,...,N} eeE

Nz,l i AN(iLs 2)An(i2, i2) Bu(i2, 12) By (i2, i3) An (i3, i) d{%
C% Or
I S VA

= $Tr[An], & Tr[BuAY], L Tr[BRAN], 4 Tr[An o By]
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Trace injective

Trace injective

70 = "Transformée de Fourier" d’une distribution de trafics 7
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Trace injective

An = (Ala"'7AP)‘/ T = (V>E7’7>5)

1 ele
R TAW] =R[TA] =5 > [[AG ()
¢:V—{1,...,N} eeE
injective

B G 08 T o

7T = > (7))

TeP(V)

T = ) pv(m)r[(T)]

weP(V)
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Exemples de distributions de trafics limites

Exemples de distributions de trafics
limites

Pour les modeles classiques

TO[T] _ expression simple si T a une certaines forme
0 sinon
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Matrices aléatoires invariantes par permutation

Si My £ UyMyU3, VT = (V,E,e)

spairoml] = 3 [ TLw0 )|

¢ V—{1,.. eckE
injective
(N —1)!

Si de plus 50[T(I\/IN)] ne dépend pas de N, alors

LATGRN] = e st
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Distribution de trafics limite d'une matrice de Wigner

Xy matrice de Wigner a entrées réduites
o /g
o%

B[R [TOW)]| —

N—o0

{ 1 si T arbre double
0

sinon
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Distribution de trafics limite d'une matrice de perm. unif.

Matrice Uy permutation uniforme = matrice 0-1 ~ matrice d'adjacence
de GN

Gy = Cycles de o perm. unif. K ‘/. \
les cycles de o sont "grands “ ]
O\

1 si T est une ligne dirigée
0 sinon

E[R[T(Un)]] —

N—oo

O=xJFZOXO—+TEO—O0
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Exemples de distributions de trafics limites

Distribution diagonale associée a u

e mesure de probabilités sur CP, (Z1,...,2Z,) ~

¥ @

O17T] = { E[HeeE ZVE:H si T est une fleur
[T =

0 sinon

Distribution de trafics des matrices diagonales
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La liberté des distributions de trafics

La liberté des distributions de trafics

Notion de produit libre de *-graphes test + regle simple

TO[T] _ expression simple si T est un produit libre
0 sinon
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La liberté des distributions de trafics

La liberté des trafics

Un exemple (un peu compliqué volontairement) de produit libre

)
cr—‘\o Les familles de trafics ay, ..., a, sont libres iff

% \ oV *—Og[raiohe 1t_?st 70_[Er]oduit libre
[T =1I5[T
g::éi/ O %}_’O e 70[T] = 0 sinon
O—=0=x00
$
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La liberté des distributions de trafics

Exemples de produits libres de *-graphes tests

o

S i«({i o=d o
y o

Prototypes de *-graphes tests pour:
e trafics diagonaux
e trafics semicirculaires
e trafics permutation uniformes

= La liberté des trafics diagonaux est I'indépendance
= s semicirculaire libre avec un trafics a = a et s sont *-libres
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La liberté des distributions de trafics

La liberté asymptotique des trafics

Théoréme: liberté asymptotique sur G(x, x*)

e X1,...,X, familles de matrices aléatoires indépendantes, X; £ UnX; Uy
® X1,...,Xp familles de trafics libres
On suppose Vj = 1,..., p: pour tout *-graphes tests T1,..., Tk

E[TR,[T]_(XJ)] T,(\)/[TK(XJ)H — To[Tl(Xj)] ...TO[TK(XJ')]

N—oo

Alors (X1, ...,Xp) converge en distribution de trafics vers (xi,...,xp) sur

G(x,x*)

Camille Male (ENS Lyon) Distribution de trafics April 19, 2012 25 /28



Un théoreme central limite

Un théoreme central limite

Qui est le "trafic gaussien™ ?
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Un théoreme central limite

t1,..., t, trafics libres, auto-adjoints
-+t
m, =

n
On suppose ¢(7)(t1) =0 et ¢(M)(t2) =1
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Un théoreme central limite

Un théoreme central limite

t1,..., t, trafics libres, auto-adjoints

On suppose ¢ (t;) =0 et ¢ (t2) =1=p+ (1 - p)

théoreme central limite sur Geyc (x, x*)

my — VPd+VI=ps  on GoelxX')

where
e d trafic gaussien diagonal standard
e s trafic semicirculaire standard
e d et s sont libres
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