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Overview

Contexte et motivations
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Introduction

Qu’est ce qu’une matrice aléatoire

Matrice dont les entrées sont des variables aléatoires: MN,N′ à entrées
i.i.d. N (0, 1√

N′ )

• HN = 1√
2

(MN,N + M∗N,N)

: densité

exp
(
− N

2
Tr(X 2)

)∏
i6j

d ReXi ,j

∏
i<j

d ImXi ,j

• HN = UN∆NU
∗
N

: mesure de Haar sur ON

• WN,N′ =
(
Σ

1
2
N ×MN,N′

)(
Σ

1
2
N ×MN,N′

)∗

: matrice de covariance
empirique de N ′ vecteurs N (0,ΣN).
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Introduction

Autres modèles

Matrice de Wigner XN :

• XN = X ∗N ,
• à entrées sous diagonales indépendantes
• entrées diagonales de

√
NXN ∼ ν sur R

• entrées extra-diagonales de
√
NXN ∼ µ sur R

Matrice de permutation uniforme UN :

σN permutation aléatoire uniforme,

UN(i , j) =

{
1 si σN(i) = j
0 sinon
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Introduction

Spectre de grandes matrices aléatoires

Objectif: calculer le spectre le grandes matrices aléatoires, i.e. caractériser
la limite éventuelle de

LHN
=

1

N

N∑
i=1

δλi

Contexte à plusieurs matrices

1 HN = AN + XN

2 HN = AN + UNBNU
∗
N

3 HN,N′ =
(
Σ

1
2
N ×MN,N′

)(
Σ

1
2
N ×MN,N′

)∗
où XN Wigner, UN Haar ou permutation uniforme, AN ,BN déterministes

Plus généralement, HN = P(XN ,UN ,AN) hermitienne, où
XN = (X1, . . . ,Xp), UN = (U1, . . . ,Uq), AN = (A1, . . . ,Ar )
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Probabilités libres

Probabilités libres

Voiculescu (90’s): isomorphisme des facteurs du groupe libre

Cadre abstrait d’espace de probabilités non commutatif
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Probabilités libres

∗-Distributions et ∗-liberté

La ∗-distribution de AN = (A1, . . . ,Ap) matrices aléatoires

ΦAN
: C〈x , x∗〉 → C

P 7→ E
[

1
N Tr

[
P(AN ,A

∗
N)
]]

Convergence = convergence ponctuelle de ΦAN
(= CV en moments)

∗-espace de probabilité (A, .∗,Φ)

Algèbre unitaire A sur C + involution antilinéaire ·∗ + forme linéaire
Φ : A → C t.q. Φ(1) = 1, Φ(a∗a) ≥ 0 et Φ(ab) = Φ(ba)

∗-freeness

Les sous algèbres A1, . . . ,Ap d’un ∗-espace de probabilité (A, .∗,Φ) sont
libres ssi Φ(aj) = 0, aj ∈ Aij et ij 6= ij+1 pour tout j ≥ 1 implique
Φ(a1 . . . an) = 0 pour tout n ≥ 1
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Probabilités libres

∗-liberté asymptotique

Théorème de Voiculescu

1) XN matrices de Wigner indépendantes

2) UN matrices unitaires de Haar indépendantes

3) AN ayant une ∗-distribution limite, uniformément bornées

XN ,UN ,AN indépendantes ⇒ (XN ,UN ,AN) a une ∗-distribution limite

(XN ,UN ,AN)
Ln.c.−→
N→∞

(x,u, a)

1) x système semicirculaire libre

2) u unités de Haar libres

3) a limite en ∗-distribution de AN

x,u, a libres
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Probabilités libres

Application de la ∗-liberté asymptotique

En d’autres termes: ∀P polynôme

E
[ 1

N
Tr
[
P(XN ,UN ,AN)

]]
−→
N→∞

τ
[
P(x,u, a)

]
Exemple: somme conjuguée de matrices hermitiennes

HN = AN + UNBNU
∗
N

donne une opération entre mesures

LHN
∼ LAN

� LBN

appelée convolution libre

Si on remplace UN par une matrice de Permutation uniforme, les choses se
passent autrement...
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Distribution de trafics

Distribution de trafics

monômes n.c. ← graphes dont les arêtes sont étiquetées par des
indéterminées

Cadre abstrait de convergence de réseaux:

• Généralise la convergence locale faible des graphes
• Cas particulier de la convergence en ∗-distribution
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Distribution de trafics

∗-distribution de matrices aléatoires

La ∗-distribution de AN = (A1, . . . ,Ap)

ΦAN
: C〈x , x∗〉 → C

P 7→ 1
N Tr

[
P(AN ,A

∗
N)
]

i.e. la collection des nombres (sur les monômes unitaires)

1

N

N∑
i1,...,iK=1

A
ε(1)
γ(1)(i1, i2)A

ε(2)
γ(2)(i2, i3) . . .A

ε(K−1)
γ(K−1)(iK−1, iK )A

ε(K)
γ(K)(iK , i1)

∀K ≥ 1,∀ε : {1, . . . ,K} → {1, ∗},∀γ{1, . . . ,K} → {1, . . . , p}
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Distribution de trafics

Distribution of traffics of random matrices

La distribution de trafics de AN = (A1, . . . ,Ap)

La collection des nombres

1

N

∑
ker(i)≥π

A
ε(1)
γ(1)(i1, i2)A

ε(2)
γ(2)(i3, i4) . . .A

ε(K)
γ(K)(i2K−1, i2K )

∀K ≥ 1,∀ε : {1, . . . ,K} → {1, ∗},∀γ{1, . . . ,K} → {1, . . . , p}
la somme porte sur les i1, . . . , i2K = 1, . . . ,N dont certains indices sont
contraints à être égaux: partition π de {1, . . . , 2K}
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Distribution de trafics

∗-graphes test

L’ensemble G〈x, x∗〉
des graphes étiquetés T = (V ,E , γ, ε)

(V ,E ) graph fini, connexe (avec des arêtes multiples et des boucles)

(γ, ε) : E × E → {1, . . . , p} × {1, ∗}, l’arête e est étiquetée x
ε(e)
γ(e)

Distribution (formelle) de trafics:

τ : G〈x, x∗〉 → C
T 7→ τ [T ]
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Distribution de trafics

Trace de ∗-graphes tests en des matrices

AN = (A1, . . . ,Ap), T = (V ,E , γ, ε)

τAN

[
T (AN)

]
= τN

[
T (AN)

]
=

1

N

∑
φ:V→{1,...,N}

∏
e∈E

A
ε(e)
γ(e)

(
φ(e)

)

1
N

∑
i1,i2,i2

A∗N(i1, i2)AN(i2, i2)BN(i2, i2)B∗N(i2, i3)AN(i3, i1)

⇒ 1
N Tr[AN ], 1

N Tr[BNA
∗
N ], 1

N Tr[B2
NAN ], 1

N Tr[AN ◦ BN ]
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Trace injective

Trace injective

τ0 = ”Transformée de Fourier“ d’une distribution de trafics τ
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Trace injective

Trace injective

AN = (A1, . . . ,Ap), T = (V ,E , γ, ε)

τ0
AN

[
T (AN)

]
= τ0

N

[
T (AN)

]
=

1

N

∑
φ:V→{1,...,N}

injective

∏
e∈E

A
ε(e)
γ(e)

(
φ(e)

)

τ [T ] =
∑

π∈P(V )

τ0
[
π(T )

]
τ0[T ] =

∑
π∈P(V )

µV (π)τ
[
π(T )

]
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Exemples de distributions de trafics limites

Exemples de distributions de trafics
limites

Pour les modèles classiques

τ0[T ] =

{
expression simple si T a une certaines forme

0 sinon
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Exemples de distributions de trafics limites

Matrices aléatoires invariantes par permutation

Si MN
L
= UNMNU

∗
N , ∀T = (V ,E , ε)

E
[
τ0
N

[
T (MN)

]]
=

1

N

∑
φ:V→{1,...,N}

injective

E
[∏
e∈E

M
ε(e)
N

(
φ(e)

)]

=
(N − 1)!

(N − |V |)!
δ0
[
T (MN)

]
Si de plus δ0

[
T (MN)

]
ne dépend pas de N, alors

E
[
τ0
N

[
T
(MN√

N

)]]
= N |V |−

(
|E |
2

+1
)
δ0
[
T (MN)

]
+ o(1)
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Exemples de distributions de trafics limites

Distribution de trafics limite d’une matrice de Wigner

XN matrice de Wigner à entrées réduites

E
[
τ0
N

[
T (XN)

]]
−→
N→∞

{
1 si T arbre double
0 sinon
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Exemples de distributions de trafics limites

Distribution de trafics limite d’une matrice de perm. unif.

Matrice UN permutation uniforme = matrice 0-1 ∼ matrice d’adjacence
de GN

GN = Cycles de σN perm. unif.
les cycles de σN sont ”grands“

E
[
τ0
N

[
T (UN)

]]
−→
N→∞

{
1 si T est une ligne dirigée
0 sinon
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Exemples de distributions de trafics limites

Distribution diagonale associée à µ

µ mesure de probabilités sur Cp, (Z1, . . . ,Zp) ∼ µ

τ0
µ[T ] =

{
E
[∏

e∈E Z
ε(e)
γ(e)

]
si T est une fleur

0 sinon

Distribution de trafics des matrices diagonales
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La liberté des distributions de trafics

La liberté des distributions de trafics

Notion de produit libre de ∗-graphes test + règle simple

τ0[T ] =

{
expression simple si T est un produit libre

0 sinon
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La liberté des distributions de trafics

La liberté des trafics

Un exemple (un peu compliqué volontairement) de produit libre

Les familles de trafics a1, . . . , ap sont libres iff

• ∀ ∗-graphe test T produit libre
τ0[T ] =

∏
T̃ τ

0[T̃ ]

• τ0[T ] = 0 sinon
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La liberté des distributions de trafics

Exemples de produits libres de ∗-graphes tests

Prototypes de ∗-graphes tests pour:
• trafics diagonaux
• trafics semicirculaires
• trafics permutation uniformes

⇒ La liberté des trafics diagonaux est l’indépendance
⇒ s semicirculaire libre avec un trafics a ⇒ a et s sont ∗-libres
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La liberté des distributions de trafics

La liberté asymptotique des trafics

Théorème: liberté asymptotique sur G〈x, x∗〉

• X1, . . . ,Xp familles de matrices aléatoires indépendantes, Xj
L
= UNXjU

∗
N

• x1, . . . , xp familles de trafics libres
On suppose ∀j = 1, . . . , p: pour tout ∗-graphes tests T1, . . . ,TK

E
[
τ0
N

[
T1(Xj)

]
. . . τ0

N

[
TK (Xj)

]]
−→
N→∞

τ0
[
T1(xj)

]
. . . τ0

[
TK (xj)

]
Alors (X1, . . . ,Xp) converge en distribution de trafics vers (x1, . . . , xp) sur
G〈x, x∗〉

Camille Male (ENS Lyon) Distribution de trafics April 19, 2012 25 / 28



Un théorème central limite

Un théorème central limite

Qui est le ”trafic gaussien“ ?
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Un théorème central limite

Un théorème central limite

t1, . . . , tn trafics libres, auto-adjoints

mn =
t1 + · · ·+ tn√

n

On suppose φ(τ)(t1) = 0 et φ(τ)(t2
1 ) = 1

= p + (1− p)

théorème central limite sur Gcyc〈x, x∗〉

mn −→
n→∞

√
p d +

√
1− p s on Gcyc〈x, x∗〉

where
• d trafic gaussien diagonal standard
• s trafic semicirculaire standard
• d et s sont libres
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Un théorème central limite

Le produit libre des graphes aléatoires
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