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Semigroupe Markovien

Si (Xi)1>0 est un processus Markovien, son semigroupe est défini par

P.f(x) = E[f(X)) | Xo = X].
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Semigroupe Markovien

Si (Xi)1>0 est un processus Markovien, son semigroupe est défini par
Pif(x) = E[f(X:) | Xo = X].

Il vérifie naturellement
° P1=1
ef>0=F~f>0
@ Piig=Pio Py
@ limi_o Pif = f
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Courbure de Wasserstein

Distance de Wasserstein

@ Pour toutes lois p1, up sur (E,d) :

W(u1, p2) = inf d(x, y)N(dx, dy)
N JexE

= inf E[d(X1,X2)] .

Xiropt, Xorpo
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Courbure de Wasserstein

Distance de Wasserstein

@ Pour toutes lois p1, up sur (E,d) :

W(u1, p2) = inf d(x, y)N(dx, dy)
N JexE

= inf E[d(X1,X2)] .

Xiropt, Xorpo

@ Convergence en W < Convergence en loi + 1 moment

@ distance de Kantorovich, de Mallows, de Monge, de Fréchet, de
transport, de couplage, L' généralisé...
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Courbure de Wasserstein

Distance de Wasserstein

Formulation duale de Kantorovich-Rubinstein :

W1, p2) = LSUp fdps — /fduz
in(f
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Courbure de Wasserstein

Distance de Wasserstein

Formulation duale de Kantorovich-Rubinstein :

W1, p2) = LSUp fdps — /fduz
in(f

SurR: 1
Wins.pe) = [ [F () = F ()]
et

W(p1, p2) /|F1 x)| dx.

Ou F;, F, sont les fonctions de répartition et F,”", F, ' leurs inverses
généralisés.
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Courbure de Wasserstein

Courbure de Wasserstein

Definition
La courbure de Wasserstein d’un semigroupe de Markov (P;):>o est
la plus grande constante p tel que

W(“va VPT) < efptw(u’ V)v

pour toutes mesures de probabilités u, v et pour tout t > 0.
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Courbure de Wasserstein

Courbure de Wasserstein

Definition
La courbure de Wasserstein d’un semigroupe de Markov (P;):>o est
la plus grande constante p tel que

W(“va VPT) < efptw(u’ V)v

pour toutes mesures de probabilités u, v et pour tout t > 0.

@ p > 0 = existence et unicité d’'une mesure invariante =. De plus

W(uPr, ) < e "W (u, ).

@ p > 0 + réversibilité = un trou spectral :

Var,. (Pif) < e~2"'Var,(f).
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Quelques exemples

Processus homogenes

Soit (Lt)s>0 un processus de Lévy sur RY.
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@ Ly=0
P -

@ L; — Lg estindépendant de Lg
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Quelques exemples

Processus homogenes

Soit (Lt)s>0 un processus de Lévy sur RY. C’est a dire
@ Ly=0
o Li—Li 2L
@ L; — Lg estindépendant de Lg

On définit un semigroupe de la maniére suivante :

Pif(x) = E[f(x + L))
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Processus homogenes

Soit (Lt)s>0 un processus de Lévy sur RY. C’est a dire
@ Ly=0
o Li— L2l
@ L; — Lg estindépendant de Lg

On définit un semigroupe de la maniére suivante :

Pif(x) = E[f(x + L))

Theorem (Courbure d’'un processus de Lévy)
La courbure de Wasserstein de ce semigroupe est nulle. De plus,

W((Sth,CSyPt) = |X —y\ = W(5X,5y).




Quelques exemples
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Mouvement Brownien sur une variété

Soit (M, g) une surface Riemannienne (réguliére) et (Pt):>o le
semigroupe solution de I'équation de la chaleur :

YVt >0, 0iPif = AP,

pour toute fonction f suffisamment réguliére. A représente I'opérateur
de Laplace-Beltrami.

Theorem (Sturm et Von Renesse, 2004)
On a

Vx € M,%v € R", Ricciy(v, v) > k||v|? < p > k.

De plus, pour tout x, y € M, il existe un couple de Mouvement
Brownien (BY, B )i>0 tel que

vt >0, d(BY,B)) < e ?2d(x,y),

etBf =x,B) =y.




Quelques exemples

Processus de naissance et de mort

On considére le semigroupe généré par

Lf(x) = b(x)(f(x + 1) — f(x)) + d(x)(f(x — 1) — f(x)).
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On considére le semigroupe généré par

Lf(x) = b(x)(f(x + 1) — f(x)) + d(x)(f(x — 1) — f(x)).

Theorem (Chafai et Joulin, 2012)

On suppose que le processus est irréductible et non explosif. La
courbure de Wasserstein est alors donnée par

p=inf (d(n+1)—d(n)+b(n) —b(n+1)).

n>0
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Processus de naissance et de mort
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On considére le semigroupe généré par

Lf(x) = b(x)(f(x + 1) — f(x)) + d(x)(f(x — 1) — f(x)).

Theorem (Chafai et Joulin, 2012)

On suppose que le processus est irréductible et non explosif. La
courbure de Wasserstein est alors donnée par

p=inf (d(n+1)—d(n)+b(n) —b(n+1)).

n>0

— la loi invariante est donnée = ({i}) = Cst Hﬁ,ﬂ b(n—1)/d(n).



Processus TCP window size

Processus TCP window size, r(x) = ax + b

On considére le semigroupe généré par
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Processus TCP window size

Processus TCP window size, r(x) = ax + b

On considére le semigroupe généré par

Theorem ( Chafai, Malrieu, Paroux, 2010)
Sir(x)=ax+balorsp=>b

— Méthode : couplage au mieux des temps.
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Processus TCP window size

Preuve quand r(x) =r

Quand r est constant, on peut construire un couplage (X;, Yi)>0 avec
les méme temps de sauts associés a un processus de Poisson
(Nt)t>o0 :

E(| Xt — ZEUXt YilLin=k})

=[x —y| ZT“P(M =
k=0

= |x—yle™"2.
Ainsi, si I1 est un couplage des lois initiales :

W(L(X), £(Y1)) < e /2 / I~ yIN(dx, dy).
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Processus TCP window size

Preuve quand r(x) =r

Quand r est constant, on peut construire un couplage (X;, Yi)>0 avec
les méme temps de sauts associés a un processus de Poisson
(Nt)t>o0 :

E(| Xt — ZEUXt YilLin=k})

=[x —y| ZT“P(M =
k=0

_ ‘X _ y|e—rt/2.

Ainsi, si I1 est un couplage des lois initiales :

W(L(X), £(Y1)) < e /2 / I~ yIN(dx, dy).

— Ne marche pas si r n’est pas constant.
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Processus TCP window size

Vitesse exponentielle quand r décroit

Theorem (C.12)
Si r décroit alors la courbure vaut

p= %infxzo (r(x) — xr'(x)).
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Processus TCP window size

Vitesse exponentielle quand r décroit

Theorem (C.12)
Si r décroit alors la courbure vaut

p= %infxzo (r(x) — xr'(x)).

— Méme borne que la précédente.
— Méthode : Relation de "commutation" ou d"entrelacement” entre
Vet L.
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Processus TCP window size

Preuve

On montre d’abord que
V(Ye)d
VEL[F(X)] = By |V(Yr)e™ Jo V9%

avec 1
V(x) = 5(r(x) = xr'(x)).
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Processus TCP window size

Preuve

On montre d’abord que
V(Ye)d
VEL[F(X)] = By |V(Yr)e™ Jo V9%

avec 1
V(x) = 5(r(x) = xr'(x)).

Puis par le théoréme des accroissements finis :

EUO60] — B/ X0 < sup B¢ F(ve Jo V0% x|
Celx,yl

<e tinf,>o V(2 |X y|
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Merci de votre attention !



	Courbure de Wasserstein
	Quelques exemples
	Processus TCP window size

