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Résumé

Ces notes sont issues d’un cours-TD de préparation a I'agrégation. Elles ont été
écrites pour servir d’appui aux révisions et donner une vue d’ensemble des sujets
abordés, sans la prétention d’étre exhaustives. Certains points sont développés en
détail, notamment suite aux échanges avec les étudiants, d’autres sont simplement
évoqués et on renvoie vers des références externes. Bien que le tout soit rédigé en
suivant une forme de progression partant des définitions de base, I'idée reste que le
lecteur a déja rencontré la plupart des concepts et on s’autorise par endroit I’emploi
de notions qui ne sont (ré)introduites que plus loin dans le texte.

Introduction

On va survoler dans ce cours quelques aspects de la théorie des groupes et les liens
étroits qu’elle entretient avec la géométrie, en particulier via les actions de groupes.
L’essentiel des résultats que nous allons considérer concerne les groupes finis et certains
groupes linéaires.

Lorsque la notion a émergé au début du 19éme siécle, on voyait un groupe comme
une famille de symétries d’un objet mathématique, stable par composition et passage a
I'inverse. C’est le cas des groupes de Galois vus comme un sous-ensemble bien particulier
de permutations des racines d’un polyndéme, ou bien des groupes cristallographiques
composés d’isométries de polyédres.

Plus abstraite, I’approche moderne donne une définition intrinséque des groupes, au
sens ot ils ne sont plus définis relativement & un autre objet mathématique (polynome,
polyedre..). On ne retient du groupe que ses éléments et la fagon dont ils se composent.
C’est cela qui fait le groupe. On peut en particulier définir un groupe en explicitant
cette loi de composition, via un tableau a deux entrées dans le cas fini, ou bien via la
présentation générateurs/relations pour certains groupes de type fini par exemple.

Si ce point de vue axiomatique est celui retenu, il est trés important de savoir revenir
au premier, et donc de réaliser un groupe abstrait comme un groupe de symétries d’un
objet mathématique donné, et en particulier de le voir agir sur cet ensemble. Sans cela,
il serait bien difficile de comprendre sa structure.

Bien-stir, & une structure de groupe donnée correspondent souvent beaucoup d’actions
de natures distinctes, qui sont donc autant d’atouts pour ’analyser. Ainsi, le groupe
SL2(Z) des matrices 2 x 2 a coefficients entiers et de déterminant 1 apparait d’abord
comme un groupe linéaire, mais nous verrons qu’a un petit détail prés il se réalise comme
un groupe d’homographies du demi-plan supérieur H? = {z € C | Im(z) > 0}. Cette
deuxiéme caractérisation permet par exemple de voir de fagon assez éclairante qu’il est
engendré par deux matrices particuliéres S et T'.

Nous nous intéresserons en particulier aux représentation linéaires des groupes finis,
il s’agira de voir comment un groupe G donné peut se réaliser comme un groupe linéaire,
c’est & dire un sous-groupe du groupe linéaire GL(V') d’un espace vectoriel complexe V'
de dimension finie.
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1 Généralités sur les groupes

1.1 Groupes, Sous-groupes, Premiers exemples

Définition 1.1

Un groupe est la donnée d’un couple (G, *), o G est un ensemble et * une loi de
composition interne sur G, c’est a dire une application (g,h) € G x G — g*h € G,
qui est



1. associative : Vg1, 92,93 € G, (g1 * g2) * g3 = g1 * (92 * g3)
2. posséde un élément neutre e, c’est & dire tel que Vg € G,g*xe=e*xg=g

3. telle que tout élément admet un inverse : Vg € G, Fh € G : gxh=h*x g =e.

Il y a unicité du neutre : si e et €’ sont deux neutres, alors par définition exe’ = e = €.
De méme, il y a unicité de I'inverse d’un élément : si k1, ho sont deux inverses d’un élément
g, alors d’une part hg % (g% h1) = hg, et d’autre part ha * (g*hy) = (h2 *g) *hy = h; par
associativité, d’ott hy = hs. On parle donc du neutre d’un groupe, et de [’inverse d’'un

élément. L'inverse de ¢ sera noté g~

Remarque 1.1. Sauf dans le cas abélien ot on préférera noter additivement la loi, on
prendra toujours comme notation gh pour la loi de G, ce qu’on sous-entend en disant
que la loi est notée « multiplicativement ». On parlera alors par abus du produit de deux
éléments de G, de méme que les itérés sont appelés puissances et notés g". Le neutre du
groupe sera noté e, ou parfois id.

Encore une fois, ceci est pour le cas général. Malheureusement, ces notations sont
peu adaptées et perturbantes dans le cas abélien (prendre Z par exemple). Aussi, on
préférera souvent une notation additive pour les groupes abéliens : la composition de
deux éléments sera noté x + y, le neutre sera noté 0, I'inverse d’un élément x sera noté
—x, et les itérés n.x, pour n € Z.

Remarque 1.2. Pour un groupe quelconque G, on a toujours (gh)~! = h=1g=1

Dorénavant, les groupes sont notés multiplicativement, sauf mention explicite du contraire.
On leur réserve le plus souvent possible les lettres G et H, et les lettres g, h,k (parfois
assorties d’indices) pour leurs éléments.

Définition 1.2

On dit d’'un groupe G qu’il est abélien (ou commutatif) si pour tous g,h € G, on a
gh = hg. On définit le centre de G, noté Z(G), comme étant

Z(G)={9€ G |VYheqG, gh=hg}.

Ainsi, un groupe G est abélien si et seulement si Z(G) = G.

Exercice 1.1

Soit G un groupe tel que pour tout g € G, g> = e. Montrer que G est abélien.

Définition 1.3

L’ordre d’un groupe fini G est son cardinal, noté |G].

Définition 1.4

Un sous-groupe de G est une partie non-vide H C G stable par produit et passage
a l'inverse, c’est a dire telle que pour tous hi, he € H, hlhgl € H.

La loi de G se restreint alors en une loi de groupe sur H qui sera, sauf mention
explicite du contraire, celle qu’on considérera.

On note qu’en particulier e € H pour tout sous-groupe H de G puisque H # (il
posséde donc au moins un élément h et par définition e = hh~! € H).



Exercice 1.2

Montrer que les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, ou n € N.

Exercice 1.3

Montrer que les sous-groupes de (R, 4) sont soit denses dans R (comme par exemple
Q ou Q[v2]), soit de la forme aZ avec a > 0.

Exercice 1.4
Montrer que Z + aZ est un sous-groupe de R et qui est dense si et seulement si

a¢ Q.

J

Remarque 1.3. Pour démontrer qu’un ensemble avec une loi de composition est un groupe,
il est souvent préférable de montrer qu’il s’agit d’un sous-groupe d’un groupe déja connu,

et non pas redémontrer que sa loi vérifie tous les axiomes.

Proposition 1.1

Soient G un groupe et (H;);er une famille quelconque de sous-groupes de G. Alors
Nicr Hi est un sous-groupe de G.

Preuve. En exercice. O

Définition 1.5

Soient G un groupe et A C G une partie. On appelle sous-groupe engendré par
A, et on note (A), le plus petit sous-groupe de G qui contient A.

Preuve. Cette définition sous-entend que ce sous groupe existe et est unique. On peut
le voir avec le point de vue externe, c’est a dire en considérant

Hy = ﬂ H.

H sous-groupe de G
ACH
D’aprés la proposition précédente, c’est un sous-groupe de G. Il contient A. Et si Hy
est un sous-groupe de G contenant A, alors

Hy=Hi N ﬂ H C H;.
H sous-groupe de G
ACH
H#H,
Ainsi, Hy est contenu dans tout sous-groupe de G contenant A, c’est donc le plus
petit.

On peut également définir (A) du point de vue interne. Nécessairement, (A)
contient tous les éléments de A, leurs inverses, et tous les produits qu’on peut faire
entre eux. Il est donc naturel de considérer

{ai'a3?...a", n >0, a1,...a, € A, g, € {£1}} C G

Uy

I’ensemble de tous les mots sur ’alphabet formés des éléments de A et leurs inverses.
On vérifie que c’est un sous-groupe de G. Il s’agit donc nécessairement de (4). O



Dans le cas ou A = {g} est réduit & un singleton, on note simplement (A4) = (g). On
a alors (g) = {¢",n € Z}, une caractérisation plus « parlante » que I'intersection de tous
les sous-groupes de G contenant g. De méme, pour une partie finie A = {g1,...,9x}, on
notera simplement (4) = (g1,..., k).

Remarque 1.4. Dans le cas abélien, ou plus généralement si g1, ..., gr commutent deux
a deux, le sous-groupe qu’ils engendre s’écrit plus simplement. On peut simplement re-
grouper les puissances entre-elles :

(g1, --96) ={90" - g5%, nu,...,np € Z}.

Lorsque G est abélien, la notation additive est trés pertinent puisqu’elles se référe a
celle des Z-modules. Ici, le sous-groupe engendré par un élément g sera noté (g) = Z.g =
{k.g, k € Z} et le sous-groupe engendré par un nombre fini d’éléments g1, . .., gi sera lui
noté Z.g; + - - - + Z.gx, puisque tout élément du groupe engendré s’écrit ni.g; + no.go +
o NGk

Définition 1.6

On dit qu'un groupe est finiment engendré, ou de type fini, s’il existe une partie
finie A C G telle que G = (A).

Bien-sir, tout groupe fini est finiment engendré, puisque G = (G) ! Parmi les groupes
infinis, Z = (1) est finiment engendré, tout comme ZF qui est par exemple engendré (en
tant que groupe additif) par les k vecteurs de la base canonique de R¥. 1l existe d’autres
groupes qui sont finiment engendrés et pour lesquels c¢’est moins évident, par exemple
SLn(Z). A contrario :

Exercice 1.5

Montrer que le groupe additif (Q, +) n’est pas finiment engendré.

Exercice 1.6
Montrer que tout groupe finiment engendré est au plus dénombrable.

-

Remarque 1.5. En algébre linéaire, un espace vectoriel est de dimension finie s’il est
finiment engendré, en tant qu’espace vectoriel. Un résultat fondamental de la théorie
de la dimension est qu’un sous-espace d’un espace de dimension finie est également de
dimension finie.

L’analogue de ce résultat est faur avec les groupes : un sous-groupe d’un groupe
finiment engendré n’est pas nécessairement finiment engendré. Voir la feuille de TD 1
pour un contre-exemple.

Ezemple 1.1. L’algorithme du pivot de Gauss permet de voir que GL,,(R) est engendré
par les matrices élémentaires d’opérations sur les lignes et les colonnes, & savoir

— les matrices de transvection Tj;(x) = I, + xEyj, i # j,
— les matrices de dilations D;(\) = diag(1,...,A,...,1) , X en position 7

— les matrices de transposition Tj; = (0xr(s)), ot T = (i j) est la transposition
échangeant i et j.

Exercice 1.7

Montrer que SL,,(R) est engendré par les transvections.

Ces propriétés des groupes linéaires permettent d’établir des faits généraux tels que
leur connexité par arc ou bien de déterminer leur groupe dérivé.



Définition 1.7

On dit d’un groupe G qu'il est monogéne s’il existe gy € G tel que G = (go). Il est
dit cyclique s’il est monogéne et fini.

Ezemple 1.2. (Z,+) est monogéne, Z/nZ est cyclique. Par contre, Z? n’est pas mo-
nogéne, tout comme (Z/2Z)? (tout élément y est d’ordre 2).

Définition 1.8

Soient G et H deux groupes. Un morphisme de G vers H est une application
f : G — H telle que pour tous ¢1,92 € G, on a f(glggl) = f(g1)f(g2)" . En
particulier f(eg) = eq.

Si f: G — H est un morphisme, son noyau ker f = {g € G : f(9) = ey}
et son image Im(f) = f(G) = {f(g), g € G} sont des sous-groupes de G et H
respectivement.

Un isomorphisme f : G — H est un morphisme de groupes bijectif. Deux
groupes sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme entre eux.

Un isomorphisme f : G — G est appelé un automorphisme de G. On note
Aut(G) I'ensemble des automorphismes de G.

Remarque 1.6. Comme en algébre linéaire, un morphisme f : G — H est injectif si et
seulement si ker f = {eq}.

La notion d’isomorphisme de groupe est centrale. Comme expliqué en introduction,
un groupe doit étre pensé comme la donnée de ses éléments et de leur loi de composition.
Une méme structure de groupe peut donc apparaitre dans des contextes différents et
I’enjeu est de la reconnaitre. La notion d’isomorphisme formalise cette idée : on considére
deux groupes isomorphes comme étant les mémes puisqu’on peut identifier leurs éléments
de sorte que la loi se transporte.

Exemple 1.3. Soit T'C R? un triangle équilatéral pour la structure euclidienne stan-
dard. Le groupe G = {f € Isom(R?) : f(T) = T} est le groupe formé des six éléments
id, s1, s9, 53,7, 72 Ol S1, 52, 53 sont les réflexions par rapport aux médiatrices des cotés,
et r la rotation d’angle 27/3 et centrée au centre de gravité de T'.

Quitte & renuméroter les s;, lapplication f : &3 — G telle que f(id) = id,
F((12)) = s1, f((13)) = s2, F((23)) = s, F(123)) =7 et f((132) =+
est un isomorphisme entre G et G3. C’est ce qu’on entend en disant que le groupe des
isométries du triangle équilatéral est G3. La structure de groupe est la méme, ¢a n’est
qu’un autre avatar du méme groupe.

Proposition 1.2

Les automorphismes de G, munis de la composition, forment un groupe (Aut(G), o).

Preuve. Vérifier que c’est un sous-groupe de (Bijg, o). 0

Définition 1.9
Pour tout g € G, ’application

ig: G — G
h +— ghg*1




est un automorphisme de G, dit intérieur.

On notera que i,-1 = (ig)~t (c’est ce qui permet de voir que i, est bien bijectif). En
fait :

p
Proposition 1.3
Pour tout groupe G, 'application

p: G — Aut(G)
g ig

est un morphisme de groupes tel que ker p = Z(G).

(. J

Définition 1.10

Si Hy, Hy sont deux sous-groupes de G, on dit qu’ils sont conjugués s’il existe g € G
tel que Hy = i4(Hy).

En particulier, deux sous-groupes conjugués de G sont isomorphes, I'isomorphisme
étant simplement la restriction ¢,4| 7, . Mais ce n’est pas parce que deux sous-groupes de G
sont isomorphes qu’ils sont conjugués. Par exemple, dans G = GLy(R), les sous-groupes

z 0 * B 1t
Hl_{<0 x),xem} etHQ—{<0 1>,t€R}

sont tous les deux isomorphes a (R, +) (faire le calcul). Pourtant, tous les éléments de
H, sont diagonalisables sur R alors que la seule matrice diagonalisable de Hy est I5. 1l
n’existe donc pas de conjugaison entre ces sous-groupes.

On notera également que généralement, si g1, g2 € G ont le méme ordre fini k, alors
Hy = (g1) et Hy = (g2) sont tous deux isomorphes & Z/kZ, néanmoins ils ne seront
pas forcément conjugués. Par exemple, dans G = &4, g1 = (1 2)(3 4) et go = (1 2)
sont d’ordre 2 mais ne sont pas conjuguées (la premiére est de support total mais pas la
deuxiéme.

1.2 Torsion, Ordre d’un élément

Définition 1.11
Soient G' un groupe et g € G. L’ordre de g est 'élément w(g) de N U {oco} défini par

w(g) =min{n >1 : ¢g" =e}.

(on rappelle la convention min () = oo)

Définition 1.12
Un élément g € G est dit de torsion si w(g) < oco.

Ezxemple 1.4. Dans un groupe fini, tous les éléments sont de torsion, leur ordre divisant
l'ordre de G (voir plus bas le théoréme de Lagrange). Dans (C*, x), les complexes de
module 1 de la forme €™, avec a € Q, sont tous d’ordre fini. Similairement, dans
GL2(R), les matrices de rotation dont ’angle est commensurable a 7 sont d’ordre fini.



p
Proposition 1.4
Soit g un élément d’un groupe G. On considére ’application

wg: L — G
n = g"

Alors g4 est un morphisme de groupes, d’image (g). Si g est d’ordre infini, alors ¢,
est injectif. Sinon, ker p, = nZ, ot n = w(g).

Si g est d’ordre infini alors (g) ~ Z, et si g est d’ordre fini égal & n, alors
(9) ~Z/nZ.

(. J

Preuve. Le fait que ¢, est un morphisme suit des propriétés élémentaires des puis-
sances. Son noyau est donc un sous-groupe de Z, donc de la forme kZ, k € N. Par
définition, k = 0 si et seulement si g est d’ordre infini. Lorsqu’il est non nul, on sait
que l'entier k est donné par min(ker o, NIN*), ce qui est précisément la définition de
w(g)-

Lorsque g est d’ordre infini, ¢4 est injectif et réalise donc un isomorphisme de
Z sur son image (g). Lorsque g est d’ordre fini, on peut vérifier directement que
application ¢ : k € Z/nZ +— g* est bien définie, et réalise un isomorphisme de
Z/nZ sur (g), mais ceci est un cas particulier du théoréme de factorisation énoncé
ci-apres. ]

En particulier, si g est un élément d’ordre n et si g¢" = e, alors n|m. Nous verrons
plus en détail la structure des groupes cycliques un peu plus loin en section 2.2. Mais
notons déja deux observations élémentaires :

[ Proposition 1.5
Soit g € G un élément d’ordre n > 1.
1. Soit m € N*. Alors ¢ est d’ordre n/(n A m).

2. Si f: G — H est un morphisme injectif de groupes, alors f(g) est également
d’ordre n.

J

Notamment, 'ordre d’un élément est un invariant par isomorphisme. Si un groupe
G a un élément d’ordre n, alors dans tout groupe isomorphe & G il existe un élément
d’ordre n. Ceci permet de dire trés rapidement que deux groupes ne sont pas isomorphes.

Preuve.

1. Notons d = n Am, et n = dn’ et m = dm/. Soit h := ¢g"™. Alors d’une part
I gm/dnl = ¢, donc l'ordre de h divise n/. D’autre part, si h* = e, alors n
divise mk, donc n’ divise m’k, d’ou n/ divise k puisque m’ et n’ sont premiers
entre-eux. Ainsi, h est bien d’ordre n/'.

2. Immédiatement, f(g)" = eq, ce qui montre que 'ordre de f(g) dans H divise
n. De plus, si f(g)* = ep, alors g* € ker f = {eg}, d'ott gF = e et n|k.

O

Exercice 1.8
Soient g, h deux éléments d’un groupe . Supposons gh = hg, que g est d’ordre fini
n, h d’ordre fini m et que n A m = 1. Montrer alors que gh est d’ordre nm.

Donner un contre-exemple lorsque g et h ne commutent pas, et lorsqu’il com-
mutent mais que n Am # 1.




1.3 Quotient(s) d’un groupe par un sous-groupe, indice, sous-groupes
distingués

1.3.1 Relations d’équivalence, ensembles quotients, factorisation

On revient brievement sur les ensembles quotients des relations d’équivalence.

Soit X un ensemble. Formellement, une relation d’équivalence sur X est une partie
R C X x X vérifiant :

1. Ve € X, (z,2) € R (réflexivité)
2. Ve,ye X, (z,y) € R <= (y,z) € R (symétrie)
3. Ve,y,z€ X, ((z,y) € Ret (y,2) € R) = (x,2) € R (transitivité)

On note alors xRy pour signifier (z,y) € R, qu’on lit « x est en relation avec y ».

Définition 1.13

Si R est une relation d’équivalence sur X, et si z € X, on définit la classe d’équi-
valence de z (sous-entendu modulo R), notée C(z), comme étant ’ensemble des
éléments de X qui sont en relation avec x :

Cz)={ye X | 2Ry} C X.

Remarque 1.7. Dans la pratique (groupes quotients, anneaux quotients ...) on n’utilise
pas une notation aussi lourde que C'(z). Fréquemment, on note [z] ou T pour désigner la
classe d’équivalence de x modulo une certaine relation d’équivalence.

Par réflexivité, on a € C'(x) pour tout x € X. Il est donc immédiat que les classes
d’équivalence recouvrent tout l’ensemble : X = U,cxC/(x). Cependant, il a bien-sir
de la redondance et des classes sont répétées (a priori) plusieurs fois si on parcourt
exhaustivement X comme écrit précédemment. Question naturelle : que se passe-t-il
lorsque deux classes s’intersectent 7 Réponse :

Proposition 1.6
Soient z,y € X. Alors :

— Ou bien C(z) = C(y), ce qui revient a dire 2Ry,
— Ou bien C(z) N C(y) = 0.

Ainsi, deux classes d’équivalence qui s’intersectent sont nécessairement égales.

Preuve. Montrons déja que C(z) = C(y) <= xRy. Pour I'implication directe,
si C(z) = C(y), alors comme y € C(y) = C(z), on a xRy par définition. Pour
l'autre implication, par symétrie de la relation, il suffit de voir 2Ry = C(y) C C(z).
Supposons donc xzRy. Soit alors z € C(y). Par définition, cela signifie yRz. Par
transitivité, on en déduit xRz, c’est a dire z € C(z), d’ou I'inclusion annoncée.

La proposition se reformule en Vz,y € X, C(x) N C(y) # 0 = C(z) = C(y).
Supposons que deux éléments x et y vérifient C(x) N C(y) # (. 1l existe donc z €
C(z) N C(y). Ceci signifie xRz et yRz. Par symétrie et transitivité de R, on en
déduit xRy, soit C(xz) = C(y) comme on vient de le voir. O

Notons P(X) I'ensemble des parties de X.

Définition 1.14

On appelle partition de X toute famille de parties (4;)ic;r € P(X)! telle que
1. Vi,jEI,i#jiAiﬂAj:(b.



7, X:UAi.

el
Revenons a notre relation d’équivalence R définie sur X.

Définition 1.15

On appelle systéme de représentants des classes de R toute famille (z;);c; d’élé-
ments de X telle que

Vee X, Aiel : zeC(x;).

On notera bien qu’en conséquence, Vi, j € I, i # j = C(z;) # C(z;), ce qui revient
a dire que les classes de deux représentants distincts sont disjointes.

p
Proposition 1.7

Une famille (z;);cr est un systéme de représentants de la relation R si et seulement
si la famille de leurs classes d’équivalence (4;)icr = (C(2;))ier forme une partition
de X.

.

Proposition 1.8

Toute relation d’équivalence admet (au moins) un systéme de représentants.
(. J

Remarque 1.8. Dans le cas ot X est fini (situation qui tout particuliérement nous intéres-
ser par la suite), ceci est trés instinctif. On prend un premier élément 27 € X quelconque
et on regarde sa classe. Ou bien X = C(x1), et {z1} est bien un systéme de représentants,
ou bienX 2 C(z1) et il existe z2 € X \ C(z1). Si X = C(x1) U C(x2), alors {x1,z2}
est un systéme de représentants.Sinon, il existe x3 € X tel que z3 ¢ C(z1) U C(z2) et
on considére C(z1) U C(x2) U C(x3) etc .. Comme X est fini, on est str que cet algo-
rithme va s’arréter, et on aboutit sur un nombre fini d’éléments x1,...,xr € X tels que
(C(xi))ieq1,...k} forme une partition de X.

On voit vite arriver les limites de cette approche si X est infini. Rien d’étonnant,
c’est essentiellement ’axiome du choix. Laissons cette subtilité de coté.

Définition 1.16

On appelle ensemble quotient de X par la relation R, et on note X/R, l'en-
semble de toutes les classes d’équivalence définies par R :

X/R ={C(z), z € X} = {C(;), i € I},

ot (x;) est un systéme de représentants (quelconque).

Formellement, ’ensemble quotient est donc une partie de ’ensemble des parties de
X

X/R C P(X).

Néanmoins, si ce formalisme est nécessaire pour parvenir & une définition satisfaisante, il
vaut mieux savoir s’en affranchir pour manipuler les quotients. L’idée reste invariablement
la méme : on veut identifier certains éléments de X et considérer que ce sont les mémes,
on veut oublier qu’ils sont distincts dans ’ensemble X de départ et travailler avec le
représentant qui nous arrange. C’est un processus cognitif qui s’effectue depuis le plus
jeune age! Un exemple typique est celui des fractions d’entiers.
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Ezemple 1.5. Si on suppose connu 'anneau des entiers relatifs Z, on peut définir le
corps des nombres rationnels en introduisant sur ’ensemble X = Z x N* la relation R
donnée par (p,q)R(p',q¢') < pq¢ = p'q. On définit alors ensemblistement Q = (Z x
N*)/R, et on va ici choisir de noter s la classe d’équivalence du couple (p, q) € ZxN*.

On a alors g = % si et seulement si p¢’ = p'q, on reconnait la régle du produit en

Croix.
Un systéme de représentants de cette relation est {(p, q) € ZxN*, pAg = 1} : toute
fraction a un représentant bien particulier qui est son écriture sous forme irréductible.
On notera que ceci n’est pas une fagon de retrouver le corps des rationnels, mais
bien de définir ce qu’est une fraction. C’est la formalisation du rapport entre deux
entiers, une notion pas aussi évidente qu’il n’y parait. Nous verrons plus loin comment
introduire les lois naturelles sur les ensembles quotients.

Exercice 1.9
Soient ~ et ~ les relations binaires définies sur R"*1\ {0} par Vv, w € R"1\ {0},

v~ew = IAER"  w=Av
vepw = JAERL  w= v

1. Justifier que ce sont des relations d’équivalence.
2. Quelles sont les classes d’équivalence de ~ 7

3. Donner une bijection entre I'ensemble quotient (R™*1\ {0})/ ~, et la sphére
unité S™ définie par 8" = {x e R"™' ¢ 2f +... + 22 | =1}
On note P*(R) := (R""1\ {0})/ ~, U'espace projectif réel de dimension n.
4. Définir une relation d’équivalence R sur S™ telle que S™/R est en bijection
avec P"(R).
Si K est un corps quelconque, on définit I'espace projectif sur K par P"(K) =
(K"t {0})/ ~, ol similairement v ~ w <= I € K* : w = \.w.

5. Donner une bijection naturelle entre la droite projective compleze P(C) et la
sphére S2.

A présent notons [z] € X/R la classe d’équivalence de z € X modulo R.

Définition 1.17

Etant donné X muni d’une relation d’équivalence R, on appelle projection cano-
nique 'application

Elle est surjective par définition, et 7(z) = n(y) < aRy.

Proposition 1.9

Soit X un ensemble muni d’une relation d’équivalence R dont on note 7 la projection
canonique. Soit f : X — Y une application a valeurs dans un autre ensemble Y. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est constante sur les classes d’équivalence de R.
2. Il existe une application f : X/R — Y telle que f = fom.

Lorsqu’elle existe, une telle application f est nécessairement unique, on l'appelle

11




L application induite au quotient par f. J

Preuve. (1) = (2) : Si une telle application f existe, alors nécessairement pour tout
r € X,ona f(z) = f(r(x)) = f(z). Elle est donc complétement déterminée par f
puisque la projection canonique est surjective. La question est de voir si ceci définit
bien une fonction (un point a-t-il bien une et une seule image 7). Il faut donc voir
que si y est un autre élément de X tel que y = 7, alors f(y) = f(z). Orsi T =7,
cela signifie que = et y appartiennent & la méme classe d’équivalence. La fonction f
étant constante sur les classes d’équivalence par hypothése, on a bien f(y) = f(x).
(2) = (1) : Soient z,y € X. Si 2Ry, alors 7(z) = ©(y), dou f(z) = f(T) =
f(@) = f(y). Ceci montre bien que f prend une seule valeur sur une classe d’équiva-
lence donnée. O

1.3.2 Quotient par un sous-groupe, théoréme de Lagrange, structure de
groupe au quotient, sous-groupes distingués

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Le quotient a droite de G par H est
I’ensemble quotient de G pour la relation d’équivalence g1 ~q g2 <= g¢; lgo € H. On
le note G/H. Similairement, le quotient & gauche de G par H est I’ensemble quotient de
G par la relation d’équivalence g1 ~4 g2 <= glg2_1 € H. On le note H\G.

Un élément de G/H est de la forme gH = {gh, h € H}, ou g € G, alors qu'un
élément de H\G est de la forme Hg = {hg, h € H}.

Remarque 1.9. Point glissant : beaucoup de références classiques appellent « classe a
gauche » les éléments gH de G/H (Perrin, Lang, Bourbaki). Néanmoins, une telle ap-
pellation semble quand méme assez questionnable. Les classes gH sont les orbites de H
pour laction par multiplication a droite, il est raisonnable de parler de classes a droite
et d’appeler G/H le quotient a droite de G par H.

Le probléme ayant peu d’intérét, pour faire simple, on pourra le plus souvent possible
éviter de les citer nommément, comme on va le faire par la suite.

Proposition 1.10
Les quotients G/H et H\G sont en bijection.

Preuve. La bijection est donnée par gH € G/H + Hg~! € H\G, cette application
étant bien définie parce que pour tous g1, g2 € G, g1 ~q g2 si et seulement si g7 ! ~g

92—1' O

Définition 1.18

Soient G et H < G un sous-groupe. On dit que H est d’indice fini dans G si G/H
(et donc H\G) sont finis. Sinon, on dit que H est d’ordre infini. Dans tous les cas,
on note [G : H] = card(G/H) = card(H\G) € N* U {00}, appelé indice de G dans
H.

,—[Théoréme 1.1 (Lagrange)]

Soient G un groupe fini et H < G un sous groupe. Alors |H| divise |G|. Plus
précisément, on a |G|/|H| = card(G/H) = card(H\G).

\

Attention, ni G/H ni H\G ne sont des groupes a ce stade!
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Preuve. On le fait par exemple pour le quotient & droite. On choisit g1,...,9x € G
des représentants des classes d’équivalences de ~ 4, de sorte qu’on ait la partition
suivante

1<i<k

(Le symbole U signifie réunion disjointe.)

Vérifions que pour tout g € G, card(gH) = |H|. Soit Ly : H — gH D'application
h +— gh. On voit directement qu’elle est injective, et comme elle est sujective par
définition, H et gH sont en bijection et ils ont donc le méme cardinal.

Dés lors, comme la réunion ci-dessus est disjointe, on a

k k
G| = card(g;H) = Y _|H| = k|H|.
i=1 i=1
Comme k = card(G/H) par définition, on a bien le résultat annoncé. O

Corollaire 1.1

Soit G un groupe fini. Alors g € G est d’ordre fini, et w(g) divise |G|. En particulier,
g|G| = e pour tout g.

Preuve. Ceci vient du fait que (g) est un sous-groupe fini de G, d’ordre w(g). Si on
écrit |G| = kw(g), alors gl¢l = (gw@)k = ¢ O

A présent on voudrait une structure de groupe naturelle sur G/H ou H\G. La loi la
plus plausible est g1 H x goH = g1g2H, c’est & dire une structure de groupe telle que 7y
soit un morphisme.

Probléme : ceci n’est pas bien défini en général. Néanmoins :

( Proposition 1.11

Soient G un groupe et H < G un sous-groupe. Il y a équivalence entre les propriétés
suivantes.

1. T existe une loi de groupe sur G/H telle que la projection canonique 7y soit
un morphisme.

2. 11 existe une loi de groupe sur H\G telle que la projection canonique m, soit
un morphisme.

3. Pour tout g € G, gH = Hg.
4. Pour tout g € G, gHg™! = H.

5. Il existe un morphisme de groupe f : G — G; tel que H = ker f.

Définition 1.19

Un sous-groupe H vérifiant ces conditions équivalentes est dit distingué (ou normal)
dans G. On note alors H < G.

On note que lorsque H est distingué, classes a gauche et a droite coincident. Il n’y
a donc plus & considérer séparément G/H et H\G. On parlera donc de la projection
canonique de G sur G/H.

Remarque 1.10. On notera que lorsqu’elle existe, une structure de groupe sur G/H ou
H\G rendant la projection canonique multiplicative est nécessairement unique.
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Exemple 1.6.
— Les sous-groupes triviaux de G, a savoir {e} et G lui-méme sont toujours distin-
gués.
— Dans un groupe abélien, tous les sous-groupes sont distingués. Le centre Z(G)

d’un groupe est toujours un sous-groupe distingué.

— Dans &3, le sous-groupe ((123)) est distingué.

Définition 1.20

Soit G un groupe. Pour tous g,h € G, on définit le commutateur de g et h par
[g,h] = ghg='h~!. On appelle sous-groupe dérivé de G, et on note D(G), le sous
groupe engendré par les commutateurs :

D(G) = ([g,h], g,h € G).

Remarque 1.11. On rencontre également la notation [G,G] pour le sous-groupe dérivé
d’un groupe G.

Remarque 1.12. Attention, c’est le sous-groupe engendré par les commutateurs. L’en-
semble des commutateurs ne forme pas un sous-groupe en général.

( Proposition 1.12
Le sous-groupe dérivé D(G) est un sous-groupe distingué de G. Mieux, c’est un
sous-groupe caractéristique : pour tout f € Aut(G), f(D(G)) = D(G).

Le quotient G/D(G) est abélien, et c’est le plus grand quotient abélien de G :
pour tout sous-groupe H C G, on a équivalence entre

1. D(G)C H

2. H<G et G/H est abélien.

Définition 1.21
Le quotient G/D(G) est appelé ’abélianisé de G.

Preuve. Vérifions que D(G) est caractéristique. Soit f € Aut(G). Soient z,y € G.
Alors f([z,y]) = F(@)f(5)f(@) " fy)"* = [f(z), f()], montrant que limage d'un
commutateur est un commutateur, d'ou f(D(G)) C D(G) pour tout f € Aut(G).
Donc f~}(D(G)) C D(G) et donc D(G) C f(D(G)). En appliquant ceci a un auto-
morphisme intérieur f = i,4, cela montre que D(G) < G.

Soit maintenant H <G un sous-groupe distingué tel que G/H est abélien. Notons
m: G — G/H la projection canonique. Comme G/H est abélien, pour tous g1, g2 €
G, nous avons 7([g1, g2]) = eq/g- Ainsi, H = ker 7 contient tous les commutateurs
d’éléments de G. Par définition, ceci implique que D(G) C H.

Inversement, si D(G) C H, alors pour tous g € G et h € H, comme ghg 'h™! €
D(G), on a ghg='h=!' € H, d'ou ghg~! € H. Ceci montre que gHg~' C H pour
tout g € G, et H est donc distingué dans G. On vérifie alors comme précédemment
que G/H est abélien. Si 7 : G — G/H désigne la projection canonique, alors pour
tous g, h € G, [7(g),7(h)] = 7(lg, h]) = eq/m puisque [g, h] € H. Ainsi, w(g) et 7(h)
commutent, ce qui montre que G/H est abélien.

0
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Exercice 1.10

Déterminer le groupe dérivé de Hg et identifier I'abélianisé.

Exercice 1.11
Montrer que le sous-groupe dérivé de GL,(K) est SL,(K), sauf si n = 2 et K est
de caractéristique 2. De méme, montrer que D(SLy,(K)) = SL,,(K).

En déduire que pour tout groupe abélien G, tout morphisme SL,(K) — G est

trivial.

Donnons un dernier exemple général important de sous-groupe distingué.

Proposition 1.13

Soit G un groupe. Dans le groupe Aut(G), le sous-groupe des automorphismes in-
térieurs est distingué. On appelle groupe des automorphismes extérieurs le quotient

Ext(G) = Aut(G)/Int(G).

Le résultat suivant est trés important, il permet notamment de construire des iso-
morphismes entre groupes quotients.

p
Proposition 1.14
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Soit H = ker f. Alors il existe un unique
morphisme de groupes injectif f: G/H — G’ tel que f = fom ou7w:G — G/H
est la projection canonique. En particulier, f induit un isomorphisme

f:G/ker f — Im(f).

On dit que f se factorise en f, ou encore que f descend au quotient en f.

Exemple 1.7. 1. Si g est un élément d’ordre n de G, alors I'application ¢, définie
plus haut se factorise en un morphisme injectif Z/nZ — G, d’image (g).

2. En considérant le noyau du morphisme surjectif f : t € (R,+) — e € U, on
obtient un isomorphisme U ~ R/27Z, entre le groupe multiplicatif des nombres
complexes de module 1 et le groupe quotient R/27Z.

3. L’action naturelle de SLy(Z) sur Hy = {z € C : Im(z) > 0} factorise en une
action de PSLy(Z) = SLa(Z)/{£1id}. Analogue pour les actions projectives.

4. Si G est un groupe fini et f : G — G’ un morphisme de groupes, alors |G| =

[T ()] x | ker(f)[-

Remarque 1.13. Ce résultat, bien qu’élémentaire, est trés récurrent. On le retrouve dans
des cadres avec plus de structure algébrique, comme en algébre linéaire, ou dans le cas
des quotients d’anneaux par des idéaux.

Ezxemple 1.8. Soient E, F' deux espaces vectoriels sur un méme corps de base et soit f :
E — F une application linéaire. Alors f induit un isomorphisme d’espaces vectoriels
f:E/ker(f) = Im(f). On en déduit le théoréme du rang en dimension finie :

Rg(f) = dim(E/ ker(f)) = dim E — dim ker(f).

Rappelons que pour tout sous-espace F' de E, le groupe additif quotient E/F admet
une structure d’espace vectoriel naturelle, et que si dimE < oo, alors E/F est de
dimension finie et dim(E/F) = dim E — dim F' (cf feuille de TD2).
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Ezemple 1.9. Soit f : R[X] — C l'application donnée par f(P) = P(i) pour tout
P € R[X]. C’est un morphisme d’anneaux, surjectif puisque f(R;[X]) = {a+ib, a,b €
R} = C, et son noyau est ker(f) = (X2 + 1)R[X], I'idéal engendré par X2 + 1, noté
(X2 +1). On obtient alors par factorisation de f un isomorphisme d’anneaux

f:R[X]/(X?*+1) = C.

Exercice 1.12

Déterminer les sous-groupes de Z/nZ.

On déduit de ce résultat de factorisation une preuve d’un résultat important, dans le
cas des groupes abéliens.

Théoréme 1.2 (Cauchy : cas abélien)]

Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Soit p > 1 un facteur premier de n. Alors il
existe un élément d’ordre p dans G.

Remarque 1.14. On rappelle que d’aprés le théoréme de Lagrange, 'ordre d’un élément
divise toujours 'ordre du groupe. Ce résultat, en fait valable pour tout groupe fini (ref),
donne la réciproque lorsque le diviseur de n est premier. Le premier théoréme de Sylow
améliore encore ceci.

Preuve. Comme G est fini, il finiment engendré. Soient g, . .., g des éléments engen-
drant G. Puisqu’il est abélien, il se met sous la forme G = {g7"* ... g;"*, m1,...,my, €
Z}, et l'application

[ {g) x-x{g) — G
m m
990 F) = gt gt

est un morphisme surjectif (il est capital que G soit commutatif pour cela!). D’aprés
le théoréme de factorisation, on en déduit |[{(g1) X --- X (gr)| = |G|.| ker f|. Comme
p est un facteur premier de n = |G|, on en déduit que p divise |(g1)|---|{gx)|, donc
qu’il existe un ¢ € {1,...,k} tel que p divise |[(g;)| = n;, ot n; = w(g;) est I'ordre de

g;. Ainsi, en écrivant n; = pm;, on en déduit que g, est d’ordre p. ]

)

Remarque 1.15. Soient G1,Go, H des groupes. Si f : G; X Go — H est un morphisme,
alors les images f(G1) et f(G32) "commutent" : pour tout h; € f(G;), on a hihy = hoh;.

Exercice 1.13

Vérifier que la donnée d’un morphisme f : Z" — G est la méme que celle d’un
n-uplet (g1, ..., gn) d’éléments qui commutent deux & deux.

Remarque 1.16. La fin de la preuve était le cas ot G est cyclique, on a pu s’y ramener
en démontrant qu’il existe un sous-groupe cyclique de G dont l'ordre est divisible par p.
1.4 Groupe symétrique : une premiére couche de rappels

On rappelle que le groupe symétrique d’ordre n (appellation a éviter & mon avis,
mais fréquente), noté &,, est par définition ’ensemble des permutations o : {1,...,n} —
{1,...,n} muni de la composition. Il est fini d’ordre n!.

Une permutation o se représente concrétement comme une matrice de taille 2 x n de

la fagon suivante :
1 2 ... n
o1) o(2) -+ o(n)
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Définition 1.22

Si o est une permutation, son support est {i : o(i) # i¢}. On appelle dérangement
une permutation de support total.

On appelle transposition toute permutation 7 dont le support contient exacte-
ment deux éléments, disons i et j, qu’elle échange nécessairement. On note une telle
transposition 7 = (i j) (notation généralisée plus loin avec les k-cycles).

En particulier 7 est d’ordre 2 dans &,,.

[ Proposition 1.15

Pour toute transposition (i j), et pour toute permutation o € &,,, on a

go(ij)oot =(o(i) o(j))

En particulier, toutes les transpositions sont conjuguées.
Toute permutation o € &,, se décompose en un produit de transposition. Autre-

ment dit, &,, est engendré par les transpositions.
& J

Preuve. Preuve du fait que les transpositions engendrent &,,. O

Exercice 1.14

Montrer que &,, est engendré par les transpositions (i ¢ + 1), pour 1 <i < n.

[ Proposition 1.16

Pour tout n > 3, G,, n’est pas engendré par n — 2 transpositions ou moins.
& J

Preuve. On commence par ’observation suivante : si o1, ..., 0, € &, engendrent &,,,
alors [1,n] = Ui<i<r Supp(o;). En effet, dans le cas contraire, il existerait ko € [1, n]
tel que (ko) = ko pour tout 7, montrant que o; € Stabg, (ko) pour tout i et donc
que (o1,...,0.) C Stabg,, (ko) C &y,

On se donne a présent 7q,...,7, des transpositions engendrant &,. On note
A; = Supp(7;) pour tout i, de sorte que les A; sont des parties & deux éléments, qui
recouvrent [1,n] d’aprés ce qu'on vient d’observer.

On prouve alors le résultat combinatoire suivant :

Lemme 1.1

Soient n >4 et X1,..., X, C [1,n] des parties de cardinal 2, telles que [1,n] =
X1U---UX,. Sir < n—2, alors il existe une partition [1,r] = ITUJ, avec I # ()
et J # 0 et telle que

(U Xz) N U Xj = 0.
iel jed

. J

Démonstration. On démontre la contraposée : supposons qu’il n’existe pas de telle
partition, et montrons que r > n — 2.
On définit une permutation o € &, par induction :

—o(l)=1

— Pour 1 < k <r—1, prenons

O‘(k‘—l—l) :min{i S [[1,?“]]\{0‘(1),...,0‘(]{5)} | Xiﬁ(XU(l)U-"UXU(k)) 75(0}

17



Notons bien que o est bien définie puisque si on avait Vi € [1,7] \ {o(1),...,0(k)},
X; N (Xpq)U---UXy4y) = 0, alors cela contredirait notre hypothése avec I =
{o(1),...,0(k)} et J=[1,7] \ I.
Par construction, o : [1,7] — [1, 7] est injective, donc bijective. On montre alors
par récurrence finie sur k € [1,7] que #(Xo1)U--- U Xop)) <k + 1.
— Initialisation k =1 : X (1) est de cardinal 2 par hypothese.

— Heérédité : Supposons #(X,1)U- - -UX, ) < k+1 pour un certain k € [1,r—1].
Alors
#(Xo@y U U Xy U Xorg1)) Sk + 1+ X041
— (X U+ U Xowy) N Xo@rs1)

/

>1 par construction

<k+2,

ce qui établit 'hérédité, et termine la récurrence.

On a alors §(X,q) U U Xg)) = (X1 U---UX,) = §[1,n] =n < r+1, comme
attendu. O

Supposons maintenant r < n — 2 et appliquons le lemme & Aq,..., A,.. Appelons
G = ({m, ©t € I}) et Gy = ({rj, j € J}). Montrons que pour tous o1 € G1 et
o9 € G9, 0109 = 0901. Pour cela, considérons d’abord pour tout j € J, le centralisa-
teur (dans &,,) de 7; défini par Z(7;) = {0 € &,, | o7j = 7j0}. On vérifie que c’est un
sous-groupe de G,, et il contient les 7;, ¢ € I par construction. Il contient donc le sous-
groupe qu’elles engendrent, ainsi G1 C Z(7;) pour tout j € J. Si on considére main-
tenant le centralisateur Z(G1) = {0 € 6,, | Vo1 € G1, 001 = 010} = Ny, Z(01),
c’est un sous-groupe de &,, qui contient tous les 7;, j € J. Il contient donc G, ce
qui signifie bien que toute permutation de G; commute avec toute permutation de
Go.

Veérifions a présent que &,, = {0102, 01 € G1, 02 € G2}. Appelons H le membre
de droite. C’est un sous-groupe de &,, puisqu’il contient id, que pour toutes o1, s, on
a (o102)" ' = o7 toy ! € H puisqu’elles commutent et oy090)0h = (0104)(020%) € H
toujours grace aux relations de commutation. Ainsi, H est un sous-groupe de &,
contenant G1 et Go, donc en particulier H contient 71,...,7. et donc H = &,,.

Montrons maintenant que G1<G,,. Soit 1 € G et soit o € &,,. D’apreés ce qu’on
vient de voir, il existe 01 € G1 et 09 € G telles que 0 = o102. Nous avons donc
o107 =0y 025102_1 01_1 = 015101_1 € (G1, parce que oy et 67 commutent.

\—Y—/
=01

Puisque G est distingué et qu’il contient (au moins) une transposition, il les
contient toutes. En effet, si (i j) € G; et si (k £) est une transposition quelconque,
si on se donne une permutation arbitraire o € S, telle que o(i) = k et o(j) = ¢,
alors o(i j)o~ ! = (0(i) 0(j)) = (k £) € 0Gio~! = G1. Comme les transpositions
engendrent &,,, on en déduit G; = &,,, une contradiction puisque les éléments de G1
sont tous a support contenu dans U;erA4; C [1,n] (méme argument qu’au début). O

On notera que la preuve a mis en avant deux propriétés intéressantes et valides plus
généralement :

Proposition 1.17

Soit G un groupe et soient Aj, As C G deux parties telles que V(g1,92) € A1 X Ao,
9192 = g291. Soient G = (A1) et Go = (Aag). Alors Y(g1, g2) € G1 X Ga, g192 = g291-
Si H= (A1 UAjy), alors H= GGy et G1<H et Go<H.
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Preuve. Exactement pareil. O

De méme, on pourra retenir la définition du centralisateur d’une partie d’un groupe.

N

Proposition 1.18

Soit G un groupe et soit A C G une partie. Alors {g € G | Vh € A, gh = hg}
est un sous-groupe de G, appelé centralisateur de A (dans G), et noté Z(A) ou
simplement Z(A) s’il n’y a pas d’ambiguité.

Exercice 1.15
Montrer que pour toute partie A C G, on a Z(A) = Z((A)).

est §;

Définition 1.23

Soit o une permutation de {1,...,n}. On appelle matrice de permutation asso-
ciée & o la matrice P, qui est la matrice dans la base canonique de R™ de I’endo-
morphisme u, défini par us(e;) = e,(;) pour tout i, ot (e1,...,e,) désigne la base

canonique de R".

De fagon équivalente, on peut définir P, comme la matrice dont le coefficient (i, j)

o(j), ot 0; j désigne le symbole de Kronecker.

Proposition 1.19
L’application {o — P,} est un morphisme injectif de &,, dans GL,(R).

C’est un exemple de représentation linéaire fidéle du groupe symétrique.

|

Exercice 1.16

Prouver la proposition précédente.

f—[Théoréme 1 .31 N

y

Il existe un unique morphisme non trivial € de &,, vers {£1}, appelé signature.

Exercice 1.17

Soit G un groupe fini. Montrer que tout morphisme G — (R*, x) est a4 image dans
{£1}. Généraliser a C*.

Preuve. (Unicité) Notons que nécessairement ¢(7) = —1 pour toute transposition 7.
En effet, premiérement, si €(7) = 1 pour toute transposition, alors ¢ = 1 puisque
G,, est engendré par les transpositions. Il existe donc une transposition 7y telle que
e(1p) = —1. Ensuite, si 7 est quelconque, alors il existe une permutation o telle que
7= oo 1, dot e(1) = (1) = —1.

Comme les transpositions engendrent &,,, toute permutation s’écrit o = 71 .. . 7,
alors £(0) = (—1)*. D’ott I'unicité (s’il existe) d'un tel morphisme. Mais attention,
ceci ne suffit pas a la définir : il faudrait s’assurer que ceci ne dépend pas de la
décomposition en produit de transposition, qui n’est pas unique. ]

Un corollaire de ce théoréme est donc : La parité du nombre de transpositions dans

la. décomposition en produit de transpositions d’une permutation est indépendant de la
décomposition. Si cela en découle, ce n’est pas facile de le démontrer directement, la
définition classique passe par le nombre d’inversion.
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Définition 1.24

Soit o une permutation. On appelle nombre d’inversion de o, et on note (o),
I'entier

I(0) = card{(i,j) € {1,...,n}*> : i< jeta(i)> ()}

On peut alors démontrer :

Théoréme 1 .4]

Pour toutes 01,09 € &, on a (—1)1(192) = (—1)l(e1)(_1)l(e2),

Une fois ceci établi, on en déduit I'existence de la signature, il suffit en effet de prendre
(o) = (=1)19) pour toute o € &,,. Cette construction nous permet pratiquement de dé-
terminer la signature d’une permutation explicite en comptant le nombre de croisements
des fléches |Dessin].

Remarque 1.17. De fagon plus condensée, on peut également définir la signature via

5(0’) — H O'(l) — U(])

P
1<J J

Définition 1.25

On appelle sous-groupe alterné, et on note A, le sous-groupe A, = kere.

C’est donc le sous-groupe de &,, formé des permutations paires, i.e. admettant un
nombre pair d’inversions, ou bien qui s’écrivent comme produit d’'un nombre pair de
transpositions.

Proposition 1.20
A, <6, et 6,/ A, ~ {£1}. En particulier, |A4,| = n!/2.

On définit & présent les cycles, qui nous donnent une décomposition naturelle et
unique d’une permutation. L’idée est intuitive mais on a besoin d’un peu de formalisme
pour le faire proprement.

Soit o € &,,. 1l lui correspond alors une action de Z sur {1,...,n}, dont on utilise la
partition en orbites pour obtenir la décomposition de ¢ en produit de cycles & support
disjoints. On le fait ici sans utiliser le vocabulaire des actions de groupes pour des raisons
chronologiques du déroulement du cours.

Sur X = {1,...,n}, on introduit la relation d’équivalence suivante : i ~, j si et
seulement si 3k € Z : j = oF(i). Comme pour toute relation d’équivalence, X se
partitionne en classes d’équivalence pour ~,. Les classes de cardinal 1 sont les points
fixes de o, leur complémentaire le support de o.

Définition 1.26

On dit que o est un k-cycle, pour 2 < k < n, si le support de o est de cardinal & et
ne contient qu’une seule classe d’équivalence de ~,. On ordonne alors ses éléments
ai,...,ax de sorte que a;+1 = o(a;) et on écrit 0 = (a1 ag -+ ag).
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Proposition 1.21
Sic=(ai,...,ar) € S, est un k-cycle, et o € &,,, alors

ocot = (o(ay),...,o(ar)).

Proposition 1.22

Toute permutation o s’écrit comme un produit (commutatif) de cycles & supports

disjoints 0 = c;..... cx. A permutation prés de ¢, ..., ¢, cette décomposition est
unique.

& J
Preuve. On reprend la relation d’équivalence définie par o sur {1,...,n}. O

g Ezemple 1.10. Un exemple explicite pris au hasard.

Remarque 1.18. On retiendra bien que deux permutations & supports disjoints com-
mutent.

Exercice 1.18
Combien y a-t-il de cycles de longueur k£ dans &, 7

Exercice 1.19
Quelle est la signature d’un k-cycle ?

Théoréme 1 .5] N

Soient 0,7 deux permutations dont les décompositions en produit de cycles & sup-
ports disjoints sont 0 =c¢y...cp et T =¢)...¢).

Alors, o et 7 sont conjuguées si et seulement si £ = k et si, quitte a réordonner,
c; et c; sont de méme longueur pour tout 1 < < k.

Preuve. Ceci repose essentiellement sur le

Lemme 1.2

Pour tous & < n et tout k-uplets d’éléments deux a deux distincts (ay .. .ax)
et (by...by), il existe une permutation o € &,, telle que pour tout 1 < i < k,
a(ai) = bz

Corollaire 1.2

Dans le groupe symétrique, il y a exactement p,, classes de conjugaison, ol p,, est le
nombre de partitions de n en somme d’entiers strictement positifs n = ky + - - - + k..

Par exemple, la classe de conjugaison {id} de l'identité est associée a la partition
n=14+1+---4+1, et & la partition n = n correspond la classe de conjugaison du
n-cycle ¢ = (1 2 --- n). Pour n = 3, il y a ainsi 3 classes de conjugaison : {id},
{(123), (132)}et{(12), (13), (23)}. Pour n = 4, on dénombre cing partitions
4=3+1=24+2=24141=1+4+141+41, qui correspondent dans le méme ordre a
la classe des 4-cycles, la classe des 3-cycles, la classe des doubles transpositions, la classe
des transpositions, et enfin {id}.
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Proposition 1.23
Le sous-groupe dérivé D(G,,) = A,,.

Preuve. Comme ¢([o,7]) = 1 pour tout commutateur, et € étant un morphisme,
I’inclusion C est directe. Pour l'autre inclusion, on montre que tout 3-cycle est un
commutateur et que A, est engendré par les 3-cycles.

Soit (a b ¢) un 3-cycle. Alors, de (a b)(bc)(a b) = (ac), on tire (a b)(bc)(ab)(be) =
(a ¢)(b ¢) = (a ¢ b). Cette formule montre que tout 3-cycle est un commutateur de
transpositions.

Pour voir que A,, est engendré par les 3-cycles, on revient & la décomposition
en produit de transpositions. Par définition, toute o € A, est un produit pair de
transpositions : ¢ = 71 ---7y,. On écrit 7, = (ar by) et pour tout 1 < i < p,
considérons le produit m;_179; qu’on suppose # id. On a alors deux cas :

1. Les supports de 79,1 et 79; ont exactement un point en commun. Alors, la

formule précédente nous montre que leur produit est un 3-cycle.

2. Les supports de ;1 et 79; sont disjoints. Alors on force la jonction de leurs
supports en introduisant une transposition sur le schéma suivant :

(ab)(e d) = (ab)(b )b o)(c d)

montrant que le produit m;_179; est égal au produit de deux 3-cycles.

Ainsi, en regroupant les transpositions par paires, on observe que o s’écrit comme
un produit de 3-cycles. ]

Mettons bien en avant ce que la preuve a montré :

Proposition 1.24
Le groupe A, est engendré par les 3-cycles.

On retiendra également la régle de calcul : (a b)(b ¢) = (a b ¢), quand a, b, ¢ sont deux
a deux distincts. Dans quelle mesure se généralise-t-elle 7

Exercice 1.20

Utiliser cette régle pour retrouver le fait que &,, est engendré par les transpositions.

Exercice 1.21

Montrer que A, est engendré par les 3-cycles de la forme (1 2 k), ou 3 < k < n.

Citons pour finir deux résultats qui font 'objet de développements classiques.

Théoréme 1 .6] ]

Si n # 6, tout automorphisme de &,, est intérieur.

Comme on a vu en exercice que le centre &,, est trivial dés que n > 2, on obtient que
Aut(6,,) = Int(S,) ~ S, pour n > 3, n # 6.

Théoréme 1.7]

Pour n > 5, le groupe alterné A,, est simple : ses seuls sous-groupes distingués sont
{id} et lui-méme.

On vérifie facilement que la seule valeur pour laquelle ce groupe n’est pas simple est
n = 4, le sous-groupe distingué incriminé étant le groupe des doubles transpositions. On
notera qu’elles forment bien un sous-groupe dans le cas n = 4 seulement.
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1.5 Actions de groupes

On passe a présent a la notion omniprésente dans ce cours, les opérations de groupes
sur des ensembles. C’est ce qui fait la jonction entre algébre et géométrie. Dans ce qui
suit, sauf mention explicite du contraire, on note X un ensemble et G un groupe.

Définition 1.27

Une action de G sur X est la donnée d’une application G x X — X, (g,z) — g.z,
telle que

1. pour tout x € X, e.x = x;

2. pour tout x € X et tous g,h € G, g.(h.x) = (gh).z.

De fagon équivalente, cela revient & se donner un morphisme de groupes ¢ : G — Gx.
En effet, si on s’est donné un tel morphisme, alors on lui fait correspondre 'action
(g,x) — @(g)[z] (vérifier que c’est bien une action), et inversement, si (g, z) — g.z est
une action, alors en notant pour tout g € G ¢(g) on définit p(g) : X — X, ¢(9)[z] := g.x,
et ces applications vérifient ¢(gh) = ¢(g)p(h) pour tous g et h et ¢(e) = idx, montrant
directement que (g) est bijective d’inverse p(g~1).

Définition 1.28

Une action de G sur X est dite fidéle si le morphisme ¢ défini ci-dessus est injectif,
c’est & dire si pour tout g € G, on a

Ve X, gr=2)=g=c
Encore plus spécifiquement, une action est dite libre si
Vre X, Vge G, gx=x=g=ce.
Enfin, on dit que 'action est transitive si

Ve,y e X, 3g€ G |y =g.x.

Ezxemple 1.11. Les premiers exemples sont les actions de G sur lui-méme, i.e. le cas
X =G.
1. L’action par translation a gauche : g.x = gx pour tous g € G et x € X = G.
Elle est libre et transitive.

2. L’action par translation & droite : g.o = 2g~! pour tous g € Get v € X = G.
De méme, cette action est libre et transitive. Attention, si on omet de prendre
I'inverse, on obtient une action dite "a droite", c’est a dire vérifiant g.(h.z) =

(hg).z.
3. L’action par conjugaison : ¢g.x = gzg~ ' pour tous g € G et x € X = G. Elle
n’est jamais libre : = e est fixé par tous les éléments de G.

Exercice 1.22

Toujours dans ’exemple précédent, exhiber une bijection ¢ : X — X qui conjugue
la premiére action a la deuxiéme, c’est-a-dire telle que pour tout ¢ € G, on a1y~ o
p2(9) 0¥ = p1(g)
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Ezemple 1.12. Dans les premiers exemples, on retrouve également 1'action du groupe
symétrique G = S,, sur X = {1...n}, donnée par 0.k = o(k) pour toute permutation
o et tout k € X. Cette action est transitive (pourquoi?), fidéle, mais non libre.

Plus généralement, si X est un ensemble, le groupe des bijections Bijy agit natu-
rellement sur X.

Remarque 1.19. Etant donnée une action de G sur un ensemble X, et H < G un sous-
groupe, on peut toujours considérer I’action restreinte & H. En interprétant ’action
de G comme un morphisme ¢ : G — Bijy, l'action restreinte & H est simplement la
restriction ¢|g.

Théoréme 1.8 (Cayley)}

Tout groupe G est isomorphe & un sous-groupe du groupe des bijections Bijy d’un
certain ensemble X.

Dit autrement, pour tout groupe G, il existe (au moins) un ensemble X et un mor-
phisme injectif f : G — Bijy, et G s’identifie alors au groupe image f(G). Le théoréme
de Cayley signifie donc que tout groupe agit fidélement sur un certain ensemble X. La
preuve est donc trés rapide.

Preuve. L’action de G sur X = (G par translation & gauche est une action libre,
puisque gxr = x implique g = e pour tous g,z € G. Elle est donc fidéle. ]

Méme si sa preuve est d’un intérét assez modéré, le théoréme en soi confirme 1'idée que
tout groupe peut étre pensé comme un groupe de transformations d’un certain ensemble.
Au moins un ensemble.

A ce stade, tous les groupes que nous avons considérés ont été introduits comme
des sous groupes d'un groupe de permutations d’un ensemble fini ou infini (le groupe
linéaire GL(V') d’un espace vectoriel est bien un sous-groupe du groupe des bijections
ensemblistes de V'!).

Saisissons 1'occasion pour définir un groupe célébre abstraitement.

Définition 1.29

Le groupe Hg est le groupe formé des éléments {+1, +i, +j, +k}, ou on déclare
que 1 et —1 sont centraux (i.e. Z(Hg) = {£1}), et tel que i® = j? = k? = —1,
iy =k, jk=1, ki =3, ji = —ij, kj = —jk et ik = —ki, et enfin la multiplication
par —1 fait ce qu’on attend.

Puisqu’il y a un petit nombre d’éléments, on peut dresser la "table de multiplication"
dans ce groupe :

Il y a un sous-entendu dans cette définition : cette loi est bien une loi de groupe.
L’existence d’un neutre, et d’un inverse est claire. On peut vérifier un peu fastidieuse-
ment ’associativité en distinguant les cas. Le plus efficace est d’observer qu’il existe des
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matrices de GL2(C) qui vérifient exactement les relations de Hg. L’associativité de cette
loi découle alors de celle du produit matriciel.
Il suffit de prendre les matrices suivantes :

10 i 0 0 1 0 i
(o) = 2= (G o) s (0)

ainsi que les matrices opposées pour les éléments "opposés" —1, —i, —j, —k. On vérifie
rapidement qu’elles vérifient les relations ci-dessus. On fait alors d’une pierre plusieurs
coups : ceci assure que la loi de Hg est associative, montre un exemple de représentation
linéaire fidéle de ce groupe fini (Exemple 5.1), et donc le réalise comme un sous-groupe
de permutations d'un ensemble (ici 'espace vectoriel C?). Cette réalisation comme un
groupe de permutations n’est pas celle fournie par le théoréme de Cayley, mais elle est
trés naturelle comme on le verra plus loin en étudiant les quaternions plus en détails
(Section 4.5.4).

Définition 1.30

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Pour tout z € X, on appelle stabi-
lisateur de z le sous-groupe Stabg(z) = G, = {g € G : g.x = x}. On appelle
orbite de z, et on note G.x ou encore O(z), 'ensemble G.x = {g.z, g € G}.

Etant donné une action de G sur X, on introduit une relation d’équivalence sur X
définie par

Ve,ye X, x~y < g€ G|y=g.um.

On vérifie facilement que c’est une relation d’équivalence, et que la classe d’équivalence
d’un élément x € X coincide avec son orbite. Comme les classes d’équivalences définissent
une partition de X, on en déduit 'existence d’une famille de représentants (z4)aca tels
que X s’écrit comme la réunion disjointe des orbites des x,

X=]]0(a).

acA

Ezemple 1.13. Reprenons l'action naturelle de &,, sur X = {1...n}. Soit 0 € &,
et H = (o) le sous-groupe qu’elle engendre. On peut considérer la restriction & H
de T'action de &,, sur X. Alors les orbites de H de cardinal 1 sont les points fixes
de o et celles de cardinal > 2 sont les supports des cycles qui apparaissent dans la
décomposition de o en produit de cycles a supports disjoints.

Pour tout x € X, on introduit 'application orbitale en z

vr: G — O(x)
g = gz

Par définition, ¢, est surjective.

( Proposition 1.25

Pour tout € X, I’application orbitale induit une bijection

Pz : G/G, — O(x)

telle que ¢, = @5 o Ty, ot m, : G — G /G, désigne la projection canonique.
. J

Remarque 1.20. Attention : Le stabilisateur G, n’est en général pas un sous-groupe
distingué de G, et 'orbite de x n’est pas un groupe non plus. Il s’agit d’une identification
purement ensembliste & ce degré de généralité. Elle sera néanmoins fort utile dans le cas
des groupes finis pour faire du dénombrement.
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Exercice 1.23
Retrouver le théoréme de Lagrange en utilisant la partition de X en orbites pour
une action de groupe bien choisi.

Exercice 1.24

On considére I'action linéaire naturelle de GL,,(R) sur R"™. Quelles sont les orbites ?
De méme pour les actions de SL,(R) et O,(R).

Proposition 1.26

Si G agit sur X et si deux points x et y sont dans la méme orbite, alors leurs
stabilisateurs sont conjugués. Précisément :

Siy=g.x, g€G, alors Gy = gGrg~ L

Définition 1.31

Soit G un groupe et soit X un ensemble sur lequel G agit. On appelle invariant
pour cette 'action de G toute application f: X — Y, Y étant un autre ensemble,
qui est constante sur les orbites de G.

On appelle invariant total un invariant f : X — Y tel qu’en plus, pour tous

z,y € X, si G.x # G.y, alors f(z) # f(y).

On notera que f: X — Y est un

e invariant si V(g,z) € G x X, f(g9.x) = f(z).
e invariant total si Vz,y € X,0(x) = O(y) <= f(z) = f(y).

Exercice 1.25

En appliquant la proposition 1.9, montrer qu’un invariant induit une application
sur l’espace des orbites de G sur X, c’est a dire I’ensemble des orbites de tous les
éléments de X. Vérifier ensuite que cette application est injective si et seulement si
I'invariant est total.

Remarque 1.21. Méme s’il n’est pas total, un invariant donne toujours des obstructions
pour que deux éléments soient dans la méme orbite : si f(z) # f(y), alors = et y ont
deux orbites différentes.

Exemple 1.14. Soit G = &, et X = G et considérons 'action de G sur X par
conjugaison. Alors la fonction f : X — [1,n] définie par f(o) = § Supp(o) est
un invariant de I'action, mais pas total. Par exemple, une double transposition
a pour image 4, mais un 4-cycle aussi.

Exercice 1.26

Soit X = S;F(R) € M, (R) l'ensemble des matrices symétriques définies positives.
Soit G = GL,(R). On considére 'action par congruence de G sur X : (g,M) €
GxX—gXlgeX.

1. Justifier que cette action est bien définie.
2. Montrer qu’elle est transitive.

3. Donner le stabilisateur d’un point quelconque.

26



Définition 1.32

Etant donnée une action de G sur X, on peut toujours considérer I'action diagonale
de G sur X* = X x X x --- x X (k fois) donnée par

g.(z1,...,z) = (g.x1,...,9.2k).
Notons Ay C X* le sous-ensemble Ay = {(x1,...,25) € X¥ : i #£j= x; # xj}.

Définition 1.33

Une action de G sur X est dite k-transitive si Ay est une G-orbite dans XF.

Ezxemple 1.15. On a vu que pour tout k£ compris entre 1 et n, 'action de &, sur
X ={1,...,n} est k-transitive.

Exercice 1.27 (Action 3-transitive sur P!(K))
On reprend les notations et définitions de I'Exercice 1.9. Si v € K™\ {0}, on note
[v] € P"(K) son image par la projection canonique.

1. Définir une action naturelle de GL,,11(K) sur P"(K).

2. Est-elle fidéle ? Quel est son noyau ?

3. Montrer qu’elle est transitive.

4. Montrer que I'action de GLg(K) sur sur la droite projective PY(K) est sim-
plement 3-transitive, ¢’est-a-dire qu’étant donnés deux triplets ([v1], [v2], [v3]),
([w1], [wa], [ws]) € (PY(K))? formés d’éléments deux & deux distincts, alors il
existe g € GLo(K) tel que g.[v1] = [w1], g.[va] = [w2] et g[vs] = [ws], et que de
plus, un autre élément ¢’ vérifiant ces conditions est de la forme ¢’ = \g, avec
AreK*.

J

Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. On note X& = {z € X | Vg €

G, g.x = z} Pensemble des points fixes de G. Pour z € X, on note G, le stabilisateur
de = dans G.

-

Proposition 1.27 (Equation aux classes)

Il existe une partie R’ € X \ X telle que

X =X+ ) " |G|/|Gal.

zER/

Noter que pour tout z € X \ XC, G, £G.

Preuve. 1l s’agit simplement de la traduction du fait que X est partitionné en G-
orbites. On met d’un coté les orbites de cardinal 1 i.e. les éléments de X, puis on
choisit un représentant pour chaque orbite dans X \ X et on utilise le fait général
que toute orbite G.x est en bijection avec le quotient G/G;. [Dessin| O
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Exercice 1.28 (Centre d’un p-groupe)

Soit G un groupe fini d’ordre p™, ot p est un nombre premier et n > 1. Montrer que

Z(G) # {e}.

f Proposition 1.28 (Formule de Burnside)
Soit Q ’ensemble des G-orbites de ’action de G sur X. Alors

|
—_
(]
e
=
Bl
2

p ==

ou pour tout g € G, Fix(g) ={z € X | g.x = z}.

.

Preuve. Cf. TD 3. O

1.6 Groupe des isométries de ’espace euclidien, groupe affine

On munit 'espace R™ du produit scalaire euclidien standard, dont on note |.| la
norme associée.On note d(z,y) = ||z — y|| la distance associée.

Définition 1.34
On appellle isométrie de R™ une application f : R™ — R" telle que

Vz,y € R", d(f(x), f(y)) = d(=,y).

Pour tout v € R”, on note 7, la translation de vecteur v, c’est & dire I’application
7o : R™ — R" définie par 7,(z) = x + v pour tout z € R™. On observe alors :

1. Toute translation est une isométrie.
2. Tout matrice orthogonale A € O,,(R) est une isométrie fixant 1’origine.
3. La composée de deux isométries est une isométrie.

Ce faisant, on vient de décrire toutes les isométries par la proposition suivante.

Proposition 1.29

Les isométries de R™ forment un groupe, noté Isom(R"), et toute isométrie f €
Isom(R™) s’écrit de fagon unique comme la composée d’une translation et d’une
matrice orthogonale : f =7, 0 A, pour v € R" et A € O,(R).

On notera bien qu’il n’y a aucune hypothése sur f autre que de préserver la distance
euclidienne, il n’est pas clair a priori que f est bijective par exemple. La conclusion de
cette proposition est donc que f se définit de maniére unique sous la forme f(x) = Az+wv,
avec A orthogonale et v = f(0).

Preuve. Soit v = f(0) € R™. Alors 7, ' o f(0) = f(0) —v = 0. Appelons g = 7, 1 o f.
D’aprés les observations faites précédemment, g est une isométrie, et g(0) = 0. En
particulier, nous avons pour tout x € R", ||g(z)| = |z]|. On va montrer que g
préserve le produit scalaire (.,.) dont dérive la norme.

Rappelons la formule de polarisation (u,v) = 1(|lu + v[|* — |lul|* — ||v]|?). Nous
avons alors pour tous u,v € R"

(9(u), 9(v)) = —%(HQ(U) — 9@ = g1 = llg()II*)
1

= =5 (lu= ol = Jull® = Jol*) = (u,v),
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puisque d(g(u),g(v)) = d(u,v). Ainsi, g préserve le produit scalaire. On montre
qu’elle est linéaire par le calcul suivant :

lg(z +y) — g(z) — g@)I* = lg(@ + v)II> + lg(@) 1> + lg)]I* — 2{g(x + v), 9())
—2(g(z +y),9(y)) — 2(g(x), g(y))
= |l +yl* + llzl* + lylI*> — 2(z + ¥, z)
- 2(z +y,y) — 2(z,y)
=z +y)—z—y|*=0.

Ainsi, g(x +y) = g(x) + g(y) pour tous z,y € R"™. On vérifie par la méme méthode
que g(Az) = Ag(x) pour tout A € R et z € R".

Ainsi, g € L(R") et elle préserve le produit scalaire euclidien standard : g €
O, (R). Puisque g = 7,! o f, on en déduit f = 7, 0 g et on obtient l'existence de la
décomposition annoncée. En particulier, ceci montre que tout isométrie est bijective,
puisque les translations et les matrices orthogonales le sont.

Pour 'unicité, si f = 7, o g est une telle décomposition, on I’évalue en 0 pour
obtenir v = f(0) qui est donc uniquement déterminé. On a alors nécessairement
g =7, o f quiest aussi uniquement déterminé.

Vérifions enfin que Isom(R") est un sous-groupe de Bij(R"™). Il est non-vide
puisqu’il contient l'identité. On a déja vu qu’il est stable par composition. Enfin
pour toute f € Isom(R"), on a

d(f (@), FH (W) = d(F(f @), f(F 1 () = d(=, ),
montrant que 'inverse (qui existe) de f est également une isométrie. O

Insistons lourdement : Isom(R™) n’est pas un sous-groupe du groupe linéaire de R" :
les translations ne sont pas des applications linéaires. C’est en revanche un sous-groupe
du groupe affine de R™. Rappelons sa définition (qui n’est pas la plus intrinséque, mais
convient pour ce qui nous intéresse) :

Définition 1.35

On appelle application affine de R" toute fonction f : R®™ — R" de la forme
f(z) = Az 4 v, ot A € GL,(R) et v € R", c’est-a-dire de la forme f =7, 0 A.

Proposition 1.30

Si f est une application affine de R", alors I’écriture f = 7,0 A est unique. L’ensemble
des applications affines de R™ forme un groupe pour la composition. Si on identifie
une application au couple (4,v) € GL,(R) x R™ qui la définit, alors la loi de
composition se traduit par la régle :

(A1, v1) * (A2,v2) = (A1 A2, 01 + Ajv2).

On va utiliser 'observation suivante.

Lemme 1.3
Pour tout v € R", et tout A € GL,(R), on a

Aoryo A7 = 71y4,.
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Preuve. Pour tout x € R", nous avons
AoTr,0 A v) = A(A7 e 4+ v) = z + Av = Tay(z),

ce qui conclut. O

Comme dans le cas des isométries, si une transformation se met sous la forme f =
Ty o A, alors nécessairement v = f(0) et A = 7_, o f, qui sont donc bien uniquement
déterminés. On peut donc parler de la composante translation 7, et de la composante
linéaire A de f!. Vérifions que I’ensemble des applications affines forme un sous-groupe
de Bijgn. Il est non vide car il contient I'identité. Si on se donne deux applications affines
fi, fa, s’écrivant f; = 7, A;, i € {1,2}, alors on a

fiofa= TlelTvaQ = T, (AlTval_l)AlA2
= TvlTAlvalAQ

= Tvi+Aqv2 (AIAQ)

d’aprés le lemme. Ceci montre bien que la composée des deux est une application affine
d’éléments caractéristiques Ay As et v1+A1vs. On peut également vérifier cela directement
en écrivant :

Vz € R", fio fo(x) = A1(A2x + v2) + v1 = A1 Asx + (v1 + A1v2).
Pour la stabilité par passage a l'inverse, on utilise la méme ruse :
(po Ay t=Atlor , =AY A =1, 1, A7

d’aprés le lemme. L’inverse s’écrit bien comme la composée d’une translation et d’une
application linéaire inversible (dans le bon ordre). Au passage, on observe que le passage
a linverse se traduit par la transformation de (A4,v) en (A™!, —A~1v).

( N\

Proposition 1.31

L’ensemble des translations N = {7,, v € R"} est un sous-groupe distingué de
Aff(R"), et isomorphe & R™. A contrario, le sous-groupe GL,,(R) < Aff(R") n’est
pas distingué, et se caractérise par

GL,(R) = {f € Aff(R") | f(0) = 0},

en d’autres termes, c’est le stabilisateur de 0 pour I’action naturelle sur R™. Enfin,
on a

AfE(R™) = N. GL,(R) et N N GL,(R) = {id}

la premieére identité signifiant que toute transformation affine est produit d’un élé-
ment de N et d'un élément de GL,(R), la deuxiéme impliquant que cette écriture
est unique. Enfin, si g1 = 7,, A1 et g2 = 7, A2, alors leur composée s’écrit

gi192 = TlelTvaZ = Tu, (AlTUQAfl)AlAQ = Tv1+A102A1A2'

1. Encore une fois, ce point de vue n’est pas le bon pour considérer les applications affines, on pourra
se référer notamment au chapitre 1 de [Aud06] pour une construction plus profonde de la géométrie
affine et des transformations affines
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Exercice 1.29

Vérifier que ﬂ gGL,(R)g™! = {id}.
geAff(R")

1.7 Groupe diédral
On identifie R? ~ C de la facon usuelle. Rappelons la définition des similitudes.

Définition 1.36

On appelle similitude directe du plan complexe toute application f: C — C de
la forme f(z) = az + b, ot a,b € C, a # 0. On appelle similitude indirecte toute
application g : C — C de la forme g(z) = az + b, ou a,b € C, a # 0.

Les similitudes (directes et indirectes) forment un groupe pour la composition,
qu’on note Sim(R?).

Via 'identification standard avec R?, en écrivant a = pe’ sous forme polaire, et
b = by + ibg, une similitude directe f(z) = az + b correspond a 'application affine

AN cos(f) —sin(0)\ (x n b1
Y P sin(f)  cos(6) y ba
et une similitude indirecte g(z) = aZ + b a 'application affine
x cos(0) sin(0) x b1
(?J) o (Sin(G) —cos(8)) \y) "\t

Ainsi, Sim(R?) est un sous-groupe du groupe affine Aff(R?), et les isométries sont
les similitudes pour lesquelles le nombre complexe a est de module p = 1.

Proposition 1.32

Le groupe des isométries de R? est distingué dans le groupe des similitudes :

Isom(R?) < Sim(R?).

Preuve. Notons h, € Sim(R?) 'homothétie de rapport p > 0 : h,(v) = pv pour tout
v € R?. Alors, toute similitude f se met sous la forme f = h, o g, ot g € Isom(R?).
Maintenant si ¢ est une isométrie de R?, alors fo po f~! = hp(gcpg_l)hfjl et
gpg~! € Tsom(R?). 1l s’agit donc de voir pourquoi une isométrie conjuguée par une
homothétie reste une isométrie. Le calcul est immédiat :

hpgoh;I(Z) = p(ap™tz +b) = az + pb.

Le coefficient a étant inchangé, le résultat est bien une isométrie. O

Lemme 1.4

Si P et P’ sont deux polygones réguliers & n cotés dans R2, alors il existe une
similitude ¢ € Sim(R?) telle que P’ = ((P).

Soient P et Py deux polygones réguliers a n cotés. On considére G; = {¢ € Isom(R?) :
©(P;) = P} pour i = 1,2. Soit ¢ € Sim(R?) telle que P, = 1 (P;). Alors

Gy = ¢¥Gy1p~ ! dans Sim(R?).

(le vérifier en exercice). Notamment, G1 et G2 sont isomorphes. On peut alors définir le
groupe diédral d’ordre 2n.
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Exercice 1.30
Ou utilise-t-on que 1 est une similitude ?

Définition 1.37

Soit n > 1. Le groupe diédral d’ordre 2n est le groupe abstrait D,, tel que pour tout
polygone régulier & n cotés P, on a

D, ~ {¢ € Isom(R?) : 4(P) = P}.

Remarque 1.22. Si P et P’ sont deux polygones réguliers distincts, en général les groupes
d’isométries les préservant sont distincts. Néanmoins, ils sont toujours isomorphes car
conjugués dans Sim(R?). La structure de groupe est donc la méme, et c’est elle qui nous
intéresse.

Concrétement, on peut comprendre D, en se donnant un polygone qui nous arrange
le plus et en classant ses isométries. Prenons celui dont les sommets sont les racines n-éme
de l'unité dans C, listées dans l'ordre (Sp, ..., Sp—1), ot Sk = e%, pour k=0,...,n—1.
Appelons-le Py. Notons 0 = %TW pour 0 < k<n—1.

Une isométrie de I est donc une isométrie ¢ du plan C qui préserve I'ensemble de ses
sommets. Comme Zogkgnfl eI = 0, 'isobarycentre des sommets de Fy est l'origine
0 € C. Les applications affines préservant les barycentres, on en déduit que ¢(0) = 0, et
¢ est donc linéaire : ¢ € O3(R). Ainsi, il existe a € U = {2z € C : |z| = 1} tel que
©(2) = az (rotation) ou p(z) = az (réflexion).

Notons que la réflexion sq : z — Z préserve Py : précisément, elle fixe Sy et envoie S
sur S,_p pour 1 <k<<n—1

On peut alors décrire explicitement ¢ :

— Ou bien ¢ est directe, c’est une rotation ¢(z) = az, et a = p(1) = ¢(Sy) = Sk
pour un certain k € {0,...,n— 1}, c’est a dire a = e et ¢ est la rotation d’angle
0;.. Inversement, toute telle rotation préserve Fj.

— Ou bien ¢ est indirecte, et alors ¢ o sg est directe, donc de la forme z +— e 2.
On en déduit p(z) = €%z, C'est la réflexion orthogonale par rapport a la droite
dirigée par e/ Inversement, toute telle réflexion préserve P.

En définitive, le groupe diédral D, est isomorphe au sous-groupe d’ordre 2n de O2(R))
suivant :

i _amtoy )0 <5 <1 (S o) 0 <F <)

CSO2(R) CO2(R)\SO2(R)

Notons

R = { (o) ) o<k <n -1} =2z

0 -1
matrice de la réflexion associé a z +— Z, alors le sous-groupe des isométries préservant
Py s’écrit R, U Rys. En fait R,s = sR, et R, est distingué dans le sous-groupe des
isométries préservant Py. Ceci pouvait se déduire directement du fait qu’il est d’indice 2
(cf exercices). Notons r la matrice de rotation d’angle 6, de sorte que r est d’ordre n et
R, = (r). On vérifie qu’'on a alors srs = 7!, la rotation d’angle —6.

. . . 1 0
C’est le sous-groupe (cyclique) des rotations préservant FPy. Si on note s = ( > la
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Proposition 1.33

Identifions D,, au sous-groupe de Isom(R?) préservant Py. Alors en notant r et s
la rotation et la symétrie définies ci-dessus, tout élément g € D,, s’écrit de fagon
unique

g=1*s onie{0,1} et ke{0,...,n—1}.

Dit autrement, si R,, = (r) ~ Z/nZ et S = (s) ~ Z/2Z, alors tout élément de D,
s’écrit de fagon unique comme produit d’un élément de R et d’un élément de S. De
plus, R< D,,. Enfin, si g1 = r*1s% et go = r*25%2, alors

G192 = T'kl 811 ,,,JCQ 812 — rk‘l(sllrk‘z 811)87,1812 — rk‘1+£(11)k‘2 811-{-22

oue(iy) =1—2i; vaut 1 siig =0et —1sid; = 1.
g J

Remarque 1.23. Toute ressemblance avec des structures de groupes existantes rencontrées
précédemment serait purement fortuite.

Si l'ironie de cette remarque n’était pas déja apparue clairement, ce qui suit devrait
parachever le travail.

1.8 Produit semi-direct, Suites exactes courtes, Groupes simples

Dans les exemples que nous venons de voir, on a un groupe G qui admet un sous-
groupe distingué N < G, et un sous-groupe H < G a priori non distingué tels que tout
élément g € GG s’écrit de fagon unique g = nh oin € N et g € G. On peut donc identifier
ensemblistement G et le produit cartésien N x H, et on veut comprendre comment la
loi de G se transporte sur N x H.

Si g1 est associé au couple (n1,h1) et go au couple (ng, ha), quel couple de N x H
correspond au produit g1go 7 La petite ruse consiste simplement & écrire :

9192 = n1hanahs = ny(hinahy )hiha,
N
€

puisque N est distingué dans G. Ainsi, g1 g2 s’écrit comme le produit d’un élément de N
et d’un élément de H :

9192 = (n1(hanghi ")) (hahs).
EN €H

Ceci montre donc qu’en suivant la loi de G, le produit N x H est muni de la loi :
(n1,h1) * (n2, he) = (n1(hanghy ), hihs).

Nous avons vu qu’on peut comprendre intrinséquement ce qu’est la conjugaison hnh ™!
sur les exemples rencontrés. Dans G = Aff(R"), l’action par conjugaison de H = GL,(R)
sur le groupe distingué des translations N = {r,, v € R"} ~ R" se traduit par ’action
linéaire de GL,,(R) sur R"™. Dans le cas de G = D,,, 'action par conjugaison de H = (s)
sur N = R, se fait via sr*s~' = =% pour r € R, la rotation d’angle 27 /n. Plus
généralement, ceci nous conduit & la définition d’un produit semi-direct.

™

Définition 1.38

Soient N et H deux groupes, et ¢ : H — Aut(N) un morphisme. On appelle
produit-semi direct de N par H relativement a ¢, et on note N x, H, le
groupe dont ’ensemble sous-jacent est le produit cartésien N x H, et dont la loi est

33



donnée, pour tous (ny, hy), (n2, he) € N x H, par

(n1, h1).(n2, he) = (n1p(h1)[na], hihz).

Preuve. 1l faut vérifier que ceci définit bien une loi de groupe. Commengons par
'associativité. Soient (n;, h;) € N x H pour ¢ € {1,2,3}. On calcule d’une part

(n1, h1).[(n2, h2).(n3, h3)] = (n1, ha).(n2p(he)[ns], hahs)

(

n1p(h1)[n2p(he)ns]], hihahs)

n1p(h1)[n2](¢(h1) o p(h2))[ns], hihahs)
)[na]

= (
= (
= (
= (n1p(h1)[n2]e(h1h2)[ns], hihahs),

la troisiéme égalité venant du fait que p(h1) est un morphisme de N, la quatriéme
du fait que ¢ est un morphisme de H vers (Aut(NV),o). Et d’autre part

[(n1, 7). (n2, ho)].(n3, hs) = (n1p(h1)[n2], hih).(ns, ha)
= (n1p(h1)[nz)o(hihe)[ns), hihohs).
Ainsi (ny, h1).[(n2, ha).(n3, hs)] = [(n1,h1).(n2, he)].(n3, h3), montrant ’associati-

vité. Vérifions que (e, e) est un élément neutre (on ne s’embéte pas a prendre diffé-
rentes notations pour le neutre de N ou H). Soit (n,h) € N x H. On calcule :

(e;€).(n, 1) = (ep(e)[n], h) = (n, ) car p(e) = idy
et
(n, h).(e, €) = (n(h)[e], h) = (n, h) car Vf € Aut(N), f(e) =e.
Enfin, comme
(n,h).(p(h) " 7Y, h ™) = (e ) = (w(B) "', ™) (0, )

tout élément (n, h) est inversible d’inverse (o(h)~t[n=1], h71). O

Remarque 1.24. 11 faut toujours préciser le morphisme ¢ lorsqu’on parle d'un produit

semi-direct.

Remarque 1.25. Notons qu’on peut toujours prendre le morphisme trivial ¢(h) = idy
pour tout h € H. On voit alors que la loi de produit semi-direct associée est celle du

produit direct N x H de N et H : (n1,h1).(na, ha) = (ning, hihs).
Remarque 1.26. On peut voir ¢ comme une action de H sur N par automorphismes.

Voyons & présent en quoi cette définition englobe ce que nous avons vu précédemment.
La différence majeure (et 'intérét) de ce point de vue est qu’on part de N et H et du
morphisme ¢ pour construire un nouveau groupe G. Alors que dans les exemples, on
avait identifié deux sous-groupes d’un groupe G donné au départ.

Définition 1.39

Soient G un groupe, et N < G un sous-groupe distingué. Soit H un sous-groupe de
G. On appelle action par conjugaison de H sur N l'action ¢ : H — Aut(N) donnée
par

Yh € H, ¥n € N, @(h)[n] = hnh™! € N.

Notons bien que ceci ne peut étre défini que pour un sous-groupe distingué N. Ainsi,
pour tout unifier, il nous suffit de voir qu’étant donnée une action générale ¢ : H —
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Aut(N), les groupes N et H s’identifient a des sous-groupes de G := N x, H, avec N
distingué dans G, tels que tout élément de G s’écrit de fagcon unique comme le produit
d’un élément de N et d’un élément de H, et tels que 'action par conjugaison de H sur
N corresponde a ¢.

Ve

Proposition 1.34
Soient N et H deux groupes, et ¢ : H — Aut(N) un morphisme. Notons G =
N x, H le produit semi-direct correspondant. Notons iy : N — G l'application
in(n) = (n,e) et ig : H — G lapplication ig(h) = (e, h).
} Alors iy et i sont des morphismes injectifs, dont les images sont notées N et
H respectivement. On a alors :

— N« G

— NH=G

— NNH=(ee)
montrant que tout élément de G s’écrit de fagon unique comme le produit d'un

éléement de N et d’un élément de H. De plus, action par conjugaison de H sur NV
est donnée par

im(R)in(n)im(h) ™" = in(@(h)[n]).

Preuve. Exercice. O

Ezemple 1.16. Reprenons I'exemple du groupe affine de R". Soient H = GL,(R) et
N = (R",+). Pour toute A € GL,(R), si on prend ¢4 : R" — R" donnée par
wa(v) = Av, on a bien p4 € Aut(R") (pour la structure additive de R"™), I'inverse
étant bien-siir ¢ 4-1. Définissons alors

¢: GL,(R) — Aut(R")
A = PA.

Alors, le produit semi-direct de R"™ x, GL, (R) est donné par la loi :
(v1, A1).(ve, A2) = (v1 + p(A1)(v2), A1 A2) = (v1 + Ajvg, A1 As).
Ainsi, application

AfF(R") — R"x,GL,(R)
fF=mA — (v,A)

est un isomorphisme de groupes. Ce qu’on condense en disant que Aff(R"™) est iso-
morphe au produit semi-direct de R"™ par GL,(R), pour l'action linéaire de GL,(R)
sur R™.

Exemple 1.17. De méme, Isom(R") ~ R" x, O(n), pour I'action linéaire de ¢ de
O(n) sur R™. On peut en fait restreindre la partie linéaire a tout sous-groupe H de
GL,(R™).

Exemple 1.18. Le groupe diédral D,, d’ordre 2n est isomorphe au produit semi-direct
Z/nZ %y, Z)2Z, ot ¢ : Z/2Z = {*1} — Aut(Z/nZ) est défini par ¢(c) = ek pour
tout € € {£1} et k € Z/nZ (en identifiant Z/nZ & R, et Z/2Z & S = (s)).
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Exercice 1.31
Montrer que &3 ~ D3 (illustrer géométriquement). Expliciter I'isomorphisme &g ~
Z/3Z %, Z /27 correspondant. (On verra une généralisation de ceci plus loin)

Plus généralement, une méthode trés efficace pour comprendre/décrire un groupe G
est d’identifier des sous-groupes strictement plus petits (et mieux compris) N, H < G
avec N <G tels que G ~ N x H pour I'action par conjugaison de H sur N, qu'il s’agit
d’expliciter. Ceci passe nécessairement par une bonne compréhension du groupe Aut(N).

Dans le cadre des groupes finis (et dans celui du programme de I’agrégation), on se
retrouvera principalement & identifier des produits semi-directs entre groupes cycliques,
d’ott notamment 'intérét qu’on va leur porter dans la section suivante.

Pour cloturer cette (longue!) section généraliste, terminons par une définition qu’il
est naturel de prendre a ce stade.

Définition 1.40

Un groupe G est dit simple si ses sous-groupes distingués sont {e} et G.

Les groupes simples sont donc les groupes qu’on ne peut plus "dévisser", c’est-a-dire
qu’on ne peut plus ramener leur étude a celle d’un sous-groupe distingué H strict et
du quotient G/H. Leur role dans la théorie des groupes peut (assez grossiérement) étre
comparé & celui des nombres premiers en arithmétique. D’otl notamment le traitement
spécial qui leur est accordé. Dans le cas des groupes finis, leur classification a été achevée
au début des années 1980, c’est dire 'ampleur de la tache. Ceci déborde bien-siir de notre
programme. Néanmoins, on peut démontrer la simplicité de certains groupes que nous
avons déja rencontré. Ceci peut faire 'objet de trés beaux développements.

,—[Théoréme 1 .9] N

Pour tout n > 5, le groupe A,, des permutations paires est simple.

\ J

( Corollaire 1.3

Pour n > 5, on a D(&,,) = A, et D(A,) = A,.

\ J/

Preuve. Les groupes &,, et A, sont non-abéliens (ici pour n > 5), puisqu’il suffit de
considérer par exemple (12 3) et (34 5). Leurs groupes dérivés sont donc # {id}. Par
simplicité de A, on en déduit D(A,) = A, puisque D(G) <G pour tout groupe G.
Ensuite, comme £([o1, 02]) = 1 pour toutes permutations 1,02, on a 4, = D(A,,) C
D(6&,,) C A,, toutes ces inclusions sont donc des égalités. O

Remarque 1.27. Pour n = 4, le groupe A4 contient un sous-groupe distingué d’ordre 4 :
celui formé par les doubles transpositions. Pour n = 3, Az est simple car isomorphe a
Z/3Z. D’ailleurs :

Proposition 1.35

Le groupe additif Z/nZ est simple si et seulement si n est premier.

Preuve. Comme il est abélien, cela revient a dire qu’il n’admet pas de sous-groupe
strict non-trivial, ce qui est une conséquence du théoréme de Lagrange si n est
premier, et si n n’est pas premier, il suffit de regarder le sous-groupe engendré par d
pour un diviseur non-trivial de n. ]
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(Ceci ne peut pas faire 'objet d’'un développement bien entendu!)

. 1.10]

Le groupe SO3(R) est simple. Plus généralement, le groupe PSO, (R) est simple
pour n = 5.

Rappelons que PSO,,(R) désigne le quotient de SO, (R) par son centre.

Exercice 1.32

Déterminer le centre de SO, (R).

Le cas de SO4(R) est trés intéressant, et relié aux quaternions (cf ref). On termine
sur deux petites propositions qu’il est bon d’avoir en téte.

Proposition 1.36

Soient G un groupe simple et H un groupe quelconque. Tout morphisme f : G — H
est soit injectif, soit trivial, i.e. f(g) = e pour tout g € G.

Preuve. ker f 1 G. 0

Proposition 1.37

Soit G un groupe simple et non abélien. Soit H un groupe abélien. Alors tout mor-
phisme f : G — H est trivial, i.e. ker f = G.

Preuve. Comme G est simple et non abélien, D(G) = G puisque D(G) < G. Comme
H est abélien, on a

Yg1,92 € G, f([91,92)) = (919297 ' 95 ") = [F (1), f(g2)] = em.

Par définition de D(G), on en déduit f(g) = e; pour tout g € D(G) = G. O

Ezemple 1.19. Tout morphisme SO3(R) — (R, +) est trivial.

Exercice 1.33
Quels sont les groupes simples et abéliens ?

Exercice 1.34

Sans utiliser la simplicité, comment voir que tout morphisme f : A, — (R*, x) est
trivial 7

2 Groupes abéliens finis

Rappelons que dans un groupe abélien, tout sous-groupe est distingué. Nous pouvons
donc quotienter librement en toute impunité.
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2.1 Structure des groupes cycliques : Retour sur Z/nZ

Comme son nom l'indique, Z/nZ est le groupe quotient du groupe additif Z par son
sous-groupe nZ, ou n > 1. On a vu que c’est le prototype du groupe cyclique d’ordre
n :si G = (g) est un groupe cyclique d’ordre n, alors G ~ Z/nZ un isomorphisme
étant donné par k € Z/nZ — ¢ € G. Ainsi, comprendre Z/nZ, c’est comprendre tous
les groupes cycliques, notamment les sous-groupes engendrés par un élément de torsion
dans un groupe quelconque.

En utilisant 'unicité dans la division euclidienne, on voit que {0,1,...,n — 1} forme
un systéme de représentant dans Z pour la relation d’équivalence définissant Z/nZ :

Z/nZ ={k, k€ Z}={0,1,...,n—1}.

Rappelons qu’il y a plus que la structure additive dans Z/nZ.

Proposition 2.1

Le groupe Z/nZ admet une unique structure d’anneau (commutatif, unitaire) telle
que la projection canonique Z — Z/nZ soit un morphisme d’anneaux.

Preuve. Ceci découle du fait que nZ est un idéal de Z. O

Concrétement, si k1, ko € Z /nZ, leur somme et leur produit sont donnés par ki+ko =
ki + ko et ki.ko = k1ks (ces expressions sont bien définies et on a bien la propriété de
distributivité). Un élément k est inversible (sous-entendu pour le produit) s’il existe ¢
tel que k.0 = 1. Lorsqu’il existe 'inverse est unique. L’ensemble des éléments inversibles
de Z/nZ forme un groupe pour la multiplication.

Définition 2.1

On appelle groupe des inversibles, et on note (Z/nZ)*, le groupe des éléments
inversibles de Z/nZ.

Rappelons que l'indicatrice d’Euler se définit par

on)={kell,...,n—1] : kAn=1}

Proposition 2.2

Un élément de Z/nZ est inversible si et seulement s'il s’écrit k, avec k An = 1. Par
conséquent, |(Z/nZ)*| = ¢(n), o p(n) désigne l'indicatrice d’Euler.

Remarque 2.1. Notons que la condition £ A n = 1 est indépendante du choix du repré-
sentant : si k — k' € nZ, alors k est premier avec n si et seulement si k' est premier avec
n.

Rappelons que 'indicatrice d’Euler se définit par

on)={kell,...,n—1] : kAn=1}

Preuve. Soit k € Z un représentant d’un élément inversible. Par définition, il existe
¢ € Z tel que k¢ = 1. Ainsi, il existe par définition encore u € Z tel que k/ — 1 = un.
Ainsi, kf — un = 1, montrant que k etn sont premiers entre-eux par le théoréme de
Bézout. Inversement, si k An = 1, alors toute relation de Bézout ku+nv = 1 montre
que ku = 1 montrant que k est inversible. ]
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En particulier,

,—[Théoréme 2.1] N
Pour tout nombre premier p, 'anneau Z/pZ est un corps.

p
Proposition 2.3

Un élément k € Z/nZ est un générateur du groupe additif (Z/nZ, +) si et seulement
sike€(Z/nZ)".

(S J

Noter que k est un générateur si et seulement s’il est d’ordre n.

Preuve. k est un générateur si et seulement si 1 € (k) si et seulement si il existe £ tel
que L.k =k =1 si et seulement si k est inversible. O

Proposition 2.4

Pour tout p premier et a > 0 entier, on a ¢(p*) = p

Preuve. Un entier k € [1,p* — 1] est premier & p® si et seulement s’il n’est pas
divisible par p. Les entiers divisibles par p compris entre 1 et p® — 1 sont les pk, avec
1<k<p® ! —1. Dot p(p%) = p* — p*~ L. O

On peut alors déterminer l'indicatrice d’Euler griace au théoréme suivant, appelé
théoréeme chinois.

Théoréme 2.2}

Soient n,m > 1 deux entiers premiers entre-eux. On a un isomorphisme d’anneaux

Z/nmZ ~7Z/nZ x Z/mZ.

Preuve. Considérons ’application

f: Z — Z/nZxZ/mZ
ko= (klnl, km])

otl k[n] désigne la classe de k dans Z/nZ. Il est immédiat que f est un morphisme
d’anneaux. Son noyau est formé des éléments k qui sont a la fois divisibles par m et n.
Puisqu’ils sont premiers entre-eux, par le lemme de Gauss, un élément k € Z est dans
le noyau de f si et seulement s’il est divisible par nm. Autrement dit, ker f = nmZ.
Par le théoréme de factorisation, on en déduit que f induit un morphisme d’anneaux
injectif f : Z/nmZ — Z/nZ x Z/mZ. Par égalité des cardinaux, f est surjectif et
réalise donc un isomorphisme. O

On déduit du théoréme chinois que ¢(nm) = @(n)p(m) pour m, n des entiers premiers
entre-eux. Notamment, si n = p{™* ... p* est la décomposition de n en facteurs premiers,
ol les p; sont deux & deux distincts, alors

p(n) = 1™ =p™") lf[ <1 - >
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Remarque 2.2. Cette formule théorique est difficile & implémenter dans la pratique puis-
qu’elle implique de connaitre les facteurs premiers de n. Ceci joue un réle en cryptographie
(notamment pour le codage RSA 2).

Théoréme 2.3}

Le groupe des automorphismes Aut(Zan, +) s’identifie au groupe des inversibles
(Z/nZ)*. L’automorphisme associé a ko € (Z/nZ)* est {k — ko.k}.

Preuve. On a clairement une injection (Z/nZ)* < Aut(Z/nZ). Il nous faut voir
qu'elle est surjective. Si f est un automorphisme quelconque, notons ko = f (1).
Alors, pour tout k € [0,n — 1], on a f(k) = f(1+---+1) = k.kg = ko.k. Comme f

est surjectif, 1T admet un antécédent, ce qui signifie que ko € (Z/nZ)*. O

Ainsi, la compréhension des automorphismes de Z/nZ est ramenée a celle du groupe
des inversibles, qui, d’aprés le résultat précédent, est isomorphe au groupe produit des
(Z/p*Z)*. On est donc ramenés au cas ou n = p®. On sait que le groupe est d’ordre
o(p*) = p* — p*~ 1. Il est en faitae lui-méme cyclique, sauf dans le cas p =2 et a > 2.

Théoréme 2.4]
Soit p > 2 un nombre premier. Alors (Z/p*Z)* est cyclique. ]

Preuve. Voir |Per96] pour les détails. On montre que = 1 + p, qui est un inversible,
est d’ordre p®~! dans Z/p®Z. Si on trouve un élément d’ordre p — 1, alors on a fini
en vertu du lemme (& vérifier en exercice) :

Lemme 2.1

Si G est un groupe commutatif, et si x,y € G sont d’ordre n,m avec n Am =1,
alors zy est d’ordre nm.

Tout repose alors sur le cas @ = 1, qui est un cas spécial d’'un résultat sur les
corps finis.

Théoréme 2 .5}

Pour tout nombre premier p, le groupe (Z/pZ)* est cyclique, donc isomorphe a

Z/(p—1)Z.

2. Voir par exemple ces notes de D. Perrin
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Preuve. Le point clé est la propriété suivante : Pour tout d > 1, dans le corps
Z/pZ, I'équation ¢ = 1 a au plus d solutions. Bien-stir, ceci provient du fait
que le polynome X% — 1 a au plus d racines.

Dés lors, considérons z un élément d’ordre d dans (Z/pZ)*. Par définition, le
sous-groupe cyclique (x) est d’ordre d, et tout élément y € (z) vérifie y? = 1. Par
conséquent, (z) est I'’ensemble des solutions de I’équation ¢ = 1 par cardinalité.
En particulier, tout autre élément d’ordre d est dans (z). Il y a donc précisément
©(d) éléments d’ordre d dans (Z/pZ)*.

Ainsi, étant donné un diviseur d de p — 1, ou bien il n’y a aucun élément
d’ordre d, ou bien il y a ¢(d) éléments d’ordre d. En regroupant les éléments
selon leur ordre, on a :

p—1=|(Z/pZ)*| = Z Card{z € (Z/pZ)* : x d’ordre d}
dlp—1

< p(d)

dlp—1

=p—1.

Ainsi, toutes les inégalités sont des égalités, et pour tout diviseur d, il existe des
éléments d’ordre d. En particulier, il existe un élément d’ordre p — 1, montrant
la cyclicité. ([l

Remarque 2.3. La preuve du Théoréme 2.5 se transpose verbatim a la situation ou
Z/pZ est remplacé par un corps fini.

On peut terminer la preuve. On considére 'application naturelle f : Z/p*Z —
Z /pZ (exercice : comment la définir 7). On vérifie qu’elle induit un morphisme surjec-
tif g : (Z/p*Z)* — (Z/pZ)*. Soit alors x € (Z/p*Z)* un antécédent d’un générateur
de (Z/pZ)*. Nécessairement, I'ordre de x est divisible par p — 1. Ceci montre donc
qu’une certaine puissance de x est d’ordre p — 1.

Comme on a vu qu’il existe un élément d’ordre p®~!, qui est premier avec p—1, on
en déduit par le Lemme ?? qu'il existe un élément d’ordre (p — 1)p®~! = |(Z/pZ)*|,
d’ott la cyclicité dans le cas général. O

W

Théoréme 2.6 ]

Pour tout a > 3 entier, on a (Z/2%Z)* ~ Z/2Z x Z /2%~ 2Z. Il n’est donc pas cyclique.

|

Preuve. |Per96] U

Exercice 2.1

Le vérifier directement dans le cas de Z/8Z.

[ Proposition 2.5
Soit n > 1. Alors pour tout d diviseur de n, il existe un unique sous-groupe d’ordre
d de Z/nZ. En notant ¢ = n/d, il s’agit du sous-groupe engendré par /, i.e. la
projection de ¢Z dans Z/nZ.

&
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Preuve. Soit 7 : Z — Z/nZ la projection canonique. Soit H C Z/nZ un sous-groupe.
Considérons H' = m~!(H) : c’est un sous-groupe de Z, et il contient 7—({0}) = nZ.
D’apreés 'exercice ref, il existe k € N tel que H = kZ, et on a de plus nZ C kZ,
c’est-a-dire k divise n.

Comme k engendre additivement H' = kZ, on en déduit que 7(k) engendre
H = w(H'). Ceci montre que H est cyclique, il est d’ordre d := n/k. O

2.2 Théoréme de structure des groupes abéliens finis

Commencgons par prendre la définition générale suivante.

Définition 2.2

Un groupe G est dit d’ezposant fini s’il existe un entier k > 1 tel que g* = e pour
tout g € G.

Dans ce cas, {k € Z | Vg € G, g* = e} est un sous-groupe non-trivial de Z, donc
de la forme mZ, ou m > 1. L’entier m est alors appelé I'exzposant de G.

Ezemple 2.1. 1. Tout groupe fini est d’exposant fini, et son exposant divise I’ordre
du groupe.

2. Le groupe additif G = (Z/2Z)N des suites & valeurs dans Z/2Z est infini et
d’exposant fini (égal a 2).
3. Le groupe (Z,+) n’est pas d’exposant fini.

4. L’exposant de &3 vaut 6, mais il n’existe aucun élément d’ordre 6.

Rappelons qu’on note w(g) l'ordre d’un élément.

Proposition 2.6

Un groupe G est d’exposant fini si et seulement si tout élément est d’ordre fini et
{w(g), g € G} est fini. Dans ce cas, son exposant est le ppcm des ordres de ses
éléments.

Preuve. Pour le sens direct, 'ordre de tout élément doit diviser I’exposant m de G,
donc {w(g), g € G} est contenu dans l’ensemble des diviseurs de m qui est bien-str
fini. Pour la réciproque, si X = {w(g), g € G} est fini, alors en prenant pour k
le ppem des éléments de X, on a g* = e pour tout ¢ € G, montrant que G est
d’exposant fini.

Si on suppose G d’exposant fini, alors avec les notations précédentes, on vient de
voir que m|k. D’autre part, pour tout g € G, comme g" = e, on a w(g)|m. Ainsi, m
est un multiple commun a tous les w(g), g € G, d’ou k|m. O

Proposition 2.7
Soit G un groupe abélien fini. Alors, il existe un élément g € G dont l'ordre est
I’exposant de G.

Preuve. Puisque G est fini, il existe un élément gg € G tel que

w(go) = max{w(g), g € G}.

Montrons par absurde que w(go) est 'exposant de G, ce qui conclura. Supposons
donc qu'il existe g € G tel que w(g) ne divise pas w(gp). En considérant leurs décom-
positions en facteurs premiers, cela signifie qu’il existe un nombre premier p, deux
entiers a,, 8 € N* tels que o < (3, et deux entiers kg, k € N* tels que kgAp = kAp =1
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,—[Théoréme 2. 71

et

w(go) = p®ko et w(g) = pk.

Comme (go)P" est d’ordre kg et g* est d’ordre p? puisque ko et p? sont premiers
entre-eux et que GG est abélien, nous obtenons en vertu du Lemme 7?7 que I’élément
g1 = (90)?" g* est d’ordre pPk > p®k = w(go) : contradiction. O

Enoncons & présent le résultat principal de cette section.

J

Soit G un groupe abélien fini. Alors il existe une suite d’entiers di,...,d, > 1 tels
que pour tout ¢ € [1,n — 1], di|diy1 et

G~ (Z)d\Z) % (Z/doZ) x - x (Z)dyZ).

De plus, une telle suite est unique au sens ou si dj, . .., d,, est une autre suite vérifiant
dj|d;, pour tout i € [I,m — 1] et G ~ (Z/d\Z) x --- x (Z/d,,Z), alors n = m et
d; = d;; pour tout ¢ € [1,n].

J

On notera que d, est 'exposant de GG. Pour montrer ce résultat, on va utiliser un

résultat qui assure le prolongement des caractéres sur un groupe abélien fini.

Proposition 2.8

Soit G un groupe abélien fini et soit H < G un sous-groupe. Soit xo : H — C* un

morphisme. Alors il existe un morphisme y : G — C* tel que xo = x|#u-

Preuve. On procéde par récurrence forte sur [G : H].
Si H est un sous-groupe d’indice 1, alors le résultat est évident puisque H = G.

Supposons que pour 1 < k < |G|, tout caractére défini sur un sous-groupe H
d’indice au plus k s’étend en un caractére de G. Montrons que la proposition est

vraie pour les sous-groupes d’indice k + 1.

Soit donc H un sous-groupe d’indice k + 1 dans G et soit xo un caractére de H.
Comme k + 1 > 1, H # G et on peut choisir g ¢ H. Soit n 'ordre de gH dans le
groupe quotient G/H (bien défini car G est abélien). Ainsi, n est le plus petit entier

strictement positif tel que ¢ € H. Noter que n > 2.

Soit H' = {hg*, h € H, k € Z} le sous-groupe engendré par H U {g}. Comme
|H'| > |H|, on peut lui appliquer '’hypothése de récurrence, et il nous suffit donc

d’étendre xo & H’, qui s’étendra alors a tout G par hypothése de récurrence.

Choisissons z € C* tel que 2" = xo(g") et montrons qu’'on peut étendre x( en
un caractére xg : H' — C* tel que xlg = xo et xy(9) = z. Tout élément de H'
se met sous la forme hg¢®, mais de facon non nécessairement unique. Néanmoins, si
hlgk1 = h29k2 pour hi,ho € H et k1, ko € Z, alors h1h2_1 = gkrkl, d’ou Pexistence

de a € Z tel que ko — k1 = an. Ainsi

x0(h2)2* = x0(h2) 22" = x0(h2)x0(g"™)*2"
= Xo(hag®™) 2"
= Xo(hl)zkl.

Ainsi, quelle que soit Vécriture ' = hg®, h € H, k € Z d’un élément de H’, la valeur
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de xo(h)z*F € C* est la méme, et nous pouvons bien définir une application

xo: H — C*

hg® Xo(h)zk

dont il est immédiat de vérifier que c’est un morphisme de groupes, donc un caractére
de H' qui étend y(. D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe un caractére y : G —
C* tel que x|g = x{, donc a fortiori x|m = xo, ce qui termine la récurrence. U

Preuve de l'existence de la décomposition. Soient m > 1l'exposant de Get h € G
un élément d’ordre m. Soit H; = (h). Soit xo : G — C* le morphisme tel que pour tout
k € Z, xo(h¥) = exp(%) € Uy, (qui est bien défini puisque h est d’ordre m). Soit
X : G — C* étendant xo. Comme m est 'exposant de G, on a ¢g"* = e pour tout g € G,
et donc x(G) C U,,. Soit G1 = ker x. Alors, d’'une part G N Hy = {e}, et d’autre part,
si g € G, comme xo(Hy) = Uy, il existe h € Hy tel que x(g) = x(h), d’'ott gh™! € Gy, ce
qui montre que G = GG1 H1. Donc, G est isomorphe au groupe produit G; x Hy. On pose
dy = m. Si G1 n’est pas cyclique, alors on appelle d; I'exposant de G1, qui nécessairement
divise celui de GG et on applique ce qu’on vient de faire & Gy, pour obtenir un sous-groupe
G5 C (7 et un sous-groupe cyclique Ho C G7 d’ordre d; tels que G; >~ Go x Hy. En
itérant le processus, on définit ainsi une suite finie Gy, C Gr_1 € --- € G1 € Gg = G telle
que G # {e} est cyclique, et si d; est ’exposant de G ; alors pour tout i € {0,...,k—1},
il existe H;y1 C G; cyclique d’ordre d; tel que Giy1 N Hip1 = {e} et Gi = Git1Hiy1.
On prend enfin dp = |Gi| et on a dg|dg_1]|...|d1|do et G est isomorphe au produit
(Z/dpZ) x --- x (Z/dpZ). En réordonnant la liste, on obtient bien la décomposition
annonceée.

Preuve de 'unicité de la décomposition Considérons deux telles décompositions.
Alors, nécessairement l'exposant de G est d,,, mais aussi d,,,. D’ou d,, = d},,. On voudrait
alors « simplifier » les deux membres de (Z/d1Z) x --- x (Z/dpZ) ~ (Z/d\Z) x --- X
(Z/d,,Z) par Z/d,Z et pouvoir appliquer le méme argument en cascade. On utilise pour
cela le résultat suivant, laissé en exercice.

Exercice 2.2

Soit G un groupe et soient Hy < G et Ha < G deux sous-groupes distingués. Montrer
que s'il existe f € Aut(G) tel que f(H;) = Ha, alors G/H; ~ G/Hs.
Donner un contre-exemple si on suppose seulement H; ~ Ho.

Dans le cas présent, nous aurons donc quasiment conclu aprés avoir prouvé :

Lemme 2.2

Soit G un groupe abélien fini. Soient g1, g2 € G deux éléments dont I'ordre est égal &
lexposant de G. Alors, il existe un automorphisme f € Aut(G) tel que g2 = f(g1).

Autrement dit, le groupe Aut(G) opére transitivement sur I'ensemble des éléments
d’ordre maximal de G.

Démonstration. D’aprés ce qui précéde, on a existence d’entiers dy| - - - |d,, tels que G ~
(Z/d Z) x -+ x (Z/d,Z). Soit k < n le plus petit entier tel que dy = d,,. Notons d = d,,
I'exposant de G. Alors, un n-uplet (z1,...,2zy,) € (Z/d1Z) % --- x (Z/d,Z) est d’ordre
d si et seulement s'il existe ¢ € {k,...,n} tel que z; est un générateur de (Z/dZ,+).
Appelons zy 1'élément (0,...,0,1), qui est donc d’ordre d. Si = (x1,...,z,) est un
élément d’ordre d quelconque, il s’agit de trouver un automorphisme de G qui envoie xg
sur .
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Etant donnée une permutation o : {k,...,n} — {k,...,n}, 'application ¢, : G — G
définie par 0o (y1,---,Yn) = (Y15 Yk—1:Yo(k)s - - - » Yo(n)) €St un automorphisme de G. 3
Ainsi, comme on sait qu’il existe ¢ € {k,...,n} tel que x; est inversible dans Z/dZ, on
peut se ramener au cas i = n & 'aide d’'un automorphisme de la forme ., i.e. on peut
supposer que x,, est inversible dans Z/dZ, ce que nous faisons dés a présent.

Définissons H = {(y1,...,Yn-1,0), vi € Z/d;Z}, K = (x) et Ko = (x¢). Puisque la
derniére composante de z est inversible dans Z/dZ, tout comme celle de x(, nous avons
HNK = HnNKy={0}. Par conséquent, les applications

© : HxK — G ot ©o - HxKy — G
(y,2) — y+=z (y,2) = y+=z

sont injectives, donc bijectives par cardinalité, donc des isomorphismes de groupes. No-
tons « : Ky — K lisomorphisme tel que a(zg) =z et & = (id,a) : H x Ko — H x K.
Alors, 1 = podao (pg)~! € Aut(G) et ¥(xg) = z, ce qui termine la preuve. O

Ainsi, étant donné un groupe abélien fini G, s’il existe deux isomorphismes ¢; : G —
(Z)d\Z)x - -x(Z)dpZ) et o : G — (Z)d\Z)x---x(Z/d],Z) avec d;|- - |dp et di|---|d),,
alors d,, = d, est Vexposant de G, et si Hy = ¢;(Z/d,Z) et Hy = ¢5,(Z/d,Z),
alors il existe ¥ € Aut(G) tel que Hy = 1(H;) d’aprés le résultat précédent, et donc
G/H, et G/Hy sont isomorphes. Appelons 7y : (Z/d1Z) x -+ X (Z/d,Z) — (Z/d\Z) x
o X (Z)dp12Z) et wo : (Z)dYZ) x -+ x (Z)d),Z) — (Z/d\Z) x --- x (Z/d],_1Z) les
projections sur les n — 1 et m — 1 premiéres coordonnées. Alors, H; = qbl_l(ker m1) et
Hy = ¢y !(ker m3). En appliquant le théoréme de factorisation a ¢; o 71 et ¢ o o, on en
déduit que G/Hy ~ (Z/d1Z) X -+ x (Z/dp—1Z) et G/Hy ~ (Z/d\Z) x --- x (Z/d),,_,Z).

Une récurrence finie permet alors de conclure.

3 Groupes finis généraux : Théorémes de Sylow et un peu
de zoologie

On s’intéresse & présent aux groupes finis qui ne sont plus nécessairement abéliens.
On rentre alors en contact avec une faune nettement plus variée et riche. Notre objectif
modeste sera de savoir décrire les groupes de petit cardinal ou bien dont ’ordre est d’une
forme assez spéciale. Les outils centraux sont les théorémes de Sylow qui permettent de
comprendre certains sous-groupes d’un groupe fini G a 'aide de considérations arithmé-
tiques élémentaires.

3.1 Théoréme de Cauchy

On donne pour commencer le cas général du théoréme de Cauchy.

Théoréme 3. 1}

Soit G un groupe fini d’ordre n, et soit p un facteur premier de n. Alors il existe un
élément d’ordre p dans G.

Preuve. Nous cherchons a voir que ’équation gP = e a au moins deux solutions dans
G, puisque g = e est solution évidente. L’idée est de s’intéresser & une question un
peu plus générale : les p-uplets d’éléments de G dont le produit vaut e. Considérons

X={(91,--,9p) EGP : g1...gp =€}

In—x O
0 A
morphisme de G via son action linéaire sur les coordonnées.

3. Plus généralement, toute matrice de la forme ( ) ,ou A € GL(Z/dZ), produit un auto-
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Notons que si g1 ...gp, = e, alors g2...gp91 = gl_l(gl ...9p)g1 = e. Ainsi, en notant
c= (12 --- p), nous avons (gi,..-,9p) € X = (ge(1),--->9e(p)) € X, i-e. X est
stable par permutation circulaire. On dispose donc d'une action de H := Z/pZ sur
X donnée par :

k'(gh cee 7gp) = (gck(l)’ ce ’gck(p))'

Notons qu’'un élément x € X est fixé par H si et seulement §’il est de la forme
r=(g,...,9) avec g € G vérifiant g = e. Notons X I’ensemble des points fixes de
H. LI’équation aux classes pour cette action nous donne

1X =gx" + ) fH.a.
TER

ol R est un systéme de représentants des H-orbites non-réduites & un point fixe.
Or, p étant premier, pour tout * € R, comme H, C H, on a H, = {0}. D’ou
fH.x = §(H/H,) = p. L’équation aux classes implique donc que

tX = X7 mod. p.
D’autre part, on peut dénombrer facilement X : il suffit de I’écrire sous la forme

X = {(917"'7gp715 (gl ---gpfl)_l)v g1,---,9p—1 S G}

Ainsi, £X = |G|P~!. En particulier, il est divisible par p, et donc X est divisible
par p. Comme (e,...,e) € X7 £ on en déduit X7 > p > 2, ce qui termine la
preuve. ]

3.2 Théorémes de Sylow

Soit p un nombre premier. Soit G un groupe fini d’ordre n > 1. Supposons que
divise n. On écrit n = p*m, ou pAm=1et a > 0.

Définition 3.1

On appelle p-Sylow de G tout sous-groupe H < G d’ordre p®. Plus généralement,
un p-sous groupe de G est un sous-groupe de G dont 'ordre est une puissance de p,
c’est-a-dire de la forme p?, avec nécessairement 3 < « par le théoréme de Lagrange.

Le théoréme de Cauchy montre que si p divise 'ordre de G, alors G admet des sous-
p-groupes (avec 3 = 1). Le premier théoréme de Sylow raffine ceci.

Théoréme 3.2 (Sylow 1)}

Soit G un groupe fini et p un facteur premier de |G|. Alors G contient un p-Sylow.

Une premiére preuve.

Preuve. On commence par vérifier le théoréme dans le cas spécial G = GL,,(F,), qui
8 19 —1\ S _ n(n—1)

est un groupe fini d’ordre (p" —1)(p" —p)---(p" —p" ) = p*m, ol a = =5 et

p Am = 1. En considérant le sous-groupe S < G formé des matrices triangulaires

supérieures a diagonale unité :

'

1 s12 --- S1n
1 SQ,n ) '
S = : s €EFp 1<i<j<n
1
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On dénombre |S| = p®, puisque o = "(n;l) est précisément le nombre d’entrées des

parameétres s;;. Ceci montre que S est un p-Sylow de G.
Pour passer au cas général, on prouve le lemme suivant, qui sera réutilisé plus
loin.

Lemme 3.1

Soient G un groupe fini, H < G un sous-groupe et S < G un p-Sylow de G.
Alors il existe g € G tel que H N gSg™! est un p-Sylow de H.

Preuve. Considérons le quotient a droite X = G//S. C’est un ensemble fini d’ordre
m = n/p® sur lequel G agit (transitivement) par translation a gauche. On écrit
I’équation aux classes pour la restriction & H de cette action :

m=4X = |H|/|Hl,

TER

ol R C X désigne un systéme de représentants des H-orbites, et H, le stabili-
sateur d'un point z de X. Déterminons le stabilisateur H, d’un point z = ¢S5
(un point de X est une classe a droite de S). Pour tout h € H, h € H, <=
hgS = gS <= g 'hge€ S <= hcgSg~!. Ainsi, H, = HN(gSg™!).
Remarque 3.1. Noter que cela ne dépend pas du représentant g de .

Puisque p est premier & m, I’équation ci-dessus implique qu’un terme de la
somme de droite n’est pas divisible par p. Il existe donc z € X tel que H, est un

p-Sylow de H. Le lemme est donc prouvé en prenant un représentant quelconque
g de . O

Lemme 3.2

Tout groupe fini G est isomorphe & un sous groupe de GL,(K), ou n = |G| et
K est un corps quelconque.

Preuve. 1l s’agit de construire un morphisme injectif de G vers un tel groupe
linéaire. D’aprés le théoréme de Cayley ref, on a un morphisme injectif G — &,,.
Or, les matrices de permutation donnent également un plongement o € &,, —
P, € GL,(K). Rappelons que P, est la matrice dans la base canonique (e;) de
'endomorphisme défini par u,(ex) = e,(x) pour tout k € [1,n]. La composition
de ces deux morphismes injectifs reste injective, et son image est un sous-groupe
de GL,,(K) isomorphe & G, comme annoncé. O

On conclut la preuve du théoréme en appliquant le Lemme 3.1 & G = GL,,(F,),
S le sous-groupe des matrices triangulaires unipotentes, et H un sous-groupe de G
isomorphe au groupe fini qui nous intéresse. O

Une deuxiéme preuve.
Attention il n’y a pas forcément unicité du p-Sylow. Néanmoins,

Théoréme 3.3 (Sylow 2)}

Soit G un groupe fini et p un facteur premier de |G|. Alors, ses p-Sylow sont conjugués
deux a deux.

Autrement dit, si S et Sy sont deux p-Sylow de G, alors il existe g € G tel que

Sy =gS1g7 "
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Preuve. Soient S1, Sy < G deux p-Sylow de GG. On applique le Lemme 3.1 en prenant
H = S5 et S = S;. Nous avons alors existence de g € G tel que S3 N (gS1g™") est un
p-Sylow de Ss. Par définition, ceci signifie So N (gS1g™!) = S, i.e. So C gS1971, et
donc Sy = ¢S1g~! par cardinalité. O

Une conséquence trés importante dans la pratique :

Corollaire 3.1

Soit G un groupe fini et p un facteur premier de |G|. Si G admet un unique p-Sylow
S, alors S <@.

Preuve. Pour tout g € G, la conjugaison i, : h € G ghg™ € G est un automor-
phisme de G, en particulier une bijection. Donc pour toute partie finie A C G, i4(A)
et A ont méme cardinal.

Soit S le supposé unique p-Sylow de G et soit g € G. Alors gSg~" est un sous-
groupe de G dont l'ordre est le méme que celui de S. Par définition, gSg~! est donc
lui aussi un p-Sylow. Par unicité, on en déduit gSg~—' = S, et ceci quel que soit g.
D’ou le résultat. 0

1

Le dernier résultat permet de dénombrer les p-Sylow, notamment de voir s’il y
unicité.

,—[Théoréme 3.4 (Sylow 3)]

Soit G' un groupe fini d’ordre p“m, avec p Am =1 et a > 1. Soit n, le nombre de
p-Sylow de G. Alors,

1. n, divise m.

2. np = 1 mod. p.

Preuve. Soit X = Syl,(G) C P(G) l'ensemble des p-Sylow de G. Comme observé
précédemment, si S € X et g € G, alors gSg~' € X. Ceci montre que G agit sur X
par conjugaison et le Théoréme 3.3 montre que cette action est transitive.

D’apreés ref, on déduit que pour tout S € X, X est en bijection avec G/Gg, ou
G désigne comme d’habitude le stabilisateur de S. Par définition, pour tout g € G,
g€ Gs <= ¢gSg~' = S. Ainsi, le stabilisateur de S est le normalisateur de S dans
G, Ng(S) = {g € G : ¢gSg~! = S}. Ainsi, S C Gg, et donc |Gs| = p*m’ avec
m/|m puisque |Gg| divise |G|. On en tire que n, = $X = m/m’ divise m, prouvant
le premier point.

Pour le deuxiéme, on fixe S € X et on considére la restriction & S de 'action
de G sur X, qui n’est donc plus nécessairement transitive. La formule aux classes va
donc dire des choses a priori non triviales.

Lemme 3.3

Soit H un p-groupe agissant sur un ensemble fini X. Soit X = {x € X : Vh €
H, h.x = 2} I'ensemble des points fixes de H. Alors §X = #X mod. p.

Dans la situation présente, H = S et X est I’ensemble des p-Sylow de G. Un point
fixe de I’action est donc un p-Sylow T' < G tel que pour tout s € S, sTs™' =T. La
premiére observation évidente est que S lui-méme vérifie ce critére. Etant donné un
autre point fixe T, considérons H = Ng(T) = {g € G | gTg~! = T} le normalisateur
de T dans G. Notons que SUT C H. Puisque H < G, on en déduit que S et T
sont des p-Sylow de H. D’aprés le Théoréme 3.3 appliqué & H, on en déduit que S
et T sont conjugués dans H. Or, par définition, T'< H. Puisque S est conjugué a T'
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dans H, on en déduit S = T'. Ceci montre que S a un unique point fixe dans X, i.e.
X9 = {S}. Le lemme ci-dessus nous donne alors X = 1 mod.p comme annoncé. [J

Ezemple 3.1. Soit G un groupe d’ordre 63. Le nombre n; de ses 7-Sylow vérifie simul-
tanément

— n7|9
— n7 = 1mod. 7.

Ainsi, ny = 1 et G contient un unique 7-Sylow, qui est donc distingué d’aprés le
Corollaire 3.1. Ainsi, un groupe d’ordre 63 ne peut pas étre simple.

3.3 Classification des groupes d’ordre pg

Une application standard des théorémes de Sylow est le résultat suivant sur les
groupes dont 'ordre est produit de deux nombres premiers distincts.

p
Proposition 3.1
Soit G un groupe d’ordre pq, avec p < ¢ deux nombres premiers.
— Si p ne divise pas ¢ — 1, alors G ~ Z/pqZ est cyclique.

— Si p divise ¢ — 1, alors G est ou bien cyclique, ou bien de la forme
G ~ (2/4Z) %, (Z/pZ)

ou ¢ : Z/pZ — Aut(Z/qZ) ~ Z/(q — 1)Z est non-trivial.
Si 1 et @9 sont deux tels morphismes, alors il existe un automorphisme ¥ €
Aut(Z/pZ) tel que p2 = @1 01 et 'application

(Z2/9Z) %y, (Z/pZ) — (Z/qZ) ¥y, (Z/pZ)
(z,9) — (z,9(y))

est un isomorphisme de groupes. En définitive, & isomorphisme prés, il n’existe
que deux structures possibles : la structure cyclique, ou la structure de produit
semi-direct donnée par un quelconque tel .

3.4 Preuve élémentaire pour les groupes d’ordre 6.

On prouve que tout groupe d’ordre 6 est isomorphe a Z/6Z ou &3, avec pour seul
pré-requis le théoréeme de Lagrange.

Soit G un groupe d’ordre 6. Alors, tout élément de G est d’ordre 1, 2, 3 ou 6. Notons
que G ~ Z/6Z si et seulement si G contient un élément d’ordre 6. Supposons donc que
tout élément est d’ordre 1, 2 ou 3 et montrons que G est isomorphe & Gs.

Si tous les éléments # e sont d’ordre 2, alors G est abélien puisque g = g~ pour tout
g dans G et donc gh = (gh)™! = h='g~! = hg pour tous g, h € G. Soit alors H = (h)
un sous-groupe engendré par un élément d’ordre 2. Puisque G est abélien, H < G et
|G/H| = 3. Or pour tout g ¢ H,(gH)? = g>H = H montrant que gH est d’ordre 2 dans
G/H qui est d’ordre 3, une contradiction.

Donc, il existe un élément g d’ordre 3 dans G. Soit H = {e, h, h?} le sous-groupe
qu’il engendre. Dans le complémentaire de H, il y a trois éléments. Supposons qu’il
existe g ¢ H d’ordre 3. Nécessairement, g ¢ H car sinon on aurait g = g* = (¢%)? € H.
Finalement, il reste un dernier élément 7 ¢ (h) U (g). Alors, 7 est d’ordre 2 parce que
sinon il serait d’ordre 3 et on ne pourrait avoir 72 € (h) U (g) par le méme argument
que précédemment. Le sous-groupe T' = () serait alors I'unique sous-groupe d’ordre 2
puisque 7 serait I'unique élément d’ordre 2. On aurait donc T < G. Dot grg~! € T, et
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donc grg~! = 7 puisque T = {e, 7}. Ainsi, g et 7 commuterait et donc leur produit g

serait d’ordre 6, contrairement a notre hypotheése.

Finalement, G contient un unique sous-groupe C' = {e, ¢, c?} d’ordre 3, qui est né-
cessairement distingué par unicité. Le quotient G/C est d’ordre 2. Donc, si 7 ¢ C, alors
G =CUTC, avec 72 = e. On a alors Ter € C , d’oil Ter = ¢ ou Ter = ¢?. Mais dans
le premier cas, ¢ et 7 commuteraient, et leur produit serait d’ordre 6 menant a la méme
contradiction. D’oul Ter = 2.

Au final, G est engendré par deux éléments ¢ et 7 d’ordre 3 et 2 respectivement et
vérifiant la relation Ter = ¢2, soit encore T¢ = ¢?7. On reconnait la présentation de Ss.
On voit notamment que cette relation suffit a faire tous les calculs puisque tout élément
de G est un mot formé sur les deux lettres {c, 7}, et puisque G = {e, ¢, c¢?,7,c7,c?7}. Le
groupe C correspond a ((1 2 3)) et les autres éléments aux transpositions. Par exemple
(e7)? = crer = cc® = e est bien d’ordre 2.

3.5 Un peu de botanique : groupes d’ordre au plus 15

Commengons par un bref apercu. Soit G un groupe fini d’ordre n. On note k, le
nombre de structures de groupes & isomorphisme prés. Il y a toujours la structure évi-
dente, le groupe cyclique d’ordre n. Les exemples & ne pas perdre de vue : les groupes
symétriques (ordre de la forme k!), alternés (ordres de la forme k!/2), les groupes diédraux
(pour tous les ordres pairs).

Lorsque n est premier, c’est la structure cyclique est la seule par le théoréme de La-
grange. Lorsque n = p?, alors G est abélien et on est ramené au théoréme de classification
des groupes abéliens finis. Si n = pq, p < ¢, la Proposition 3.1 donne selon que p divise
ou non g — 1 la structure cyclique ou une unique structure de produit semi-direct non
abélien. Examinons les cas qu’il nous reste pour n < 15.

2. n=2: G est cyclique., ko = 1.

n =3 : G est cyclique, k3 = 1.

n =4 : G est cyclique ou isomorphe & Vy = Z /27 x Z/27Z, k4 = 2.
n=>5: G est cyclique, ks = 1.

n =6 : G est cyclique ou isomorphe a &3, kg = 2.

n=7: G est cyclique, ky = 1.

e B A

n = 8 : On a trois structures abéliennes et deux non-abéliennes, Hg et Dg, kg = 5.
On va éclaircir ce point.

9. n=29: G est abélien, donc isomorphe a Z/3Z x Z/3Z ou cyclique. kg = 2.

10. n = 10 : comme 2 divise 4 = 5—1, la proposition 3.1 implique que k19 = 2. Comme
on a déja le groupe cyclique et le groupe diédral D1g, ce sont les seules possibilités.

11. n =11 : G est cyclique.

12. n =12 : On a kyo = 5, éclairci ci-dessous.

13. n =13 : G est cyclique, k13 = 1.

14. n=14:2divise 6 =7 — 1, d’ott G ~ Z/147Z ou D1y4. k14 = 2.
15. n =15 : 3 ne divise pas 4 =5 — 1, G est donc cyclique, k15 = 1.

Les deux cas épineux sont n = 8 et n = 12. Clarifions-les.

Proposition 3.2

A isomorphisme prés, il existe cing groupes d’ordre 8, dont trois abéliens

Z/8Z, 7)2Z x ZJAZ, 7.)2Z x 7./2Z x 7./2Z.
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L et deux non-abéliens, Hg et Ds.

Preuve. Le cas abélien est traité immédiatement. Il nous faut montrer qu’il n’y a
que ces deux exemples dans le cas non abélien. Soit donc G un groupe non abélien
d’ordre 8. Par le théoréme de Lagrange, tout élément non trivial est d’ordre 2 ou
4 puisqu’on exclus le cas cyclique. Si tous les éléments étaient d’ordre 2, alors G
serait abélien, ce qui est exclus. Il existe donc un élément d’ordre 4, disons g. Soit
maintenant h ¢ (g). Nous pouvons alors lister les éléments de G :

G ={e,9,9%, ¢ h,gh, g*h, g°h}.

Premiére question : ot est h? dans cette liste ? Premiérement, il ne peut pas étre
dans la deuxiéme moitié puisque si on avait h? = ¢gFh, alors on aurait h = ¢* ce qui
est exclus. Ensuite, si on avait h2 = ¢g ou h? = ¢, alors on aurait h* = g2 £ e et h
serait d’ordre 8, ce qui est exclus. Ainsi, ou bien h? = e, ou bien h? = ¢°.

Méme question pour hg. Cette fois, on a nécessairement hg € {gh, g*h, g3h}. Or,
si hg = gh, alors G serait abélien, ce qui est exclus. De plus si hg = g%h, alors
hgh~' = g? ce qui est impossible puisque g est d’ordre 4 et g2 d’ordre 2. Finalement,
la seule possibilité est hg = ¢>h

. On flaire le groupe diédral (g correspondant aux rotations, et h a
une symétrie). La deuxiéme observation se traduit de fagcon équivalente par (hg)? = e
puisque g2 = g~ et h = h~'. On reconnait la présentation du groupe diédral.

Cas h? = g% | Cette fois h est d’ordre 4. L’élément commun z = h? = ¢2 est

nécessairement central puisque h® = hz = zh et g3 = gz = zg et G = (g, h). Cette
fois-ci, on suspecte fortement Hg avec z jouant le role de —1, g celui de ¢ et h celui
de j. Mais dans ce cas k dois correspondre & gh. Nous voyons que hg = g>h = z(gh)
et (gh)? = ghgh = gg>hh = h? = 2. On vérifie alors sans difficulté que ® : Hy — G
donné par ®(—1) = z, ®(i) = g, P(j) = h, (k) = gh (les images des autres éléments
suivent nécessairement) est un isomorphisme de groupes. O

Proposition 3.3

Soit G un groupe fini d’ordre 12. Alors, & isomorphisme prés, il y a cing possibilités
pour G : deux groupes abéliens, a savoir Z/12Z et Z/27Z x Z/6Z et trois groupes
non abéliens : D1, A4 et un produit semi-direct appelé groupe dicyclique d’ordre
12 (pour la culture, ce n’est pas dans les attendus du concours, c’est la stratégie de
classification qui nous intéresse ici).

Preuve. Ici encore, le cas abélien est direct. On se donne donc un groupe G d’ordre
12 et non abélien. Le théoréme de Sylow nous donne alors que ng =1 ou4 et no =1
ou 3.

Supposons que ng = 4. Alors, deux sous-groupes cycliques distincts et d’ordre
premier ne s’intersectant que trivialement, on obtient que la réunion des 3-Sylow de G
est formée de 9 éléments : le neutre et 8 éléments d’ordre 3. Dans le complémentaire
il nous reste donc trois éléments. Or, le théoréme de Sylow nous dit qu’il existe
un sous-groupe d’ordre 4 (un 2-Sylow). Ses éléments non triviaux ne pouvant étre
d’ordre 3, ils sont dans le complémentaire en question et le remplissent entiérement.
Conséquence : il n’y a qu'un seul 2-Sylow (ny = 1) et il est distingué. Appelons le
N.

A ce stade, N est soit Z/4Z, soit V4. Le quotient G/N est cyclique quant &
lui, puisque d’ordre 3. Si H est un sous-groupe d’ordre 3 quelconque de G, alors
H NN = {e} et il se surjecte sur G/N. On a alors une section donnée par ce sous-
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groupe, et G ~ N X, Z/3Z, ou ¢ : Z/3Z — Aut(N) est non-trivial par hypotheése.

1. Si N = Z/4Z, alors Aut(N) ~ Z/2Z. Or il n’existe pas de morphisme non-
trivial de Z/3Z vers Z/27Z : ce cas ne se produit pas.

2. Si N = Vj, alors Aut(Vy) ~ &3. Se donner un tel morphisme non trivial,

c’est se donner un élément d’ordre 3 dans G3, c¢’est-a-dire un 3-cycle. Comme
tous les 3-cycles sont conjugués, on peut montrer que le résultat de 'opération
de produit semi-direct est indépendant du choix de ¢. Nous obtenons ainsi
un premier exemple. Il se trouve que c’est le groupe A4 comme on peut le
soupconner avec ’apparition d’un sous-groupe Vj; correspondant aux double-
transpositions. On peut s’en convaincre de la fagon suivante :
Considérons ’action par conjugaison de G sur Syls;(G). Elle est transitive par
le deuxiéme théoréme de Sylow. Comme ’ensemble sur lequel agit G est de
cardinal 4, et que G est d’ordre 12, le stabilisateur de tout point doit étre
d’ordre 3. Or, un point donné est un 3-Sylow S, donc le stabilisateur de ce
point contient S (P’action de S par conjugaison sur G fixe S), donc est égal
a S par cardinalité. Par conséquent, le noyau de I'action est 'intersection de
tous les 3-Sylow, donc {e}. Le morphisme correspondant & I’action est alors
un morphisme injectif G — Sy4. Ce dernier étant d’ordre 24, I'image de G est
d’indice 2, elle est donc distinguée, et donc isomorphe & Ay.

Rappelons que tout ceci se plagait sous 'hypothése ng = 4. Supposons maintenant
que ng = 1, c’est-a-dire qu’il existe un sous-groupe N <G d’ordre 3. Cette fois, c’est
le quotient G/N qui est d’ordre 4, donc isomorphe soit a Z/4Z, soit & V4. Dans I'un
ou lautre des cas, si H est un 2-Sylow quelconque, H N N = {e} pour des raisons
d’ordre, et donc la projection 7 se restreint en un isomorphisme de H sur G/N,
dont la réciproque est une section. Ainsi, G ~ N %, (G/N) pour une certaine loi de
produit semi-direct. Notons que Aut(N) = Aut(Z/3Z) = Z/2Z.

1. Supposons que G/N soit cyclique. Dans ce cas, la loi est décrite par un mor-
phisme non-trivial ¢ : Z/4Z — Z/2Z. Un tel ¢ est unique, donné par ¢(1) =
©(3) =1 et p(0) = ¢(2) = 0. L’unique structure est alors celle de (Z/3Z) X,
(Z/A7Z).

2. Supposons que G/N ~ Vy = {e,a,b, c}. Il s’agit de déterminer les morphismes
non-triviaux ¢ : V4 — Z/27Z. Un tel ¢ est déterminé par son noyau, et inver-
sement, un sous-groupe d’ordre 2 de V; déterminer un morphisme vers Z/2Z.
Il y a donc 3 morphismes non-triviaux, dont les noyaux sont {e,a}, {e, b},
{e, c}, et si 1, @2 sont de tels morphismes, alors il existe ¢ € Aut(Vy) tel que
w2 = p101. Rappelons que Aut(Vy) ~ &3, qui correspond aux permutations de
{a,b,c}. Pour les mémes raisons qu’a la Proposition 3.1, les trois morphismes
donnent des lois de produit semi-directes isomorphes.

Notons que ces deux derniéres structures sont non isomorphes puisque la premiére
contient un élément d’ordre 4, contrairement & la deuxiéme. Puisque D5 est dans
cette liste, c’est nécessairement D1y ~ (Z/3Z) x, V4. Essayons de mieux comprendre
pourquoi.

Dans les deux cas, G = N x, H, avec N cyclique d’ordre 3 et H d’ordre 4. Fixons
n € N un générateur, et h € Ker ¢, h # e. Alors par définition, hnh~! = n et donc
nh = hn. Soit N’ = (nh), ¢’est un sous-groupe cyclique d’ordre 6, nécessairement
distingué dans G. On a alors une suite exacte courte

15N -G —7Z/2Z — 1.

C’est ici que les chemins se séparent :
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— si H = Z/4Z, alors h est le seul élément d’ordre 2 de G (le vérifier explicite-
ment), et donc il n’y a qu’une seule copie de Z/2Z et elle est contenue dans
N’ : cette suite exacte courte n’est pas scindée.

— Si H = Vj, on choisit k € H tel que ¢(k) # idy. Alors k ¢ N et k? = e, le
sous-groupe H' = {e, k} vérifie bien H' N N’ = {e}, et donc la suite exacte
courte est scindée et G ~ (Z/6Z) %, (Z/2Z). La seule structure possible non-
abélienne est celle de D12, comme attendu (rappelons que Aut(Z/6Z) ~ Z/2Z,
un seul ¢’ non-trivial possible donc).

Le cas H cyclique est celui du groupe dicyclique d’ordre 12. O

4 Groupes orthogonaux

4.1 Généralités

Soit g une forme quadratique sur un K-espace vectoriel de dimension finie F, de forme
polaire b. On rappelle qu’on passe de I'une a 'autre via les formules de polarisation. La

proposition suivante suit directement de la bilinéarité de b.

Ve

Proposition 4.1
Une forme quadratique g sur E, de forme polaire b, définit une application linéaire

wp: E — E*
r = Uy

ol ¢ est la forme linéaire définie par £,(v) = b(x,v) pour tout v € E.

Définition 4.1

On définit le noyau d’une forme quadratique g sur E par ker q := ker . Une forme
quadratique est dite non-dégénérée si ker g = {0}, i.e. si I'application ¢} réalise
un isomorphisme de E sur E*.

Ainsi, kerg=FE+ ={z € F : Yv € E, b(z,v) = 0}.

Exercice 4.1

Etant donné un isomorphisme ¢ entre E et E*, expliciter une forme bilinéaire b telle
que ¢ = . Donner un exemple ol b n’est pas symétrique.

Exercice 4.2

Montrer qu'une forme quadratique ¢ induit une forme quadratique non-dégénérée
sur ’espace quotient E/ ker q.

Ezemple 4.1. 1. Le noyau de la forme quadratique sur E = K2 donnée par ¢(z)
22 est la droite {z; = 0}.

2. Si K = R et b est un produit scalaire euclidien, alors ¢ est non-dégénérée.
3. Sur E = R3, la forme quadratique q(z) = 2?2 + 23 — :1:% est non-dégénérée.
4. Sur E = M,(R), la forme quadratique q(M) = Tr(M?) est non-dégénérée.

93


https://fr.wikipedia.org/wiki/Groupe_dicyclique

Définition 4.2

Soit e = (eq,...,e,) une base de E. On définit la matrice de ¢ relativement a e la
matrice M.(q) = (b(es, €j))ij. On note que c’est une matrice symétrique.

Remarque 4.1. La matrice de q est la matrice de ’application linéaire ¢, : E — E*, avec
(e;) pour base de départ et sa base duale (e]) pour base d’arrivée.

Proposition 4.2

Si X,Y € K" sont les vecteurs coordonnées dans la base e de x,y € F respective-
ment, et si M est la matrice de ¢ dans cette méme base, alors b(z,y) = XMY.

Si P est la matrice de passage vers une autre base f = (fi,..., fn) de E, alors la
matrice se transforme en My (b) = "PM.(b)P. Rappelons que c’est ce qui conduit a la

Définition 4.3

Deux matrices symétriques M, N € M,,(K) sont dit congruentes s’il existe P €
GL,(K) telle que N = 'PMP.

Passons maintenant a la définition des groupes orthogonaux. Notez bien que nous
sommes toujours dans un cadre trés général (K est quelconque, pas d’hypothése sur la
forme quadratique q).

Définition 4.4

Etant donnée une forme quadratique ¢ sur F, on définit son groupe orthogonal,
noté O(q), comme étant le sous-groupe de GL(FE) défini par

O(q) = {u € GL(E) | vz € E, q(u(z)) = q(z)}.

Remarque 4.2. Ceci recoupe la définition du groupe orthogonal euclidien O(n) qui est le
groupe orthogonal de la forme quadratique ¢(z) = Zw? sur £ = R"™, une fois qu’on a
identifié GL(R"™) et GL,(R) via la base canonique de R".

Remarque 4.3. On note que pour tout u € GL(E) et toute base e de F, on a u € O(q)
si et seulement si M, (u)M,(q) ‘M. (u) = M.(q).
Cone isotrope, plans hyperboliques, théoréme de Witt

On pourra consulter le Ch. VIII de [Per96] pour plus de détails. On suppose que le
corps de base K est de caractéristique différente de 2.

Définition 4.5

Soit (E,q) un K-espace vectoriel muni d’une forme quadratique ¢. On dit qu’un
vecteur © € E est isotrope si ¢(z) = 0. On dit qu'un sous-espace vectoriel F' C F
est totalement isotrope si Vo € F, q(z) = 0.

L’ensemble des vecteurs isotropes de (FE,q) n’est pas un sous-espace vectoriel en
général. C’est un cone, c’est-a-dire stable par multiplication par un scalaire.

Définition 4.6

On dit qu’un plan P muni d’une forme quadratique ¢ est un plan hyperbolique s’il
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existe une base B = (e1, e2) de P dans laquelle

Mats(q) = (? (1)) :

On notera que les droites K.e; et K.ep sont isotropes et que si (z1,z2) sont les
coordonnées dans la base (e, e2), alors g(z) = 2z1x9. De fagon équivalente, un plan (P, q)
est hyperbolique si et seulement s’il contient deux droites isotropes et non orthogonales.

Lemme 4.1

Soit (F,q) un K-espace vectoriel muni d’une forme quadratique ¢ non-dégénérée.
Soit x € E un vecteur isotrope non-nul. Alors, il existe un plan P C FE tel que
(P, q|p) est hyperbolique.

Preuve. Soit b(.,.) la forme polaire de ¢. Alors, puisque g est non-dégénérée, il existe
y € E tel que b(x,y) # 0. Quitte a renormaliser y, nous pouvons supposer b(z,y) = 1.
De plus, y ne peut pas étre colinéaire a x, sans quoi on aurait b(x,y) = 0. Ainsi,

P = Vect(z,y) est un plan. En prenant z = y — @x, onaq(z) =0et (z,2) est une
base de P dans laquelle la matrice de ¢ se met sous la forme attendue. ]

Proposition 4.3

Soit F' C F un sous-espace totalement isotrope de dimension k. Alors, il existe des
plans hyperboliques P4, ..., Py, deux-a-deux orthogonaux, et tels que F' C P& --- &
Px.

Démonstration. |Per96|, Ch. VIII, Cor. 3.5. O

Remarque 4.4. La somme P; @ - - - @ Pi est un sous-espace non-dégénéré, donc en somme
directe avec son orthogonal.

Théoréme 4.1 (Witt)]

Soit (F,q) un espace quadratique. Soient F, F' C E deux sous-espaces tels qu’il
existe une isométrie linéaire v : (F,q|rp) — (F’,q|pr), c’est & dire que v : F — F’
est une application linéaire vérifiant q(v(x)) = q(z) pour tout = € F. Alors, il existe
u € O(q) tel que v = u|p.

Démonstration. |Per96|, Ch. VIII, Th. 4.3. O

Corollaire 4.1

Soient F, I’ C E deux sous-espaces. Alors,
Ju e O(q) | u(F) = F' < qr et qp sont équivalentes.

La deuxiéme condition signifiant concrétement qu’on peut trouver des bases de F
et F’ dans lesquelles la matrice de la restriction de ¢ est la méme.

Définition 4.7

Un sous-espace totalement isotrope maximal est un sous-espace F' C E totalement
isotrope maximal pour cette propriété, i.e. tel que pour tout F’ totalement isotrope,
si F C F', alors F = F’.
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Corollaire 4.2

Tous les sous-espaces totalement isotropes maximaux (SETIM) de (E,q) ont la
méme dimension v(q), 'indice de la forme quadratique.

En appliquant la proposition 4.3 & un SETIM de FE, on obtient que F est somme
orthogonale de v(q) plans hyperboliques et d’un sous-espace anisotrope G.

4.2 Formes quadratiques sur un espace complexe

Théoréme 4.2]

A congruence prés, il n’existe qu’une seule forme quadratique non-dégénérée sur un
espace vectoriel complexe de dimension finie. Cela revient & dire qu’on peut trouver
des coordonnées complexes dans lesquelles elle s’écrit z% + -+ 22

Rappelons que si ¢ est une forme quadratique non-dégénérée sur un K-espace F, et
si F' C E est un sous-espace de E tel que q|r est non-dégénérée, alors E = F @ F+. Ceci
est automatique quand F est réel et ¢ définie positive mais pas en général.

Exercice 4.3

Donner des exemples ol ¢ est non-dégénérée et F N F- # {0}.

Preuve. La preuve peut alors facilement se faire par récurrence sur n := dim E > 1.
L’initialisation est immédiate. Supposons maintenant ’hypothése au rang n, c’est a
dire que pour tout F' de dimension n, et toute forme quadratique ¢’ non-dégénérée
sur F, il existe une base B de F' dans laquelle ¢’ s’écrit 22 + - - - + 22. Soit maintenant
FE de dimension n + 1 et soit ¢ une forme quadratique non-dégénérée sur E. Comme
q est non-dégénérée, elle est non-nulle et il existe z € E tel que g(z) # 0. Ainsi, la
restriction de ¢ a la droite C.x est non-dégénérée, et donc, si H = (C.ac)l7 alors on a
E = C.x® H et la somme directe est orthogonale. D’aprés 'hypothése de récurrence,

il existe une base (e1,...,e,) de H telle que b(e;, ej) = d;;, pour tous 1 < 4,5 < n,
ou b est la forme polaire de q. Comme ¢(z) # 0, on peut choisir A € C tel que
A2 = q(z) et poser eg = x/\. La base (eg, ..., e,) convient pour (E, q), ce qui achéve
la récurrence. O

Exercice 4.4

Expliciter un changement de coordonnées adéquat pour la forme quadratique 22120+

2
z3.

4.3 Formes quadratiques sur un espace réel, signature

Un espace euclidien est un espace vectoriel réel F de dimension finie muni d’un
produit scalaire, c’est a dire une forme bilinéaire (.,.) qui est symétrique, définie et
positive. On note ||.|| la norme sur E qui dérive de ce produit scalaire.

Plus généralement, on peut considérer un espace pseudo-euclidien, c’est a dire un
espace vectoriel réel ¥ muni d’une forme quadratique ¢ non-dégénérée, dont on note
(p, q) la signature. On a donc p + ¢ = dim F.

Point algébre linéaire : connaissant I’expression des coordonnées dans la nouvelle base,
comment retrouver cette base ? Donc faire le lien entre la matrice de passage dans E et
celle entre les bases duales correspondantes.
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Proposition 4.4

O(q) est compact si et seulement si ¢ est définie positive ou négative.

La preuve ne présente pas de grosse difficulté et est laissée en exercice. Penser a
appliquer la proposition 4.3.

Rappelons le théoréme d’inertie de Sylvester qui permet de définir la signature des
formes quadratiques sur un espace vectoriel réel. On le formule volontairement dans le
langage des actions de groupes.

f—[Théoréme 4.3 (Théoréme d’inertie de Sylvester)} N

On note S, (R) l'espace des matrices symétriques réelles de taille n > 1. Considérons
I’action par congruence

GL,(R) x Sa(R)
(P,5)

Sn(R)

_>
— PM'P.

Soit ¥ = {(p,q,7) € N3 | p+ ¢+ r =n}. Alors, I'ensemble

I, 0 0
0 I, 0], (pgr)eXx ) CS(R)
0O 0 O,

est un systéme de représentants des orbites de GL,(R) sur S, (R).

Définition 4.8

Soit ¢ une forme quadratique sur R™. Sa signature est l'unique (p,q,7) € X tel
que pour toute base B de R", Matg(q) est dans la GL,(R)-orbite de la matrice
diag(I,, —14,0;).

Remarque 4.5. Bien-sir, cette formulation est strictement équivalente a la classique, qui

dit qu’il existe un changement linéaire de coordonnées (pas unique) qui permet d’écrire

_ 2 2 _ 2 L2
qgx) =i+ +x, — T4, Lptq-

Remarque 4.6. La forme quadratique est non-dégénérée si et seulement si r = 0. Dans
ce cas, on raccourcira en disant que la forme quadratique est de signature (p,q) (et non

(,q,0)).

Définition 4.9
Soient n > 1 et p,q = 0 tels que p + ¢ = n. On définit

O(n) = {M € GL,(R) | M'M = I,,}
et
O(p,q) = {M € GL,(R) | MI, "M = M}

ou

On notera que O(n,0) = O(0,n) = O(n).

o7



Exercice 4.5

Interpréter ces groupes dans le contexte de ’action de groupe précédente.

Exercice 4.6
Vérifier que si Q est une forme quadratique non-dégénérée sur R, de signature
(p,q), alors son groupe orthogonal O(Q) est conjugué a O(p, q).

( Proposition 4.5

Le groupe orthogonal O(n) a deux composantes connexes, qui sont SO(n) = O(n)N
SL,(R) et O(n) \ SO(n).
&

Preuve. On notera déja que pour toute M € O(n), on a |det(M)| = 1 et que
O(n) € SL,(R). Ainsi, det () : O(n) — {£1} est surjective et continue. Il y
a donc au moins deux composantes connexes. De plus, SO(n) est d’indice 2 dans
O(n).

Vérifions que SO(n) est connexe. Pour cela, il y a différentes approches. On
renvoie & [MT97] (Ch. 4) pour une approche trés géométrique qui s’appuie sur la
connexité de la sphére S™. Nous allons plutot utiliser le Théoréme 4.8 ci-dessous
(indépendant de ce résultat). Toute matrice A € SO(n) diagonalise par bloc comme
dans I’énoncé. Puisque det(A) = 1, il y a un nombre pair de €5 qui valent —1. Ainsi,
en regroupant les —1 par paires, il existe P € O(n) telle que

Iy,
Ry
PAP™! = R:

Ry,

Ry,
En notant pour ¢ € [0, 1]
I
Rﬂ't
A, =pt Ry P,

Relt

Regt

(At)tefo,1) est un chemin continu dans SO(n) tel que Ag = I, et A1 = A, ce qui
montre que SO(n) est connexe par arc.

Comme |O(n)/SO(n)| = 2, on a O(n) = SO(n) U gSO(n) pour tout g € O(n)
tel que g ¢ SO(n) (une réflexion quelconque par exemple). Le produit matriciel
étant continu, g SO(n) est également connexe, ce qui montre que O(n) est la réunion
disjointe de deux parties connexes, qui sont donc ses composantes connexes, d’oil le
résultat. O

On peut décrire, par analogie avec le cas défini positif, le groupe orthogonal d’une
forme quadratique de signature (1,1) :
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Exercice 4.7
Montrer par un calcul explicite que le groupe O(1, 1) a quatre composantes connexes
que 'on décrira.

Vérifier que la composante de I'identité est le sous-groupe des rotations hyperbo-
liques qui, dans une base ol la forme quadratique s’écrit q(z1,z2) = 2 — 23, se met

sous la forme :
o100 ={(5m(h) somn) ¢ <R}

Proposition 4.6
Le centre de O, (R) est {£I,}.

Preuve. Soit A € Z(O,(R)). Soit A C R" une droite vectorielle et soit X € A
un vecteur unitaire de A (pour le produit scalaire euclidien standard). Soit B la
matrice dans la base canonique de la réflexion orthogonale par rapport a H = X+
Concrétement, elle peut étre donnée par PDP~! ot P € O, (R) est telle que Pe; =
X (une telle matrice existe car X est normé) et

-1 0
D= .
(0 1)
Comme Ker(B+ \I,,) = A, nous avons AA = A, et ceci pour toute droite vectorielle
de R™. On utilise alors le résultat général suivant (& retenir).

Lemme 4.2

Soit E un espace vectoriel sur un corps K quelconque. Soit v € L(E) un endo-
morphisme stabilisant toute droite vectorielle de E. Alors, il existe A € K tel
que u = \idg.

Preuve. Pour tout x € E, nous avons donc A, € K tel que u(x) = \;x. Notons
que A est unique pour x # 0. Soient maintenant x,y € E non-nuls.

1. S’ils sont proportionnels, alors il existe u € K tel que y = ux, et on a
Ay = u(y) = pu(x) = pAex = Agy. Dot Ay = A,

2. S'ils sont non-proportionnels, considérons z = x 4+ y. Alors, u(z) = A,z =
u(z) + u(y) = Agx + Ayy, ot A, = A\, = A, puisque la famille (z,y) est
libre.

Dans tous les cas, A\, = Ay, il existe donc A € K tel que u(x) = Az pour tout
z € L. [l

Ainsi, A est nécessairement une homothétie de rapport A € R*. Comme A €
On(R), on doit avoir A = £1, et inversement, +1,, € Z(0,(R)). D’ou Z(0,(R))
{1},

Ol

Plus généralement :

Proposition 4.7
Le centre de O(p, q) est {£1,}.
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Preuve. On procéde comme dans le cas défini positif. Soit b une forme bilinéaire
non-dégénérée de signature (p, q) sur R", soit G son groupe orthogonal. On se donne
A C R" une droite vectorielle et il s’agit de construire un élément g € G tel que A
est une droite propre de g. On distingue deux cas :

1. A est non-isotrope. Dans ce cas, R” = A @ A% On définit alors g comme
étant l’endomorphisme tel que pour tout x € A, g(x) = —z et pour tout
y€ AL gly) =y, alors g€ Get A=E_1(g).

2. A est isotrope. Dans ce cas, fixons e; € A non-nul. D’aprés le Lemme 4.1, il
existe es € R™ isotrope tel que b(ey, ea) = 1. Le plan P = Vect(e, e2) est alors
non-dégénéré de signature (1,1) et R® = P@® PL. On compléte (eg,e2) en une
base B = (e1,e,...,e,) telle que (es, ..., e,) est une base de P. On définit
g € L(R"™) comme étant ’endomorphisme tel que

A0 0
Matg(g) = [0 A~ 0 |,
0 0 I,

avec |A| ¢ {0,1} quelconque. On a alors g € G et Ex(g) = A.

Ainsi, tout élément h € Z(G) doit commuter a 1’élément g que 'on vient de construire,
et doit donc préserve la droite A. Par le Lemme 4.2, on en déduit que h est scalaire,
et comme dans le cas défini positif, que h € {£id}. L’autre inclusion étant & nouveau
évidente, ceci conclut la preuve. O

a. Lorthogonal est pris relativement & b.

Exercice 4.8

Combien de composantes connexes y a-t-il dans le groupe O(2, 1) muni de la topologie
induite par celle d’espace vectoriel normé de M3(R)?

4.4 Cas défini positif

On rappelle dans un espace euclidien (F, (,)), on a la notion d’adjoint d’un endo-
morphisme : pour tout u € L(FE), il existe un unique u* € L(FE), appelé adjoint de u, tel
que

Vr,y € B, (u(z),y) = (z,u"(y)).

Un endormophisme est dit auto-adjoint si u = u*, et, en notant ¢ la forme quadratique
q¢(z) = (z,x),onauc O(q) < wu* =u'u=1idg.

Ceci s’interpréte matriciellement : ’adjoint de u est ’endomorphisme caractérisé par
Matg(u*) = ‘Matp(u) pour toute base orthonormée B de FE.

Un endomorphisme auto-adjoint u € L(E) est dit défini positif si Vo € E \ {0},
(u(x),xz) > 0. Ceci revient a dire que la forme quadratique ¢, (z) = (u(x), z) est définie
positive.

Exercice 4.9

Montrer qu’inversement, étant donnée une forme quadratique définie positive ¢’ sur
E, il existe un endomorphisme auto-adjoint u € L(FE), défini et positif, tel que
/

q = Qu-
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Théoréme 4.4

)

Tout endomorphisme auto-adjoint u d’un espace euclidien F est diagonalisable en
base orthonormée.

Preuve. Le point de départ est le suivant. Il permet de faire une récurrence sur la
dimension de I’espace en nous restreignant a ’orthogonal d’un espace propre non-nul.

Lemme 4.3

Toutes les valeurs propres de u sont réelles.

Preuve. On considére une matrice M de u par rapport & une base orthonormée
arbitraire et on considére A € Spc(u) une valeur propre complexe de u. On a
alors existence de X € C"\ {0} tel que M X = AX. Nous avons alors d’une part
IXMX = \XX, et d’autre part XM X = (XM X), puisque Mest symétrique
a coefficients réels. On en déduit A = X puisque X # 0 = ‘XX > 0. O

On pour par récurrence sur n > 1 la propriété P(n) : "Pour tout espace euclidien
FE de dimension n, tout endomorphisme autoadjoint de E est diagonalisable en base
orthonormée."

Initialisation : Immédiate.

Hérédité : Soit n > 1. Supposons P(n — 1) et montrons la propriété au rang n.
Soit E un espace euclidien de dimension n et soit u un endomorphisme auto-adjoint
de E. Par le lemme, u admet une valeur propre réelle, dont on peut choisir un vecteur
propre v € E\{0}. Puisque u est auto-adjoint et préserve R.v, il préserve I'hyperplan
H = v*. On applique I'’hypothése de récurrence a la restriction |y (qui est auto-

adjoint) : il existe (e1,...,e,—1) une base orthonormée de H formée de vecteurs
propres. Par construction, (ej,...,e,—1,v) est une base orthonormée de E formée
de vecteurs propres, ce qui termine la récurrence. ]

On note S,(R) le sous-espace des matrices symétriques de M, (R) et SFT(R) C

Sn(R) Pensemble des matrices symétriques définies positives. Ce n’est pas un sous-espace
vectoriel, mais un cone convexe.

Exercice 4.10

Démontrer que la restriction de I’application exponentielle a S,,(R) est un homéo-
morphisme exp |s, (r) : Sn(R) = S;7 T (R). (On pourra expliciter son inverse.)

|

,—[Théoréme 4.5 (Décomposition polaire)w

)
Pour toute matrice M € GL,(R), il existe un unique couple (S, N) € ST (R) x
O,(R) tel que M = SN.

De plus, lapplication ¢ : (S,N) € ST (R) x O,(R) — SN € GL,(R) est un
homéomorphisme.

Démonstration. On renvoie a [CG13|, Ch. 5.

Lien avec la forme polaire des nombres complexes.

Ce résultat est a comparé a la forme polaire d’'un nombre complexe non nul : pour

tout z € C*, il existe un unique (p,u) € R% x U tel que z = pu, ot U={z€ C | |z| =
1} = {e", 6 € R}. Par analogie, R, joue le role de S;7*(R) et U celui de O, (R.).
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Ceci s’observe concrétement pour n = 2 en identifiant C avec les matrices de simili-
tudes. Rappelons que I'application

®: C — MyR)
, (a —b)
a4+ —
b a
est un morphisme d’anneaux, continu, dont I’image, notée Sim(R?), est formée des ma-
trices de similitude. On notera que ®(z) = !®(2) et det ®(z) = |2|? pour tout 2z € C, et

notamment Sim(R?) \ {0} = ®(C*) € GLy(R). Pour z = a + ib € C*, le couple (S, N)
donné par le théoréme 4.5 est alors

~(lz] 0 _ 1 fa —b
S = <0 ’Z’ et N = ‘Z’ b a S OQ(R)

Théoréme 4.6]

)
Tout sous-groupe compact de GL,(R) est conjugué a un sous-groupe de O, (R).

(On pourra consulter [Ale99].)

Définition 4.10

Soit v € E \ {0}. On appelle réflexion orthogonale par rapport a v la symétrie s,
selon I’hyperplan H = vt et parallélement & D = R.v.

Comme son nom l'indique, ¢’est un élément du groupe orthogonal O(E). De plus,
on a l'expression suivante trés commode en pratique :

.0,

(v,0)

Sp(x) =2 —2

Théoréme 4.7]

Le groupe O(E) est engendré par les réflexions orthogonales. En fait, on peut se
restreindre a au plus dim F réflexions.

Preuve. |Per96], Chap. 4, Th. 2.4. O

Remarque 4.7. Lorsque dim F = 2, nous avons déja vu au §ref que tout élément de O(F)
est soit une rotation, soit une symétrie. On sait que la composée de deux symétries est
une rotation (signe du déterminant). La proposition 4.11 ci-dessous montre bien que les
symétries (qui son les réflexions en dimension 2) engendrent O(2) et que tout élément
est produit de une (symétrie) ou deux réflexions (rotation).

Exercice 4.11

Montrer que O(E) agit transitivement sur la grassmanienne. Est-ce vrai dans d’autres
signatures 7

Tout endomorphisme orthogonal est diagonalisable sur C avec des valeurs propres
de module 1. Ce qui signifie pour tout u € O(FE), il existe une base orthonormée B
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de F telle que
€1
€k
Matg(u) =
(@) R
Ry,
ouel,..., e € {£1} et Ry, ..., Ry, sont des rotations dans les plans correspondants
L de la base. J

Cas des endomorphismes normaux et semi-simples

Définition 4.11

On appelle endomorphisme normal d’un espace euclidien E tout endomorphisme u
qui commute & son adjoint u*.

Cette définition englobe plusieurs situations déja rencontrées : les endomorphismes
auto-adjoints, les endomorphismes orthogonaux ainsi que les endomorphismes "anti-
adjoint", i.e. vérifiant u* = —u sont des cas spéciaux d’endomorphismes normaux.

Définition 4.12

Un endomorphisme d’un espace vectoriel F sur un corps quelconque K est dit semi-
stmple si tout sous-espace stable admet un supplémentaire stable.

Nous renvoyons a [CLO5| pour plus de détails. Nous retiendrons ici le fait suivant.

Proposition 4.8

Si K est de caractéristique nulle, alors un endomorphisme de E est semi-simple si
et seulement s’il est diagonalisable sur une extension de K.

Pour éviter de parler d’extension des scalaires, on pourra se contenter de penser aux
matrices & coefficients dans K. Cette proposition nous dit qu’il existe une extension L
de K telle que toute matrice d’'un endomorphisme semi-simple de F est diagonalisable
dans M, (L).

,-[Théoréme 4.9] .

Soit E un espace euclidien. Alors, tout endormorphisme normal v € £(F) est semi-
simple. Il est donc diagonalisable sur C et se met sous la forme

A1

Matg(u) = s,

S

ol A1,..., \z € Ret S1,...,5, sont des matrices de similitudes :

Vre{l,... 0}, S, = (Z _bT>

ay
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Exercice 4.12

Trouver une matrice de passage complexe qui transforme la matrice de I’endomor-
phisme normal du théoréme précédent en une matrice complexe diagonale.

,—[Théoréme 4.10] .

Le groupe SO3(R) est simple. Plus généralement, PSO,,(R) est simple pour n > 5.

J

Rappelons que PSO,,(R) est défini comme le quotient de SO,,(R) par son centre, soit
concretement

SO, (R) si n est impair,

PSO,(R) = {SOn(R)/{iIn} si n est pair.

Remarque 4.8. Pourquoi quotiente-t-on par le centre ?

Preuve. |Per96], Ch. 4, §6 §7. O

Le cas n = 4 est une exception remarquable, qui peut-étre expliquée par I'existence
d’une structure algébrique au moins tout aussi remarquable sur un espace euclidien de
dimension 4.

4.5 Utilisation des quaternions en dimension 3 et 4
4.5.1 Retour sur 'orientation

Déterminants par rapport & une base comme forme n linéaire alternée.

Définition 4.13

Une orientation sur un espace vectoriel réel de dimension finie égale a n est la
donnée d’une classe d’équivalence de bases de cet espace, pour la relation (e;) ~ (f;)
<~ det(ei) (fl; noog fn) > 0.

Noter qu’en général, det(ei)(f 1,.--, fn) € R* et qu'il y a deux classes d’équivalence
données par le signe de ce déterminant. Cette définition revient donc & choisir de fagon
cohérente quelles sont les bases positivement orientées, et quelles sont celles qui sont
négativement orientées.

Soit maintenant F un espace euclidien muni d’une orientation. On peut distinguer ses
bases orthonormées directes et ses bases orthonormées indirectes. La matrice de passage
entre une b.o.n.d. (e;) et une base quelconque (f;) est dans SO(n) si et seulement si (f;)
est elle aussi une b.o.n.d.

Définition 4.14

Soit (F, (,)) un espace euclidien, muni d’une orientation. On appelle produit mixte
I'unique forme n-linéaire alternée det : E' X --- x £ — R qui coincide avec det )
pour toute base orthonormée directe (e;) de E.

Exercice 4.13

Vérifier que ceci est bien défini.

Remarque 4.9. On note souvent [uj,...,uy,] le produit mixte de n vecteurs d’un espace
euclidien orienté. Géométriquement, il représente le volume algébrique du parallélépipéde
défini par les vecteurs uq, ..., Uy.
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4.5.2 Angles orientés dans un plan euclidien

Soit (E, (.,.)) un plan euclidien orienté.

p
Proposition 4.9
Pour tous u,v € F, on a la relation

(u,0)? + det(u, v)* = [|uf]?[lo]|.

Il existe donc un unique 0 € R/27Z tel que

{<u,v> = ||ul|-]|o]| cos(6)
det(u,v) = ||lu||.]|v|| sin(0).

Preuve. La relation provient du fait qu’elle est vraie dés que (u,v) est une base
orthonormée, et de la formule (ab + cd)? + (ad — bc)? = (a? + ) (b? + d?). O

Définition 4.15

On appelle angle orienté de deux vecteurs u,v € E \ {0} 'unique § € R/27Z
donné par la proposition précédente. On le note (u,v).

On note O(F) = {u € End(F) : u*u =id} et SO(F) = O(E) N SL(E). Pour tout
6 € R/27Z, on note

la matrice de rotation d’angle 6.

Proposition 4.10

Pour tout u € SO(E), il existe un unique 6 € R/27Z tel que Mat ., (u) = Ry pour
toute base orthonormée directe (e1,e2) de E. De fagon équivalente, 0 est déterminé
comme 'angle orienté entre x et u(x) pour tout z € E'\ {0}.

On appelle angle (orienté) de u un tel §. On vérifie que 'application u € SO(E)
0 € R/27Z est un isomorphisme de groupes.

Remarque 4.10. On note que pour une base indirecte (e;), on a Mat ., (u) = R_.

Pour tout § € R/27Z, on note

1= () —eont) =R (0 11):

Notons p : R/27Z — R/7Z la projection naturelle.

Lemme 4.4

Soient Dj, Dy deux droites de E. Il existe un unique § € R/7Z tel que pour tous
vecteurs vy, v tels que D1 = R.vy et Dy = R.vg, on a p((vy,v2)) = 6.

Preuve. On se donne deux vecteurs normés arbitraires vy, vy dirigeant D1, Ds res-

pectivement. Comme (v, —v2) = (v1,v2) + 7 mod. 27, on observe que le résultat est
le méme modulo 7, quel que soit le choix des vecteurs directeurs des droites. O
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FIGURE 1 — Angle (D1, D2)

L’ordre en revanche compte.

Définition 4.16

L’angle non-orienté de deux droites Dy, Do, prises dans cet ordre, est 'unique 6 €
R/7Z défini par le lemme ci-dessus. On le note (Dy, D2).

On vérifie que la multiplication par 2 induit un morphisme R/7Z — R/27Z.

Proposition 4.11

Soient s1, s9 € O~ (F) deux symétries, d’axes D1, Ds respectivement. La composition
s9 0 51 est la rotation d’angle 2(D1, Do) € R/27Z.

Preuve. Comme det(s2 0 s1) = 1, on sait que r := s9 0 §1 est une rotation. Son
angle est I’angle orienté (m,/r(\m)), pour tout & # 0. Prenons v; € D1 non nul. On a
r(v1) = sa(v1), et 'angle de r est donc 1’angle orienté entre vy et sa(v1). Soit (e1, e2)
une base orthonormée directe telle que es = vy. Soit 6 = (v/l,v\g) Par définition, on a
v = sin(f)e; +cos()ez et sa(v1) = —sin(f)e; +cos(f)ez. On en déduit (vy, s2(v1)) =
cos?(6) —sin%(#) = cos(20) et det(vy, s2(v1)) = 2 cos(f) sin(f) = sin(26). Ceci montre
que (Ulml)) = 20 mod. 2 comme annoncé. O

Proposition 4.12

Soit uw € O~ (E) une symétrie orthogonale de droite fixe D,, C E. Pour toute base
orthonormée directe (e1,e2) de E, on a Mat,)(u) = Sy, ot § € R/7Z désigne
'angle non-orienté § = (R.eq, Dy,).

0 -1
La droite fixe de s étant R.eq, la Proposition 4.11 nous donne que u o s est la
rotation d’angle 26. Comme s = s~!, nous avons bien

Preuve. Soit s € O~ (E) la symétrie telle que Mat,,)(s) = (1 L > )
1 0
Mat(ei)(u) = Roy. (0 _1> = S9.

4.5.3 Rotations d’un espace euclidien de dimension 3

On se place a présent dans un espace euclidien orienté de dimension 3.
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( Proposition 4.13

Tout u € SO(F) se met sous la forme

1 0 0
Mat,)(u) = [ 0 cos(d) —sin(0)
0 sin(f) cos(@)

ou (e, ez, e3) est une base orthonormée de E.
. J

Preuve. Comme dim E = 3, le polyndéme caractéristique x,, est de degré 3 et admet
donc une racine réelle A\. Si v € Ey(u) \ {0}, alors [|u(v)]| = ||v|| = |[A|||v|l, d’ou
A = £1. Suit alors une petite discussion sur dim F) (u).

1. dim Ex(u) =3 : Alors A =1 et u = idg.

2. dim E)(u) =2 et A = 1 : Alors u préserve Ey(u) qui est une droite, nécessai-
rement propre. La valeur propre vaut également 41, mais ceci est exclus car
u # idg et det(u) = 1.

3. dim E\(u) =2 et A = —1 : Le méme argument que ci-dessus donne que u est
un renversement.

4. dim Ey(u) = 1 et A =1 : L'orthogonal P = F)(u)" est un plan u-invariant et
de plus u|p € SO(P) est une rotation de P. Il suffit alors de prendre une base
orthonormée subordonnée a la somme directe £ = F;(u) & P.

5. dim E)\(u) = 1 et A = —1: L’orthogonal P = E(u)" serait un plan u-invariant
et de plus u|p € O~ (P) une symétrie de P, contredisant dim E_;(u) = 1. Ce
cas ne se produit pas.

0

Remarque 4.11. L’angle 0 n’est pas défini modulo 27, ni modulo 7. Un autre choix de
base peut conduire a —8@.

Définition 4.17

On appelle renversement une rotation de SO(3) dont ’angle dans une base ortho-
normée est w mod. 2w. C’est alors le cas dans toute base orthonormée, et sa matrice
est de la forme

1
Mat(u) =0 -1 0
0

Remarque 4.12. Un renversement est de la forme —s, ol s est une réflexion, 7.e. une
symétrie orthogonale par rapport a un plan. Noter que s ¢ SO(E).

Théoréme 4.11 |

J
Toute rotation r € SO(E) est produit d'un ou de deux renversements.

Preuve. Si r est déja un renversement ou l'identité, il n’y a rien & prouver. On peut
donc supposer que l’espace propre associé a la valeur propre 1 de r est une droite,
disons R.eq, et que 'endomorphisme induit par r sur P := ei n’est ni idp, ni —idp.

Soit (e, e3) une base orthonormée quelconque de P et soit s € O~ (E) la réflexion
par rapport & Vect(eq, e2). Alors, s(P) = P et s|p est la réflexion par rapport a R.es.
Comme u|p est une rotation de P, rp o s|p est une réflexion de P, précisément celle

selon la droite R.(cos(6/2)es + sin(6/2)es) ou 6 désigne 'angle de r|p par rapport a
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la base (eg, e3). De plus, ros(e;) = ej, donc s’ := r o s est une réflexion de E. Ainsi,
r=s"o0s=(—s")o(—s) est bien la composée de deux renversements. O

4.5.4 Algébre des quaternions

Proposition 4.14

Il existe une R-algebre de dimension 4 admettant une base (1,1, j, k) telle que 1 est
’élément neutre de la multiplication, i2 = j2 = k? = —1 et ijk = —1.

On note qu’immédiatement, ij = —ji = k, jk = —kj = i et ki = —ik = j. En
particulier, cette algébre n’est pas commutative. Une approche possible pour son existence
est la suivante.

Définition 4.18

On définit H comme étant le sous-R-espace vectoriel

H:{(% f), a,ﬁeC} C M,(C).

On observe que ce sous-espace est stable par multiplication et forme donc une sous-
R-algebre de My (C) vérifiant la loi de multiplication des quaternions.

Notons

a —f
X = .
@n=(5 7)
Avec la définition précédente, le quaternion ¢ = a+1ib+ jc+ kd s’identifie & la matrice
X (o, B) de parameétres o = a + b et f = —c +id.
On prend des définitions en tout point similaires & celles des nombres complexes.
Définition 4.19

Soit ¢ = a+ib+ jc+ kd € H. On définit son conjugué ¢ = a — ib— jc — kd. On note
également N(q) = q7 = a® + b> + % + d? son "module" au carré.

On note que si X est la matrice correspondant au quaternion ¢, alors ‘Com(X) cor-
respond & g. De plus, det(X) = a? + b? + ¢ + d*> = N(q), de fagon cohérente avec la
formule générale

Al'Com(A) = det(A)I,.

On vérifie directement les autres propriétés de la conjugaison. Par contre attention,
q192 = q2-q1.-

Définition 4.20

On définit N(q) = qg = a® + b> + ¢ + d?, qui est une forme quadratique définie
positive sur H. Elle dérive du produit scalaire (g1, g2) = %(‘h@ + ¢2q1).

Cette forme quadratique vérifie la propriété essentielle : N(qiq2) = N(q1)N(q2),
comme le module des nombres complexes. Ainsi :
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Définition 4.21

La sphére unité G := {g € H : N(q) = 1} est un groupe pour la multiplication de
H. Aprés l'identification ref, il correspond au groupe de matrices

su)={ (5 7). la+18P =1},

Il s’agit du sous-groupe de SLy(C) formé des matrices qui préservent le produit
scalaire hermitien |21|? + |22|? sur C2.

La multiplicativité de la norme a également pour conséquence que la multiplication
(& gauche et a droite) des éléments de G préserveN. Pour tout qp € H, on définit, de
fagon similaire aux groupes, les isomorphismes R-linéaires

Ly: H - H  Ry: H - H
g = qoq a = qq.

Si N(qo) = 1, alors N(Lg(q)) = N(q) et N(Rg4(q)) = N(gq) pour tout ¢ € H. Ceci
montre que pour tout go € G Ly, Ry, € O(H, N) sont des endomorphismes orthogonaux
de H par rapport a la forme quadratique N. On obtient ainsi deux actions par isométries

de G sur H :

G — O(H,N) G — O(H,N)

q L, q —  Rg.

Nous pouvons les combiner pour obtenir une troisiéme action, "par conjugaison" : pour
tout qo € G, 'application Sy, : ¢ — qoqqy 1 est une isométrie de H, qui coincide avec
Ly, o Rqo—l.

Théoréme 4.121

)
Il existe un morphisme continu G — SO(3), surjectif et de noyau {£1}. ]

Preuve. Pour la surjectivité, il suffit de vérifier que les renversements de SO(V') sont
dans I'image. Soit g € G NV un quaternion pur de norme 1. Considérons son image
fao) =:7.

C’est une rotation de V' qui vérifie 7(qp) = qo, et si ¢ € V est orthogonal a gy,
alors c’est que qqp = —qopq. Par conséquent, r(q) = qoqqa1 = —q, pour tout q € qd-.
Ainsi, f(qo) est bien le renversement associé a qp, ce qui montre que les renversements
sont dans 'image de f.

Pour déterminer le noyau, il suffit de se convaincre que le centre de H est la
droite réelle (exercice). Enfin, la continuité évidente en prenant les coordonnées réelles
associées a la base (1,1, 7, k). O

e 4.13]

On a un isomorphisme SO4(R)/{x14} ~ SO3(R) x SO3(R), qui est également un
homéomorphisme pour les topologies standards de ces groupes.

En particulier SO4(R)/{£id} n’est pas simple, contrairement aux valeurs n > 5.

Remarque 4.13. Ces groupes sont des variétés, et les morphismes des difféomorphismes
locaux.
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FIGURE 2 — Solides de Platon

4.6 Groupes d’isométries des solides platoniciens

Nous avons considéré dans un chapitre précédent le groupe diédral d’ordre 2n, qui
est isomorphe au groupe des isométries de n’importe quel polygone régulier & n cotés
dans le plan euclidien. Il est naturel de s’interroger sur ’analogue tridimensionnel de ces
résultats.

Premiérement, quels objets de I’'espace jouent le role des polygones réguliers 7 Ce sont
les polyédres réguliers convexes. Cette notion de régularité est assez délicate a énoncer
bien qu’assez intuitive : toutes les faces doivent étre des polygones réguliers deux a
deux isométriques, la géométrie doit étre la méme depuis chaque sommet. On renvoie a
[Aud06], V.4, V.5 pour plus de détails.

Un fait remarquable connu depuis I’Antiquité est qu’il n’existe que cing polyédres
réguliers dans l'espace : le tétraédre (4 faces), le cube (6 faces), 'octaédre (8 faces), le
dodécaedre (12 faces) et enfin I'icosaédre (20 faces). On les appelle solides platoniciens.

Ces objets étant trés symétriques, il est naturel de considérer leurs groupes d’iso-
métries. Etant donné un polyédre P de l'espace euclidien, son groupe d’isométries est
{f € Isom(R?) | f(P) = P}. Notons d’une isométrie étant affine, elle préserve le polyédre
si et seulement si elle préserve ’ensemble de ses sommets (qui sont ses points extrémaux
en tant que convexe de R?). On définit similairement le groupe des isométries directes
de P en considérant les f de Isom™(R3) qui le preservent.

( N\

Proposition 4.15

Soit S C R3 un ensemble fini et symétrique, i.e. Vo, x € S = —x € S, et soit
X = Conv(S) son enveloppe convexe. Soit O l'isobarycentre de S. On note sp la
transformation affine isométrique telle que sp(O) = O et de partie linéaire —id (la
symeétrie centrale de centre O). On a alors un isomorphisme

Isom(X) — Isom™(X) x (s0)
f n {(f, id) s% f € Isom™ (X)
(foso,s0) sif¢Isom™(X).

(. J

Ainsi, pour les solides admettant une symétrie centrale, Isom(X) ~ Isom™*(X) x
Z/27Z, le facteur Z/2Z correspondant a I'involution antipodale. Ce sera le cas de tous les
solides de Platon, sauf le tétraédre pour lequel on a un produit semi-direct Isom(7") ~
Isom™ (T') x Z/2Z. Pour les autres solides, on se contente donc de lister leurs groupes
d’isométries directes.
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Pour les mémes raisons qu’au paragraphe ref, puisque deux polyédres réguliers se
déduisent I'un de lautre par une similitude de R3, il y a un sens a parler du groupe
d’isométries d’un solide de Platon donné.

( Proposition 4.16

Le groupe d’isométries du tétraédre est Sy4, son groupe d’isométries directes est Ay4.
Le groupe d’isométries directes du cube est isomorphe a &4.
Le groupe d’isométries directes de l'octaedre est le méme que celui du cube.
Le groupe des isométries directes du dodécaédre est As.
Le groupe d’isométries directes de l'icosaedre est le méme que celui du dodéca-
édre.

T — 4.14]

Tout sous-groupe fini de SO3(R) est conjugué a un sous-groupe cyclique engendré
par une rotation d’ordre n, au groupe diédral D,,, ou bien au groupe des isométries
directes d’un des cinq solides platoniciens, donc isomorphe a A4, &4 ou As.

4.7 Automorphismes extérieurs de S¢ et isométries du dodécaédre
5 Représentations linéaires des groupes finis
Fixons G un groupe fini.

Définition 5.1

Une représentation linéaire (complexe, de dimension finie) de G est la donnée
d’un couple (V,p), ou V est un espace vectoriel complexe de dimension finie et
p: G — GL(V) un morphisme de groupes. La dimension dim V' est appelée degré
de la représentation (V, p).

Une représentation (V, p) de G définit donc une action linéaire de G sur V, au sens
des actions de groupes.

Définition 5.2

On dit d’une représentation (V, p) qu’elle est fidéle si p est injective.

En d’autre termes, la représentation est fidéle si 'action correspondante sur V' est,
au sens des actions de groupes.

Exemple 5.1. 1. La représentation triviale V' = {0}, p(g) = id pour tout g € G.
2. V quelconque et p : G — GL(V') défini par p(g) = idy pour tout g.

3. Si G = S,, n > 1, alors en notant p(c) 'endomorphisme de C™ défini par
p(o)(e:) = eg(), ot (e1,...,e,) désigne la base canonique de C", I'application
p:0€ G p(o) € GL(C") est une représentation de G.

4. Si G = Hg = {#1, £i, +j, £k}, la présentation matricielle des quaternions ref
nous donne une représentation fidéle de p : G — GL(C?) ~ GL3(C) telle que

p(1)=<(1) ?) p(i)=<é _OZ> P(j):<(1) _01> p““):(? é)

Commengons par voir en détail le cas des représentations de degré 1.
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5.1 Caractéres d’un groupe fini

Définition 5.3
On appelle caractére de G tout morphisme p : G — C*.

Remarque 5.1. Notons que pour tout espace vectoriel complexe V' de dimension 1, GL(V)
s’identifie canoniquement a C*.

Définition 5.4

L’ensemble des caracteéres de G est appelé groupe dual, ou groupe des caractéres
de G. Il est noté G, et c’est un groupe pour la loi naturelle (x1, x2) — x1.x2 définie
par

Vg € G, (x1-x2)(9) = x1(9)x2(9)

Proposition 5.1

Tout caractére x € G se factorise en ¥ : G/D(G) — C*, ott D(G) désigne le sous-
groupe dérivé de G. De plus, si n = |G/D(G)|, alors x (donc X également) est a
valeurs dans le groupe p,(C) C C* des racines n-émes de 'unité.

Rappelons que cela signifie que x =Y o, ou 7 : G — G/D(G) désigne la projection
canonique.

Preuve. Le premier point vient du fait que C* est un groupe abélien (cf feuille de
TD1). Le deuxiéme du théoréme de Lagrange : si g € G, alors w(g") = 7(g)" = 7(e)
dans G/D(G), d’ott x(g9)" = X(7(9)") = 1. O

Ainsi, les caractéres se factorisent toujours en des caractéres de I’abélianisé du groupe.
Ce qui nous conduit & considérer les caractéres des groupes abéliens finis.

Exemple 5.2. 1. Le caractére trivial, i.e. la fonction constante égale & 1 sur G.

2. Les caractéres de &,, sont la signature ou bien le caractére trivial (cf TD6).
2ikm ) ]

n

3. Pour G = Z/nZ, le caractére x : k — exp (

Proposition 5.2

Soit G un groupe abélien fini et soit H < G un sous-groupe. Soit xo € H un caractére
de H. Alors il existe y € G un caractére de G tel que xo = x|g.

Preuve. On procéde par récurrence forte sur [G : H].

Si H est un sous-groupe d’indice 1, alors le résultat est évident puisque H = G.

Supposons que pour 1 < k < |G|, tout caractére défini sur un sous-groupe H
d’indice au plus k s’étend en un caractére de GG. Montrons que la proposition est
vraie pour les sous-groupes d’indice k + 1.

Soit donc H un sous-groupe d’indice k + 1 dans G et soit yo un caractére de H.
Comme k + 1 > 1, H # G et on peut choisir g ¢ H. Soit n 'ordre de gH dans le
groupe quotient G/H (bien défini car G est abélien). Ainsi, n est le plus petit entier
strictement positif tel que g” € H. Noter que n > 2.

Soit H' = {hg*, h € H, k € Z} le sous-groupe engendré par H U {g}. Comme
|H'| > |H]|, on peut lui appliquer ’hypothése de récurrence, et il nous suffit donc
d’étendre xo & H', qui s’étendra alors a tout G par hypothése de récurrence.

Choisissons z € C* tel que 2" = xo(g") et montrons qu’on peut étendre xo en
un caractére xg : H — C* tel que xolg = xo et xy(9) = z. Tout élément de H'
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se met sous la forme hg®, mais de facon non nécessairement unique. Néanmoins, si
hlgk1 = hgg’€2 pour hi,ho € H et ki, ko € Z, alors h1h2_1 = gkrkh d’ou Pexistence
de a € Z tel que ko — k1 = an. Ainsi

xo(h2)2" = x0(h2)2™™2" = x0(h2)x0(g™)*2"
_ Xo(h2gan)zk1
= Xo(hl)zkl.

Ainsi, quelle que soit 'écriture b/ = hg*, h € H, k € Z d’un élément de H’, la valeur
de xo(h)z* € C* est la méme, et nous pouvons bien définir une application

xo: H — C*

hgt — Xo(h)zk

dont il est immédiat de vérifier que c¢’est un morphisme de groupes, donc un caractére
de H' qui étend x(. D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe un caractére x : G —
C* tel que x|y = X, donc a fortiori x|m = xo ce qui termine la récurrence. O

Notons p : G — H le morphisme "restriction", c’est-a-dire p(x) = x|z pour tout
caractére x € G. On vérifie directement que c’est un morphisme, et la proposition pré-
cédente dit précisément qu’il est surjectif.

Notons 7 : G — G/H la projection canonique. Soit i : G//?I - G I’application
X — x o 7. Clest également un morphisme de groupes, cette fois injectif (le vérifier).
On vérifie également (voir feuille de TD) que Kerp = Im i, et finalement on a une suite
exacte courte

1—>G//7{—>@—>ITI—>1.

C’est en quelque sorte la suite exacte duale de la suite exacte courte H - G — G/H, ou
la premiére fleche est l'inclusion et la deuxiéme la projection canonique. En particulier,
nous déduisons

G| = |G/H.|H],
pour tout sous-groupe H de G.

Proposition 5.3
Pour tout groupe abélien fini G, ]@| =G|

Remarque 5.2. On verra en exercice que G est toujours isomorphe & son dual, mais pas
canoniquement.

L’idée de la preuve est de le vérifier directement dans le cas des groupes cycliques,
puis de faire une récurrence en s’aidant de la formule précédente.

Preuve. On procéde par récurrence forte sur |G.

L’initialisation est immédiate.

Soit n > 1. Supposons que tout groupe fini abélien d’ordre au plus n est du méme
ordre que son dual. Montrons que c’est le cas pour les groupes finis abéliens d’ordre
n+ 1.

Soit G' un tel groupe et soit H un sous-groupe cyclique de G, H # {e}. Un
tel sous-groupe existe toujours, il suffit de considérer un élément g # e et prendre

H = (g).

Lemme 5.1

Soit m > 1 et soit K = Z/mZ. Alors K est isomorphe & K.
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Preuve. Rappelons que tout caractére de K est a valeur dans p,,(C).
Soit f: k € K — ¢ € K, ot I'on définit

g K —  C
7 > exp(Zktm,

Premiérement, cette expression est bien définie indépendamment des choix des
représentants de k et £ dans Z/mZ, et a k fixé, ¢7- est un morphisme de groupes

et ¢g, %, = 95, ¢5, montrant que f est un morphisme de groupes. .

Soit g : K — K définie par g(x) = l'unique k € K tel que x(1) = e™m €
tm(C). Si k1 = g(x1) et k2 = g(x2), alors comme (x1.x2)(1) = x1(1)x2(1) on a
directement g(x1.x2) = g9(x1) +g(x2) et g est un morphisme de groupes. Notons
que x(1) détermine complétement .

Comme go f = idg et fog = idp, on en déduit que f et g sont des
isomorphismes et que g = f~1. ([

Comme H est non-trivial, G/H est un groupe abélien d’ordre < n et on peut lui
appliquer 'hypothése de récurrence. Comme H est cyclique, par le lemme précédent
|H| = |H| et nous avons donc

|G| =|G/H|.|H| = |G/H|.|H| = |G|,
d’aprés le théoréme de Lagrange. Ainsi ]@ | = |G|, ce qui termine la récurrence. [

En fait, les groupes G et G sont isomorphes (cf TD), mais pas canoniquement. Néan-
moins, on a, comme en dualité des espaces vectoriels de dimension finie, un isomorphisme

naturel entre G et son bidual G.

Théoréme 5. 1w

)

Pour tout groupe abélien fini G, il existe un isomorphisme canonique G =~ G.

Preuve. On commence par observer que ces deux groupes ont le méme ordre par la
proposition précédente. Il suffit donc de construire un morphisme injectif. Prenons
alors

Q»

f: G —
g

I
Q

ougy:x € G — x(g) € C*. A chaque g fix¢, &, est bien un caractére de G (immé-
diat). Si g1, 92 € G, alors pour tout x € G, on a €g192 () = x(9192) = € (X)égz (),
d’ott f(g192) = f(g91)f(g2). Enfin, vérifions 'injectivité de f. Prenons g # e dans G
et soit H = (g). D’aprés le lemme 5.1, il existe un caractére xo € H tel que xo(g) # 1
(tout caractére non trivial convient). D’aprés la proposition 5.2, il existe un caractére

X € G tel que x|g = xo. Ainsi, (x) = x(9) = xo(g) # 1. D’ott g # e = &, non
trivial : f est bien injectif, ce qui conclut par égalité des cardinaux. O

5.2 Retour sur le cas général en tout degré
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Définition 5.5

Soit (V, p) une représentation de G. Un sous-espace W C V définit une sous-
représentation de (V,p) s’il est stable par tous les éléments de g, c’est a dire
siVg € G, p(g)W = W (rappelons que p(g) est inversible).

Remarque 5.3. On fait (et on refera) un léger abus de langage en disant que W est une
sous-représentation. Il est sous-entendu qu’on lui associe le morphisme p" : g € G —
p(9)|lw € GL(W). Rigoureusement, c’est la paire (W, p"¥') qui est une sous-représentation
de (V, p).

Ezemple 5.3. 1. On reprend la représentation de &,, sur C" donnée par p(o)(e;) =
€q(i)- Le vecteur v = e1 + - - - + e, est fixé par toutes les permutations : p(o)v =
v pour toute o € &,. Par conséquent, la droite D = C.v définit une sous-
représentation de p, et pP est la représentation triviale.
De méme, 'hyperplan H = {(21,...,2,) € C" : 21 + -+ + 2z, = 0} définit une
sous-représentation (cette fois non-triviale) de (C", p).

2. Plus généralement, étant donnée une action de G sur un ensemble fini X, on
lui associe une représentation sur V= @,y C.e;, somme directe formelle de
droites indexées par X, définie par p(g)e, = eq, pour tout g € G et x € X.
La droite dirigée par v = er y €z est une sous-représentation, tout comme
son orthogonal pour le produit scalaire hermitien dont (e;)yex est une base
orthonormée.

Un cas particulier important est celui ot X = G et I'action est celle par trans-
lation & gauche. La représentation associée s’appelle représentation réguliére

de G.

Définition 5.6

Une représentation (V, p) de G est dite irréductible si ses seules sous représentations
sont V' et {0}.

Ezxemple 5.4. 1. Toute représentation de degré 1 est irréductible.

2. On vérifie (cf TD) que la représentation (H, p?) de 'exemple 5.3 est irréductible.

Définition 5.7

Soient (V1, p1), (Va, p2) deux représentations de G. Une application linéaire f : V; —
V3 telle que, pour tout g € G, fopi(g) = p2(g)of est appelée morphisme de repré-
sentations de (V1, p1) sur (Va, p2). C’est un isomorphisme de représentations
si f est de plus un isomorphisme linéaire entre V; et V5.

,—[Théoréme 5.2 (Lemme de Schur)} \

Soient (V1,p1), (Va, p2) deux représentations irréductibles de G. Soit f : V; — V3
un morphisme de représentations. Alors, ou bien f = 0, ou bien f est un isomor-
phisme.

Soit (V, p) une représentation irréductible de G. Alors tout automorphisme de
représentation de (V, p) est une homothétie.
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Preuve. Soit f : Vi — Vo un morphisme de représentations. Alors Ker f est une
sous-représentation de (V1,p1). En effet, si v € Ker f et g € G, alors f(p1(g)v) =
p2(g9)f(v) = 0, dou pi(g9)v € Ker f. Comme (V1,p1) est irréductible, on en dé-
duit Ker f = {0} ou Ker f = Vj. Dans le deuxiéme cas, f est 'application nulle.
Supposons que ce n’est pas le cas. Alors, f est injective. De plus, Im f est une sous-
représentation de (Va, p2) puisque pour tous v € Vi et ¢ € G, on a pa2(g)f(v) =
f(pi(g)v) € Im f. Par irréducibilité de (Va,p2), on en déduit Im f = {0} ou
Im f = V5. C’est donc que f est surjective, donc un isomorphisme de représen-
tations.

Soit f: (V,p) = (V, p) un automorphisme de représentation. Soit A € Spg f une
valeur propre complexe. Vérifions que espace propre associé Ey(f) est une sous-
représentation de f : si f(v) = Av, alors pour tout g € G, f(p(g)v) = p(g9)f(v) =
Ap(g)v, dott p(g)v € Ex(f). Comme \ € Spe f, on a E)\(f) # {0} par définition,
d’ot E)\(f) =V par irréducibilité, i.e. f est une homothétie de rapport A. O

Théoréme 5.3 (Mashke)]

Soit (V, p) une représentation de G et soit W C V une sous-représentation. Alors il
existe une sous-représentation W’ telle que V=W ¢ W".

Ainsi, un sous-espace stable par tous les éléments de G admet un supplémentaire avec
la méme propriété.

Preuve. On commence par construire un produit scalaire hermitien p(G)-invariant
via une méthode standard de moyennisation. Soit (.,.) un produit scalaire hermitien
quelconque sur V. Définissons (., .)o par

Vu,v €V, (u,0)0 = Y _(p(g)u, p(g)v).
geG

On vérifie directement que (.,.)o est sesquilinéaire, vérifie (v,u)o = (u,v)o et est
défini positif. Si h € G est donné, alors pour tous u,v € V, on a

(p(R)u, p(h)v)o = > {plgh)u, p(gh)v) =Y (p(g)u, p(g)v) = (u,v)o

geG geqG

puisque la translation g € G — gh € G est bijective. Ceci montre que (.,.)o est bien
invariant par tous les éléments de p(G) C GL(V).

Maintenant, si W est une sous-représentation, prenons W’ = W+, ot 'orthogonal
est pris relativement au produit scalaire hermitien (.,.)o. Vérifions que W’ est bien
une sous-représentation. Soit u € W’. Alors pour tout v € W et pour tout g € G,
on a (p(g)u,v)o = (u, p(g~)v)g, et comme p(g~)v € W, on a bien (p(g)u,v)y = 0.
Ceci pour tout v € W, d’ott p(g)u € W+, d’out p(g)W+ = W+ pour tout g € G. Le
produit scalaire étant défini positif, V = W @ W, ce qui termine la preuve. U

- )

Soit G un groupe fini et soit (V, p) une représentation de G. Alors il existe (Vi, p1), ..., (Vk, pr)
des représentations irréductibles de GG, et des entiers aj,...,ar = 1, tels qu’on ait
un isomorphisme de représentations

VeV g... eV

ol Vi@ai désigne la représentation (V; @ --- @ Vi, p; -+ D p;).
—_—————

a; fois
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Cette décomposition est unique (& isomorphisme prés), au sens ou pour tout
autre isomophisme V ~ Wl@b1 ®--- D WfBbT ou r = 1, les W; sont irréductibles,
et by,...,b. > 1, on a nécessairement r = k et une permutation o : {1,...,k} —
{1,...,k} telle que pour tout 1 < i <k, on a b; = aq(; et Wi = V.

Preuve. Existence : Mashke, par récurrence sur dim V. Sans difficulté, le faire en
exercice en rédigeant trés proprement (cf rapport du jury).

Unicité : L’ingrédient est le lemme de Schur.

Notons provisoirement V = @Kz‘gk(@lgjgai Vi;), ot pour chaque i, les Vi 1,..., Vi q,
sont des sous-représentations de V', toutes isomorphes a V;. Supposons qu’on ait éga-
lement V = ®1<5<T(@1<m<bz Wem), ot Wei,...,Wep,.

Notons que tous 4, j, la projection p;; : V. — V;; parallelement & la somme
de tous les autres espaces dans la premiére décomposition est un morphisme de
représentations. De méme pour les projections mp,, : V. — Wy p,.

D’aprés le lemme de Schur, pour tous ,j et £,m, les restrictions pi,j‘Wz,m :
Wem — Vij et 7T€,m|Vi,j : Viy — Wiy, sont soit identiquement nulles, soit des
isomorphismes. Comme ces restrictions ne peuvent étre toutes nulles, ceci implique
que pour tout i € [1,a], il existe un unique ¢ € [1,b,] tel que V;; ~ W;,, pour
tous j et m. Et inversement, pour tout ¢ € [1,b,], il existe un unique ¢ € [1, a] tel
que Wy, >~ V; ; pour tous m et j.

Ainsi k = r et il existe une permutation o € &y telle que V; ; ~ W), pour
tous ¢ € [1, k] et j,m. Quitte & réordonner les Wy ,,,, on peut supposer o = id. Reste
A voir que nécessairement a; = b; pour tout 3.

Pour tout ¢ € [1, k], notons p; = Zléjém Wy &y — Zlgmgbi Tim. Notons
également V; = Dicjca; Vi et W; = D1<im<p, Wim- D’apreés la méme application
du lemme de Schur, nous avons pour tous 7 #

vj € [[1,04]], pi’(‘/id) = {0}7 d’on pi’(‘/i) = {O}

Vm € [1,b:], 7y (Wim) = {0}, d’ou my(W;) = {0}.
Ainsi f/l C VT/Z et VNVl - f/i, d’ou ’égalité des dimensions et donc a; = b; puisque
dimV;; = dimW;,, (& chaque i donné, les représentations irréductibles sont iso-
morphes). O

Ces bases théoriques étant posées, on voudrait maintenant des outils plus pratiques
pour déterminer les sous-représentations irréductibles et leur multiplicité au sein d’une
représentation (V, p) donnée.

5.3 Caractéres des représentations

Définition 5.8

Soit (V, p) une représentation de G. On définit son caractére comme étant la fonc-
tion x, : G — C donnée par I'expression x,(g) = Tr p(g), pour tout g € G.

Remarque 5.4. Le caractére d’'une représentation de degré 1 est un caractére de G au
sens de la section 5.1. En degré > 2, le caractére d’une représentation peut s’annuler et
n’est pas en général un morphisme de G vers C*.

é Exemple 5.5. Voir le TD pour les caractéres de représentations standard de Do, et
Hj sur C2.

On commence par quelques observations plus ou moins immédiates.
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( Proposition 5.4
Soit x = x, : G = C le caractére d’une représentation (V, p) de G.
1. X(e) =dimV
x(hgh™1) = x(g) pour tous g,h € G
x(g~ x(g) pour tout g € G.
(

)=
Soient (V1,p1) et (Va, p2) deux représentations isomorphes. Alors x,, = X, -

(& J

Preuve. Pour le premier point, ceci vient du fait que p(e) = idy. Pour le deuxiéme,
c’est le fait que Truv = Trovu pour tous u, v € End(V'). Pour le troisiéme, si n = |G|,
le théoréme de Lagrange nous assure ¢" = e pour tout g € G, ainsi le polynéme
X™ — 1 est annulateur de p(g) pour tout g, ce qui assure Spc p(g) C pn(C) (et p(g)
est C-diagonalisable). Si on note Aq, ..., Ag les valeurs propres de p(g) comptées avec
multiplicité (d = dim V'), alors celles de p(g~—1) sont Ai,..., Ag, dout x(¢7 1) = x(9).

Enfin, soit f : V3 — V5 un isomorphisme de représentations. Si (eq,...,e,) est
une base de Vj et si e; = f(e;), alors pour tout g € G, Mat(,)p1(g) = Mat.,)p2(g)
(il suffit de 1’écrire). Ainsi, p1(g) et p2(g) ont la méme trace. O

Définition 5.9

Une fonction f : G — C telle que f(hgh™') = f(g) pour tous g,h € G est dite
centrale. On note C(G) le C-espace vectoriel des fonctions centrales sur G a valeurs
complexes.

Une fonction centrale est donc une fonction qui est constante sur les classes de
conjugaison de G. En notant R la relation g1Rgs <= 3h € G : go = hgith™! et
en notant p : G — G/R la projection canonique, toute fonction centrale f : G — C
induit une fonction f : G/R — C telle que f = fop, et inversement, pour toute fonction
¢ :G/R — C, la fonction f = ¢pop: G — C est centrale et induit ¢ au quotient.

L’application {f — f} définit ainsi un isomorphisme linéaire entre C(G) et F(G /R, C),
ce dernier désignant ’espace des fonctions de G/R vers C. En notant k le nombre de
classes de conjugaison de G, ceci montre que dimg C(G) = k.

On définit sur C(G) le produit scalaire hermitien donné pour toutes ¢, 9 € C(G) par

o ‘G,g%qﬁ

On a alors la propriété fondamentale suivante dont on pourra admettre la démons-
tration en premiére lecture, puis consulter la preuve en annexe ref.

[ Proposition 5.5
Soit (V, p) une représentation de G. Alors

(V. p) est irréductible si et seulement si (x,, x,) = 1|.

Soient (V1,p1), (Va, p2) deux représentations irréductibles. Alors

)1 si (Vi p1) = (Va, p2)
<Xp1,Xp2> = .
0 sinon.

(. J

On pourra noter que dans le deuxiéme point, si V; et Vo sont isomorphes, alors elles
ont le méme caractére, qui est donc de norme 1 par irréducibilité d’aprés le premier point.

Les caractéres des représentations irréductibles de G' (deux & deux non isomorphes)
forment donc une famille orthonormée de C(G).
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Corollaire 5.1

A isomorphisme prés, il y a au plus k représentations irréductibles de G, oti k désigne
toujours le nombre de classes de conjugaison de G.

Remarque 5.5. Notons qu’a priori, il n’était pas évident du tout qu’il n’y a qu’un nombre
fini de représentations irréductibles. Non seulement elles sont en nombre fini, mais on
obtient ainsi une borne explicite.

Encore mieux (cf annexe pour la preuve) :

Proposition 5.6

A isomorphisme prés, il y a exactement k représentations irréductibles de G. De
fagon équivalente, les caractéres des représentations irréductibles de G forment une
base orthonormée de C(G), pour la structure hermitienne introduite plus haut.

On en déduit immédiatement :

Corollaire 5.2

Une représentation est déterminée, a isomorphisme preés, par son caractére : si V et
W ont méme caractére, alors elles sont isomorphes.

Preuve. Soient Vi,..., V) les représentations irréductibles de G, de caractéres res-
pectifs x1,...,xx. D’aprés le théoréme 5.4, il existe aq,...,a; des entiers positifs
ou nuls tels que V ~ @Kigk Vi@ai ol on convient que V; n’apparait pas dans la
décomposition quand a; = 0. On a alors xy = > a;xi, et donc a; = (xv, x;) puisque
(X1,---,Xk) est une base orthonormée de C(G). La multiplicité de V; dans V' est donc
déterminée par le caractére de V', d’ou le résultat d’aprés le théoréme 5.4. O

5.4 Mise en pratique : table des caractéres

On note toujours G notre groupe fini et on considére (Vi,p1),. .., (Vk, px) les repré-
sentations irréductibles de G, ou k = dimc C(G) désigne toujours le nombre de classes
de conjugaison de G.

Remarque 5.6. On notera qu’il y a (encore) un abus ici. Les p; sont des représentants des
classes d’isomorphismes des représentations irréductibles de G.

On notera 1 la (classe d’isomorphisme de la) représentation irréductible (C, p) avec
p(g) = id¢ pour tout g € G. C’est celle qui correspond au caractére trivial x donné par
x(g) = 1 pour tout g € G.

( Proposition 5.7
On a la relation

k

Gl =Y (dim V)2,

1=1

Preuve. Considérons la représentation réguliére (Vieg, preg), cf ref. On a dim Vieg =
|G|. La multiplicité a; de V; est donnée par

a; = <Xreg7Xi> = ‘é’ Z(Xreg(g)axi(g»'

geG

Or pour tout g # e, la translation h € G — gh € G est une permutation de G
sans point fixe. La matrice de permutation associée est donc de diagonale nulle,
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d’otl Xreg(g) = 0 pour tout g # e. De plus, comme preg(e) = idy,,,, on a Xreg(e) =
dim Vieg = |G/. Ainsi, on a

1

= @’G‘X'é(e) = dim V;,

a;

puisque y;(e) = dim V; pour la méme raison. Nous avons donc
k
-~ @ dim V;
Vg ~ @P V21,
i=1

et I'identité suit en prenant les dimensions. O

On retiendra notamment que Xreg = Zle (dim V;)x; et que

G| sig=e
Xreg(g) = {’ ‘

0 sinon.

Pour classer les caractéres des représentations irréductibles de G, on les place sur les
lignes d’un tableau & double entrée dont les colonnes donnent leurs valeurs sur chaque
classe de conjugaison de G. On commence donc en pratique par déterminer les classes de
conjugaison de G.

On commence par rechercher les représentations de dimension 1, c’est & dire les ca-
ractéres de G.

Table des caractéres de G5 La décomposition en produit de cycles a support disjoints
permet de déterminer les classes de conjugaison. Toute permutation de &3 est soit id,
soit une transposition (i j), soit un 3-cycle (i j k). Il y a donc trois classes de conjugaison,
donc trois classes d’isomorphismes de représentations irréductibles.

Comme toujours on a la représentation trivial 1. On sait que le seul autre caractére de
GS3 est la signature €. La troisiéme représentation irréductible (V, p) est nécessairement
de degré 2 puisque |S3] = 6 = 1 + 1 + (dim V)2, On peut déterminer son caractére en
utilisant la relation xreg = X1 + Xe + 2X, ou bien I'orthogonalité des colonnes.

{id} [ {G )} | {ij Kk}
1| 1 1 1
e | 1 —1 1
o | 2 0 1
3 1 [ 0]

Pas de mystére, p est la représentation induite par la représentation naturelle de G3
sur C3 sur le plan V d’équation z; + 2o + 23 = 0. Pour s’en convaincre, on peut noter
Pt . S3 — GL(C?) la représentation définie par p"a(o)e; = ex(i) pour tout o € 63
et i € {1,2,3}. Si D = C.(e1 + e + e3), alors C> = D @ V est une somme directe de
représentations, et p"® induit la représentation triviale sur D. On a donc xpat = 1 + XV,
or Xnat(0) est le nombre de point fixe de o puisque la matrice de p"* (o) dans la base
(e1,e€2,e3) est la matrice de permutation P,. Ainsi xy = X, comme on peut le voir sur
la ligne rajoutée dans le tableau, assurant que p est bien isomorphe a la représentation
induite par p"® sur V.

Noter que cet argument est valable pour d’autres valeurs que n = 3.

Table des caractéres de A4 On a 4 classes de conjugaison : celle du neutre, les

doubles transpositions, la classe de (1 2 3) et la classe de (1 3 2). Noter qu’'on ne peut
conjuguer que par une permutation de Ajy.
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Soit x : A4 — C* un caractére. On sait qu’il factorise par le sous-groupe dérivé,
qui rappelons-le est le sous-groupe des doubles transpositions noté Vj. Comme Ag/V}
est d’ordre 3, il est isomorphe a Z/3Z. Comme (1 2 3) ¢ Vi, sa classe (1 2 3)Vy # Vi,
c’est donc un générateur de A4/Vy, nous pouvons donc fixer comme isomorphisme f :
Z/3Z — A,/V, lapplication définie par

f0)=VvV
fO) =023V
f@) =132V

puisque ((1 2 3)V)? = (1 3 2)V. Maintenant il y a trois caractéres de Z/3Z, a savoir le
caractére trivial, celui qui envoie 1 sur j et enfin celui qui envoie 1 sur j2. D’oil les trois
premiéres lignes de la table des caractéres

{id} | Va [Cu23) | Casa
1 1 1 1 1
X | 1 j j*
X2 | 1 1 5> J
o | 3 [=1| 0 0
a4 Jof 1 [ 1

La derniére s’obtient par la méthode usuelle : le degré d de p vérifie 12 =1+ 1+ 1+ d?,
d’ou d = 3, puis par orthogonalité des colonnes. On reconnait de nouveau le caractére de
la représentation induite par p"* sur I'hyperplan V C C* d’équation 21 + 29+ 23424 = 0.

Table des caractéres de Hg On a cing classes de conjugaison. Tout d’abord, les
éléments centraux définissent chacun une classe de conjugaison & un élément. Ensuite, si
q € {+i,+j, £k} est non central et si gy est un autre élément de Hg, on vérifie directement
que Qquo_l =g siqy € {£1,+q} et qoqqo_1 = —¢q sinon. En effet, tout quaternion non
central de Hg est de carré —1, donc son inverse est son opposé et la multiplication de H
fait que le produit de deux éléments distincts de {3, j, k} vaut plus ou moins le troisiéme.
Ainsi, les trois autres classes de conjugaison sont {£i}, {+j} et {£k}.

Déterminons les caractéres de Hg. On a déja vu que le groupe dérivé de Hg est
Z(Hg) = {£1}. L’abélianisé Hg/{£1} est isomorphe au groupe de Klein Vj. En effet,
ses éléments sont les classes modulo £1, donc 1, 4, j et k avec comme loi de composition :

— Tout élément est de carré 1
— Le produit de deux éléments distincts dans {i, j, k} est le troisiéme élément.

On reconnait V4. Tout caractére de Hg induit donc un caractére de V4 par le théoréme
de factorisation,/gt inversement tout caractére de V4 nous donnera un caractére de Hg.

On sait que V} et Vj sont isomorphes (non canoniquement), on doit donc avoir quatre
caractéres pour V4. Comme tout élément est d’ordre 2, un caractére x : V4 — C* sera
a valeurs dans {+1}. Si on se donne trois signes €1,£92,e3 € {£1} tels que 162 = €3
alors la fonction Vj; — C* telle que x(1) = 1, x(7) = €1, x(j) = &2 et x(k) = e3 sera
un morphisme de groupes et on décrit ainsi tous les caractéres de V; = Hg/D(Hg), les
signes possibles étant (1,1,1), (1,-1,-1), (=1,1,—1) et (—1,—1,1).

En notant 7 : Hg — Hg/D(Hg) = Vj la projection canonique, tout caractére y :
V4 — C* donne naissance & un caractére y = yYow : Hg — C* et tous s’obtiennent ainsi.
Nous avons donc les quatre premiéres lignes de la table des caractéres.

D’aprés la relation entre 'ordre du groupe et les degrés des représentations, la cin-
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quiéme représentation irréductible est nécessairement de degré 2.

(0 =1 [ (&) [ {5 [ (2R}
1 1 1 1 1 1

(1,-1,-1) | 1 1 1 -1 -1

(-1,1,-1) | 1 1 -1 1 -1

(-1,-1,1) | 1 1 -1 -1 1
P 2 -2 0 0

La derniére ligne peut s’obtenir via I'orthogonalité des colonnes. On reconnait le caractére
de la représentation standard p : Hg — GL2(C).
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