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Exercice 1. On a

dx = cos ¢ cos Odr — rsin ¢ cos 0d¢ — r cos ¢ sin 6d0
dy = cos ¢ sin 0dr — rsin ¢ sin #d¢ + r cos ¢ cos 6d0
dz = sin ¢dr + r cos ¢pd .

o 0 0

Pour exprimer (par exemple) % dans (5, Py 52 ), on retrouve ses composantes en évaluant dz, dy,

dz sur lui, ¢.e. en calculant % etc.. Mais on aura des composantes dans le systeme (r, ¢, ), qu'il

faut alors exprimer en fonction de (x,y, z). Or, le changement de coordonnées sphérique (comme le
changement polaire dans le plan) ne se fait que sur un ouvert maximal dense, qu’on peut prendre ici
pour {(z,y,2) : y# 0 oux > 0}. Le changement s’inverse alors en

r=+z2+y?+22
¢ = arctan B
Va? 4 y?

6 = 2 arctan ¥ .
T+ /x? +y?
Sur cet ouvert, on a alors

Op = cos(¢) cos(0)0, + cos(¢) sin(8)0dy + sin(¢)0,

x Y z

Op + Oy + 0
/22 ¥ 2 + 22 /22 ¥ y2 + 22 7 /22 ¥ y2 + 22

0p = —rsin(¢) cos(0)0, — rsin(¢) sin(6)9dy + cos(¢)0,

Tz Yz s
TR e R

Op = —1cos(¢) sin(6)0, + r cos(¢) cos(0)0y

= —y0p + x0y.
Pour retrouver ces valeurs, notez qu’on a seulement besoin de r, cos(¢), sin(¢), cos(6) et sin(6) dont les
expressions sont plus simples : par exemple cos(f) = ;; =. Notez également que les champs ainsi
x2+y

définis sur notre ouvert s’étendent & un ouvert plus grand, & savoir {(z,y,z) € R® : (z,y) # (0,0)},
le complémentaire de 'axe Oz.

Exercice 2. En premicre lecture, on voit qu’a part le (3), toutes ces formes sont définies sur tout R? ou

R3, qui sont contractiles. Il y a donc équivalence entre étre fermée et étre exacte, sauf éventuellement

pour la (3). Pour chacune, on vérifie si elle est fermée en regardant si Bawyx = dawmy , Ol W = wedr +w,dy.

Idem en 3 variables.

(1) Pas fermée, donc pas exacte.

(2) Pas fermée, donc pas exacte.

(3) Ici on voit qu'une primitive en z de z/(2? + y?) est 3log(z? + y?), et que sa dérivée selon
y est également la composante en dy. La forme est donc exacte, de primitive f(z,y) =

log(\/22 + y?) + cte.

(4) Pas fermée, donc pas exacte.

(5) Ici la forme est fermée, donc exacte (M = R?). Une primitive f doit vérifier g—f; =e?(y + x),
cherchons donc f de la forme f(z,y) = ye* + xe® — e* + ¢(y), avec ¢ dérivable. En dérivant
par rapport & y, on obtient e* + ¢'(y) = e* + 3e¥. 1l nous suffit donc de prendre ¢(y) = 3¢V,
i.e. f(z,y)=e"(x+y— 1)+ 3e¥ est une primitive de w sur R2.

(6) On constate ici que wy(x,y) = wy(y, x), il en résulte que w est fermée. Le calcul de primitive est
un peu plus compliqué. Un passage en coordonnées polaires peut aider. On obtient finalement
w=df,ou f(z,y) = % (pour plus de détails, m’écrire)
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(7) Ici, la forme est & nouveau exacte. Les calculs sont similaires & précédemment, on trouve
facilement f(x,y) = z2y.
(8) Pas fermée.
(9) Pas fermée.
(10) Elle est fermée, donc exacte par contractilité. On réduit le nombre de variables comme suit.
Soit f(x,y,2) = vyz2. Alors df a la bonne composante sur dz. On a de plus

w—df =zdy + (22 + y)dz = dg,

ot g(z,y,2) = yz + 2z2. Finalement, w = d¢, ot ¢(z,y, 2) = xyz? + yz + 22

Exercice 3. Ici, aézz =2y # 88% = 0, donc w n’est pas fermée, donc pas exacte. Par le lemme de

Poincaré, une forme sur R? est exacte ssi elle est fermée. On cherche donc ¥ telle que ¥(x)w soit
fermée. Ce qui est équivalent a :

Vao,y € R, 2y¥(z) = 2y¥'(x).

La fonction exponentielle convient donc, et on peut chercher f: elle doit vérifier

O f(z,y) = * (2 + % + 22)
8yf(.’IJ, y) = dezp

Cherchons f de la forme f(x,y) = y%e® + ¢(x), avec ¢ dérivable. On doit avoir y?e* + ¢/ (z) = €% (2 +
y?+2z), d’ott ¢/(x) = e*(z2+2x). On voit que ¢(x) = x2e® convient et donc que f(z,y) = (v2+1y?)e®
est une primitive de 1 (z)w sur R?.

Exercice 4. (1) 11 suffit de faire le calcul habituel.
(2) Méthode 1 : on note que U est contractile, car étoilé (par rapport a (0,1) par exemple). Le
lemme de Poincaré assure que w est exacte.
Méthode 2 : on exhibe une primitive. On voit directement que f(z,y) = % convient.

(3) On note que puisque w est exacte, la valeur de wa ne dépend pas de C. Précisément, elle
vaut f(3,8) — f(1,2) = 3 — 1 = 2. On peut vérifier ceci en faisant le calcul avec pour C' le

segment paramétré par 7( )= (1+2t,2+6t), t € [0,1], dou v/ (t) = (2,6).

Exercice 5. (1) C’est le calcul habituel.
(2) On parametre C' par y(t) = (cos(t),sin(t)), avec t € [0,2n]. Nous avons alors par définition :

/w_/er (sin?(t) + cos®(t)) dt = 27

Exercice 6. On note que la forme y?dz 4+ 22dy n’est pas fermée, donc pas exacte, sans quoi le calcul
aurait systématiquement donné 0. Dans les deux cas, v est une courbe, qui admet deux orientations,
c’est a dire deux sens de parcours. A orientation fixée, l'intégrale de w le long de v ne dépend pas de
la paramétrisation. Ici, on en choisit une arbitrairement. L’autre transforme fvw en son opposé. La
question de ’exercice est donc de connaitre la valeur absolue de I'intégrale.

(1) Dans ce cis, 7 a pour équation x? + y? — ay + % = %. C’est donc le cercle de centre (0, §) et

de rayon §. On le parametre avec y(t) = (x(t),y(t)), our

On a alors



3

(2) Dans ce cas, v a pour équation (%)% + (yT_b)2 = 2. Ici on a une ellipse qu’on parametre en

V(1) = (x(t), y(1)) ot
{IS) — 1 =+/2cos(t)
w1 = /2sin(t)

soit

y(t) = b(v/2sin(t) + 1).

On obtient alors pour cette paramétrisation :

{x(t) = a(v/2cos(t) + 1)

/ w = / " [bwi sin(t) + 1)2(—av/2) sin(t) + a?(v2 cos(t) + 1)%bv/2 cos(t)} dt
¥ 0

27
= / (—4b%a + 4ab?) sin?(t)dt
0
= 4mab(b — a).

Exercice 7. Le calcul direct nous donne via une paramétrisation affine des quatre cotés du carré :

r—y r+y
—=d —=d
/ca:2+y2 e

1 2 3 4
1+1—2t —2t+1 —1+42t— 2t —7-1
- / o LI g / T / PR / 2 2T =1 g
0 14 (1 —2t)2 1 (3—2t)2+1 5 1+ (2t —5)2 3 (2t—=7)2+1

s s s s

En effet, pour une portion ou y est constant égal a yo = +1, on a entre deux bornes a, b

b
/ x'(t)mdt = 1[log(ac(t)2 +1))% — yolarctan(xz(t))]% = +(arctan(1) — arctan(—1))
a z(t)?+1 2 @ @

car z(t) va de —1 & 1 ou l'inverse. Idem pour les cotés ou z(t) est constant. En distinguant les cas,
on obtient le résultat.

Une fagon plus élégante consiste a voir qu’il existe un paramétrage v : [0,27] — C du carré,
homotope au paramétrage dans le sens horaire du cercle 4(t) = (Z(t),g(t)), via une homotopie fixant
les sommets (+1,+1) :

#(t) = V2cos(m/4 — 1)

§(t) = v/2sin(m/4 — t)
L’homotopie s’obtient en travaillant sur les 4 secteurs [0, 7/2], .. [37/2,27] et en interpolant entre -y
et 4. Par exemple, sur [0, 7/2], on prend

s
H(s,t)=(1—s+ Y(t
(5,%) < \/icos(ﬁ/ll—t))fY( )
et ce H est une homotopie & extrémités fixées entre 4 et une paramétrisation (non affine) du coté

allant de (1,1) & (1, —1) de C (faire un dessin). Il suffit alors de concaténer ces quatre homotopies.
Ainsi, la formule d’homotopie nous assure

T —y r+y r—vy r+y
dx + d :/ dr + d
/Ca;2+y2 2y 5 22 +y? 2212

2m 2
= ;/0 (j(t) - g(t))j’(t)dt + ;/0 (i’(t) 4 ?](t))g’(t)dt

2w 2w
= —/ sin(t)(cos(t) + sin(t))dt — / cos(t)(cos(t) — sin(t))dt
0 0

=— /%(sinQ(t) + cos?(t))dt = —27.
0

Exercice 8. On constate que la forme a intégrer est exacte, de primitive f(x,y,z2) = zy + yz + zz.
L’intégrale le long de toute courbe fermée est donc nulle.
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Exercice 9. (1) On prend 7 : [-1,2] — R? le chemin défini par v(t) = (¢,¢?). On a alors

/w—i/ §+Qtt+¥»d__/)@§+2¥m

(2) On prend 7(t) : [0,1] — R? le chemin défini par v(t) = (t,t). On a alors

/w—/ sin(t) + cos(t))dt = /\ftsmt—i— )dt—[ \/icos(t—l— +\f/ Cost—i— )dt

2cos(1 + Z) +V2sin(1 + Z) —1=2sin(1) — 1.

Exercice 10.

On voit sur le dessin que la réunion de U et Uy est tout R? \ {0} et que l'intersection a deux
composantes connexes qui sont les quart de plan représentés sur la figure ci-dessus.

(1)

Vérifions que Uy et Uy sont étoilés. Pour U; prenons xzop = (0,1) € U;y. Soit p = (z,y) € Uj.
Alors pour tout ¢ € [0,1], txo+ (1 —t)p = (1 —t)z, (1 —¢t)y+¢). Commep € Uy, onay > —|z|,
dou (1 —t)yy+t>—(1—1t)|z|+t > —|(1 —t)x|]. Ce qui montre que le segment [p, x| est
contenu dans Uy, de méme pour U en prenant comme point (0, —1).

Ainsi, par le lemme de Poincaré, w est exacte sur U et exacte sur Us (mais pas nécessairement

sur la réunion des deux). Ainsi, il existe f1 : U} — R et fo : Uz — R lisses telles que w = df;
en restriction a U; et w = dfs en restriction a Us.
Par construction, f et fo sont définies et différentiables sur U3 NUs et d(f1 — f2) =w—w = 0.
Donc, f; — f2 est constante sur chaque composante connexe de Uy N Us. Soit « : [—m, 7] = U
la paramétrisation standard de S'. Alors y([—,0]) C Uz et ¥([0,7]) C Uy. Notons v1 = 7|[o.]
et yo = fy][_,, 0]- Nous avons alors :

/ o= / o / = ROO) = £OCM)+ AOM) - AGO)

= i(v(m) = fa(y(=m)) = (S2(7(0)) = f2(~(0)))
= k4 — k_, car y(m) = y(—m).

On note encore une fois qu’il y a une ambigiiité de signe, mais cela importe peu pour la suite.
Siw = df, alors son intégrale le long de tout lacet est nulle. Si f7 w =0, alors k; = k_ d’apres
la question précédente, ce qui signifie que f1 — fo est constante sur tout Uy NUs. Notons k cette
constante. Remplacons fs par fo + k. C’est toujours une primitive de w sur Us et maintenant
f1 = fa sur UyNUs,. On peut alors définir f : U — R par f(p) = fi(p) sip € Uy et f(p) = f2(p)
sip € Uz et il n’y a pas de conflit lorsque p € Uy NU; puisque les deux fonctions y coincident.
Comme f coincide localement avec soit f soit fo, elle est lisse et df = w partout.

Soient F = {w € QYU) : wfermée} et Z = {w € QY(U) : w exacte.}, de sorte que
HY(U) = F/Z. Considérons la forme linéaire o sur F définie par
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ot y(t) = (cos(t),sin(t)) sur [—m, 7] est la paramétrisation standard de S!. On vient de voir
que kerp = Z. De plus ¢ # 0 (donc surjective) puisque p(w) = 27 pour w = %ﬁ;{x@ la
forme angulaire rencontrée précédemment. Ainsi, ¢ descend en un isomorphisme @ : F//Z — R,
montrant que H'(U) ~ R est bien de dimension 1.

Exercice 11.

(1)

=
LR
WA

AN

S(U) o 5(%3)_(71_

%’C% R, Uiol, :@\(AN._.uAM)

C> m 41 CDM‘\)OS"‘”‘\_%

Comme=<os -

d k)d —ydztad
Pour tout k, prenons wj, = W (fr)'wonw= %erﬁy et fr(z,y) = (x—k,y) est
la translation de vecteur —xj, = —(k,0). Ainsi, wy, est définie sur R? \ {x;}, est fermée et on a

/ WK = 277'5ik

ol ~; est une paramétrisation directe du cercle C;. En effet, si ¢ = k, alors c’est l'exercice
5, si i # k alors ; est homotope dans R? \ {z;} au lacet constant égal & z;. Ainsi, pour
tout (ui,...,un) € R, sion prend w = ) upwy, alors ¥(w) = (uy,...,u,) par construction,
montrant la surjectivité de W.

Le sens non évident est ¥(w) = 0 = w exacte. On procede comme a l'exercice précédent.
Notons Vp, ..., V, les n composantes connexes de U; N Us. Soient fi une primitive de w sur
Ui et fo une primitive sur Uy. Comme d(f; — f2) = 0 sur U; N Uy, il existe des constantes
ko, ..., ky telles que f1— fo = k; sur V;. En découpant chaque intégrale f%_ w comme a l'exercice
précédent, on voit que f%w = *(ki—1 — k;) pour tout 1 < i < n. Ainsi, si ¥(w) = 0, alors
ko = -+ = ky, =: k. On remplace alors fs par fo + k et on a comme & ’exercice précédent
fi = fasur Uy NUy, et on définit f: U — R de la méme fagon, de sorte que w = df.

On note de méme F' l'espace des formes fermées, Z celui des formes exactes, de sorte que
HY(U) = F/Z. On a vu que ¥|p : F — R" est surjective, de noyau Z. Elle induit donc un
isomorphisme linéaire H*(U) = F/Z ~ R™.



