
1) Soit f : ( n
, g. g) Eté ↳(Vritgr - R)

'

+ E- n' € IR
-

= x
'
+ y
'

+ R2- 2kfr77 + z' - U

f est C
'

sur IR
'
a { n = y = of .

On si se -
- y = o

et

si ( n
, y , z ) c- W

,
alors R

?
+ -22 = r '

,

contredisant ses R .

→ pas
de pb pour

différencier f ou ooés
.

de W
.

Si p = ( n
, y , z ) e W ,

alors

1f ( p ) = 2x - 2RËg , 2g f- ( pt = 2g - 2R¥ç→
Zzf ( p) = Zz .

Ainsi
,
si dpf = 0 et

p c- W
,

alors 2- = 0 .
Comme

p E
W

, K¥ 0 ou y F 0 .
Disons x f0 .

On a alors

jRq =
' i. e -

R = Voiture ;
idem si y # 0 .

On a alors (R - R )
'

+ z
?
= r
'

,

d'où r = 0
,
ce

qui est exclus
-

CI : trp c- W
, dpf F0 , f et donc une submersion

au vois . de tout pt de W = f-
'

( lol ) ,
montrant

que
W est une sous - variété de dim =

2 de R?



Pour la dessiner
,
on note que

l' équation de W et
invariante

par
les rotations d'exe (Oz ) :

a- ÷:
-

÷ :) .

Comme tout point de RKO -2) est l' image par
une telle rotation d' un point du plan { y = 0f ,
il suffit de tracer W n { y = of , puis d'obtenir
W par

révolution autour de (Oz )
.

p = ( m , y , z ) c- Wnhy = of

⇐ ( txt - R )
'

t z
?
=
à

- et
y = 0 .

x > 0
, ( x - R )

'
+ z

?
= r
' et

y = 0

ou ¥ cercles| [
0

,
( x + r )

'

+ z
?
= rt et y = •

de rayon r

vs

U f g--of
I
r

A µ >
- R R

k



On obtienne ton de révolution -

w u

¥
.
.
-

i Sse"

wnw.ie

2) W
= f-

'

( lol )
, f continue ,

{ de fumé deR
,

de W est fermée dans Rs .

W bourrée ?

Si
p =@ y , g) EW ,

alors

( Vnrtyr - R )
'

+ z
?
= oe

?

d'où E E rt ⇒ IH Er .

et ( Vakuf - R )
?

fr2

⇒ Ha - rt er

⇒ Vêtus - R E) Vrètyr - Rt E r
(*)

à Vrityr E Rtr .

(x ) : la - bl > Il el - lbll

⇒ maxflnl.ly ) ) E Rt r .



Ainsi Il pllo E Rt r ,

ce qui mq .
W et bornée

,

donc compacte .

3) Un point p c- W et un pt critique de
g

ssi

Js c- R : dpg = d dpf .

Ce
qui revient à

dire
que

les gradients sont colinéaires .

8g ( p ) =L! ) ,
ce qui nous donne

les contraintes :

↳ flp ) = 7f ( p ) = 0

2g - 2RI = 0
soit { zz

=

ovàtyr

⇐ f94
⇒

Z = 0

Si
p c- W et z = 0

,

alors Vrètyi # R car sinon

0 t -22 = r2
.

On obtient donc : y = 0
et
z = 0 .

Les points critiques sont situés sur W n { y = g-of
î

W n (Om ) :{( x ,

0
,
a) { avec : axe Ox

.

( txt - r )
'

= à



( = , Int - R =
I r

⇐ lui = Rtr

⇒ se c- { ± R ± rf ( 4 possibilités ) .

On a isolé 4 points critiques .
18

lb→ t

Il reste à voir ceux qui
sont des extreme de g.

• • • • > n

Ici
,
on vérifie que g atteint son

a- ± Rtr

min en ( - R- r
,
0,0 ) et son max en (Rtr

,
0,0 ) -

Il suffit majora lxl sous la contrainte (x.g. g) c- W
.

(Vsétyr - R)
'

+ z
?

= r2

⇒ / VàÏ - r ) = frize (et tels re)
⇒ Vgéty - R E Vr2_zT E r

⇒ Voétyi E Rt r ⇒ Irl E Rtr

Ceci m.q.tt p c- W
,

- R - r E gcp ) E Rt r .

D'où min g = - R - r atteint en C- R - r
,
0,0 )

W

max g =
Rt r atteint en ( Rt r

,
0,0 ) .

W

Roy : L'existence du min et du max étaient garantie à
l' avance par

la compacité de W et la continuité de g.



4) On commence par établir une bijection avec Six $
'

.

L' idée est de voir le premier facteur
$
"
comme l'un des

deux cercles de la coupe
W n { y = 04 , et le deuxième $1

comme la rotation autour de @E) . µ
Rdp )

Plus concrètement
,
si < %

- •

p

C
C

=
W n { y = 0 ,

x > of >
>
se

= { ( x ,
0

,
Z) : (x - R)

'

+ z
?

= ref

et si Ro = ÊÇÏsÊ Î ) ,
alors

: (p , Ro) e- Ex Soca) vs Ro (p ) c- W

est bijective .

Ceci en tête
,
on peut être + direct :

Soit ( x
.
.
x. ) E S

'

,
Cy

,
, y
,

) c- S
'

( i. e. x.' + ai = I )
y ? + b ? = 1

On fait correspondre à ces deux points le point :

( y
,
(Rt rxr) , y

,
(Rtr xD ,

rxa) e W .

( Rtrxn
,
0

,
r xD : paramétrage de C par

$ '

¥) : première colonne de la matrice Ro associée

à

cg.us?ii-e-(I;-b: !)



Notre candidat est donc l' application :

Y :(ni , x. , y , y ,) C- $ x 9
"

CIR
"
↳ ( y

,
(Rt rx , ) , y

,

(R + rx . )
,
r xD
C- W

• Y à valeurs dans W : c
'eut fait pour { le vérifier )

•
Y injective : si (m

,
x.

, g. , y. ) et ( x.
'

,
ré

, y
,

'

, yé ) ont le

même image ,
alors x

,
= xz

' et

gi (Rt rx .)
'

+ yi ( Rt rx,
)
?

= (g)
'

( Rara ' )
'

+ (y ;)
'

( Rt rx;)
'

i. e
.
R + rx

, =
R + rx !

,
i. e - X

, = ai

d' où fy
.
, y ,) = ( si , yé ) -

. Y surjective : soit (x , y , z) E W .
Posons

f : Vséxye .

Soit ( y
,

, y
,
) : = Ip ( x , g) .

Par hypothèse , on a :

( q - R )
'

+ z
?
= ri

,
soit ( ej )

?

+ (Ee )
'

= 1
.

Prenons donc (x.
,
xD = (Ft - R , E)

On a alors Ml x.
,
x.

. g. , y) = ( x. y ,
=D

,

d'à la surjectivité .

On voit
par
ailleurs qu'on vient d' exhiber la bijection réciproque :

4-
'

( x. sis) =LÎ , Ee , ,
esixs?

EB : x2 tg
?
> 0 si (x.y , z ) E W .

Les expressions de H et 4-
"

sont analytiques en leurs variables
,

donc différentiables
,
ce qui mq

Y : S'
×
S'
→
W est un difféo

.



Ë .

Soit C
= { (n , y , z) ER

?
: n' + y

'
- j' = 0 et z > a § -

1) C est une sous -
variété de IR

?

: soit
q (v) = x2 + y

'
-

z
'

,

où o = ( n
, s . g) _ Ici , q est une forme quadratique

non - dégénérée -

C
'

est donc une submersion sur IR
?
- ho Ç .

( directement
, Pq (v) = (2x ,

2g , -23) # ° sauf si v = o ) .

Comme 0 ¢ C
, q

est une submersion au voisinage de C .

Ainsi
,

C est une surface dans 1Res .

Comme précédemment ,

elle est inv
. par

rotation autour de %)
→ surface de révolution .

Coupe selon { y ⇒ of : x2 - z
'

= 0 ← se = ± z
, z > e.

FT
""" "ü

"

.
.÷

Irez a- -z

17
2) Mq C.ça?

" " t -

_ .#
(x , y , z ) e C ssi

J =/ n' +S'
÷: fang ,{ (x. y ) # (o.o) :

"
i sa

| !

C est donc le graphe de la fonction
« ! ""

fln , g) = Ix2+yT , définie sur R
'

- lof .

On
a
alors directement le difféo :



c'est ( x , y , z) c- C → (x
, g) c- 1Re - lol -

Ex 3 : 1) Soit x : R
"

→
Rh

(x
.
.
. . -

,
"
m) ↳ (K

,
---

,
Xk

,
0
,
- - -

,
0)

<

Comme a- est linéaire
,
elle est différentiable et sa différentielle

est constante égale à elle - même
_

D'où doit = #
,
ce qui

revient à dire
que

sa jacobienne est I. ( x . . . . . . xD = .

2) Mq Fly :
V
→ IR

" est un difféo local au vois . de 0 .

Ceci revient à montrer
que do (xp) est inversible

.

Or
, par

définition
,
do (xp) = ( d.⇒✓ ,

et IV -
À

× lof .

Pou définition de #
,
(d. * 7.

✓
= ftp.k.y.g-idas.z.g , qui

est évidemment inversible -

3) Soit 2L c V un vois
.

de 0 tel
que # Iz

,

réalise un

difféomorphisme sur son image U c Rk
, qui est un voisinage

de 0
.

Soit f =#a)
-1

: U → U - v

⇒
¥ ,

- - -

,
un) =L EU ,

si on écrit

f14 - ien) -- ( f. (e) , . . . . fin)) ,fÊ
"⇒ v

comme T of ( E ) =L ,
on a : Rh

f. ( un ,
- - -

,
un) = un

fr ( un
,

Ï
,
un) = Un



D'où : f lui , - . . . Un) = ( un ,
- - -

,
un

, fu! un - - - un) , - - - after - - - ,UN

Comme 2L = f ( U) , ceci montre
que
U est le graphe

de l' application :

Cui - - - un) E U → ( futur , _ . - , un) ,
- -
-

, futur . . . _ , un)) c-Rn
- k

.

¥4 :
S

= {M c-Mn CR ) symétriques Ç .

§ : A c- S t> A ? A c- 5
.

1) 10 est différentiable sur S et VA c- S
,

VH es
,

01C A t H ) = ( A + H)
'

_ A - H

=
(A) t AH + HA - H + H ?

d'où dpd .
H = AH t HA - H

.

2) Soit P un projecteur orthogonal , p = TrCP) = RGCTD .

On veut déterminer Rgdp 0 ,
i. e. dim V

,
où

✓ = { PH + HP - H
,

H e 5f c 5
.

Comme P est un projecteur orthogonal , J K€ 0 (m )

KPK
- t

= [ ' soy) ( thon spectral ) .

¥

K VK
- t

= { (KPK' ') (KHK
"

) + (KHK
' ) (KPK

'

) - KHÈ
,
H es §

et H e S ts K HÀ E S est un isomorphisme car KE 0cm) -



La question étant de déterminer dim V ,
on peut supposer

que
P = (Ip o) .

On était H
par

blocs de taille correspondante

H
= ( ,

à Â
,
= Hr

,
the = He

,

et Ils = Ha .

c-s c- )

P n - p

Sous cette forme ,

PH + HP - H
= (¥ -§) .

Ainsi
, dp d. H = 0 ssi H

,
=
0
,
montrant

que

dim Ker dp d = n × ( m - p) -

et donc Rz dpd = MEI - non -

p)

= PCP +
(n-p)(n-p+

2

3) [ Plus difficile ] .

Soit Xp = {MES ÷ M' =M et ton =p /
l' ensemble des

proj . orthogonaux de rang p .

On veut
ruq

Xp est une sous -
variété de 5.

Étape t : On se ramène à l' étude locale de Xp au vois
.

du projecteur [ " ra
.

a) = Jp .

⇒
p

Soit M c- Xp .

Comme M et sym -

,

M' =M et RGM =p ,
il existe K c- 0cm) telle

que
M = KIK



Soit % : S
- s S ( bien à valeurs dans s )

N n KNEK

Alors % est un difféo ( d' inverse %- i ) ,
et

% ( Xp ) = Xp car % prévue
le
rang

et

N' = N ⇒ (KNK - ' )
'

= KNK
"

.

Ainsi
,
si on montre que Xp est une sous - variété au

voisinage de Jp ,
alors ce sera valable au voisinage du

projecteur M = KJPK
"

.

~
>

4K

Étape 2 : Etude locale

me
-

I. .
.VE

'

-

au voisinage de Jp -

•

P vit S
(→

Soit H = ftp.ftfDIP ,
avec TH

,
= Hr et Etta = Ha .

Condition sur HES pour que Jp + H e Xp ?
→ Pour H petit ,

Il H . Il L 1 d'où Ip + H, inversible .

Donc
,
dès

que
M Hall L 1

, Rg ( Jp + H) > p .

La première condition est donc
que

le
rang soit exactement

égal à p
.
Comme la matrice (Ip + Hr

,
He) est de

rang p ,
avec Tp t H , inversible ,

ceci implique qu'il
existe A c- ftp.n.p ( R ) tq H , = ft pt Hn ) .

A
.

Bien sûr
,
A = (Ip + Hn )

- ? Ha -



Si on veut que
tout Ts t H soit de

rang p ,

il faut et
il suffit d'imposer

la même condition sur la deuxième

ligne de blocs : Hi
,
= tttz . A = tttz ( Ip + H

. J ? Ha -

( noter
que

TH
, =

H
,
⇒

←

Ha = Ha dans ce cas)
.

Ainsi
, pour

11 Hall L I
,
on a :

Rg (Tp t H) =p ⇐ He
,
= Îtz (Ip + HNJ? Ha .

Reste à déterminer une CNS sur Hr et tte peur que

Jp + H soit
,
en plus

,
un projecteur .

On calcule

simplement $ ( Tp + H ) :

HÎ + H
,
+ Hztttz KHz + Ha Ha( "Htt . + Hutt , Hi - Ha + THAD =

H
,

'
+ H

,
+ H

,
TH
,

H
, Hz t Hztttz ( Ip + H

.
J' Hz

TH
,
H
,
ttth ( Ip + H

,
J' Hzttk *

à ¢ =.
tttzttzttttzft-pi-HIH.tt

,
(Ip + Hit

'

H
,
- TH
,
( Ip + H

,J' Hz .

Cette matrice est nulle ssi Hit H . + Hzttt a = 0 .

En

effet , ceci est clairement nécessaire ,

et si on suppose que
Hztt
,
=
- Hi - H

,
=
- H

, ( Ip + H
.)

,

alors il suit :

H
,
H
,
t TH

, H , ( Ip + H
.
J' Hz = H

,
H
,
- H

,
H
, = 0

EH
,
H

, + TH , ( Ip + H ,
J' Ît , Ha = TH , H ,

- the Hn = 0



* = TH
,
Ha - TH

,
H
, (Ip + H

,)
- '

H
,

- Ît
,
( Ip + H

,
J' Ha .

= TH
, ( Ip - H

,
( Ip + HI

'

) - (Ip + H
, )
- ' ) H
,

=

"

H
, ( Ip - ( H ,

+ Ip ) ( Ip + H
,
)
"

) Hz =
0

.

: Paul Hills 1
, Jp + f-¥ ¥;) c- Xp si

{ Ha
=
TH
,
( Ip + H

,
J' H ,

HÎH
, + H

.
+ H

,

'

= 0 .

Si
on vérifie que

les matrices H c- S vérifiant ces coud
.

fourrent une sous variété de S
,
on aura conclu

.

La question est de voir si les couples (He ,
HD avec

H
, c- Mp CR) symétrique et H

,
C- Mp

,
n - p
( R ) tels

que

Het He + H
,
+ H

,

'

= 0 forment au voisinage de Co
,
o )

une sous - variété de Sp (R ) +Mn
. p
(R) .

Soit 4 :( H .
.
He) +> HetHet Hi + H

, C- Sp CR)
î
symétriques p xp

Différentielle de Yeu ( o
,
o ) :

de
.
.»
4 ( Hi

, He) = Hr → surjective -

Donc Y est une submersion au vois .
de Co

,

o) .

Soit V = { ( H .
,
Ha) : 4 ( H

. ,
H
,
) = 0

,
H

, .tk petits Ç



Alors V est une sous - variété de Sp (R) × ftp.n.pCR ) ,
de dimension

p (m
-

p ) = : N
.

Soit V un voisinage de 0 dans IRN et f : V-ssp.hn
-

p

une immersion telle que f- (V) = V .

On écrit f = ( fr , fa ) et on a alors un voisinage 2L de

Jp dans 5 tel
que

• nx
. - F. + { ¥ %, faire4

L' application v ↳ f. (v) fr ( v )
'

étais

une immersion
,

tfzlvtfHE-ptf.lv ) ) fzfo)
on en déduit

que Xp est une sous - variété au vois .

de Jp
,
ce

qui
conclut

.


