
Exode :
Fln

, g) = exp ( x - y) - t
- x - y définie et C surR

'

.

1. On calcule FÉ = - exp (x - y ) - 1

Par le thon des fonctions implicites ,
comme ftg ( o , o ) # 0 ,

il existe 01 : } - E
,
et → R

,
à e > o

,
le c-

,
elle) = 0

,

telle
que tout ce

,

F- ( x
,
dln ) ) = 0 .

2.Par composition , { se ↳ Flx ,
lol x )) Ç est dérivable sur ] - E , et

de dérivée 2¥ ( n ,
loin ) ) + d' ln ) ?Êy ( re ,

01N ) -

Cette expression est donc = 0 .

D'où en x = 0 :

fin ( 0,0) + d' (a) ff6,0) = 0 ⇒ D' lo ) = 0 .

= ¥
La formule de Taylor nous donne à l'œdu 2 : (a) =

t' xatolaé)

i. e. dluya , d'
'

( o ) lz .

On dérive donc une

seconde fois :

° = 3¥ (n ,
tant ) + d' lniffyln.dk 1) + d' lutfyln ,

d'un

+
d' (a) × [ . . . }

En évaluant à x = 0 :

O = 3ff ( o.o) + d' (a) Ez (o.o) .



3¥ = explore -

y ) ,
d'à Q

"

lo ) = f et donc
dln )
à ÷ f- .

Autremeth.de : Partant de d' (e) = 0
,

on soit que

Plu ) = o ( x ) _ Comme Fln
,

0h ) ) = 0
,
on déduit :

x - Ol ( x )
(m ) = e - t - x

= 1
+ (x - 01nA + { ( x - dluD' _ 1- x + oflx - plus))
-

= ocre )

soit : 20fr ) = f- x2 - x lol x ) + f dla )
'

+ ocxe )

÷, m

D'où $ ( x ) = ¥ x
'

f o ( x2 ) , comme attendu .

Exit - f ( n , y) = x
'

tg
?
+ x

'

+ y
'

+ y , f ( 0,0 ) = 0
1. Igf ( 0,0 ) = 1 f0 ,

il existe donc 0:3 - e
,

et → IR

Ca
,
avec loco ) = 0 ,

telle
que f. ( t ,

Olt )) = 0
, peur

( tt LE

2
.

On commence par
dériver flt , dlt ) ) = 0 :

3. flt ,
alt ) ) + d' lttzf.lt , plt ) ) = 0

t : kf10,0) + d' (a) Igf ( o ,
e) = 0

- -

=0 F 0

D' où d' (a) = 0
,

et donc lol t ) = oct )
.



Comme fft , Ott ) ) = 0 ,
on a :

It ) = - t
'
- dlt )

'

- t
'

-
Alti ttlttae

.

Comme dltt = oct )
,
dlt l' = oct ? ) et dit } - off ) .

Ainsi
,
dit ) = - t + oct ' ) .

Et on recommence :

It ) = - t
'
- t - t' + oct) )

'

- t
'

_ ( - t' + acte
EH ETE

OIIH = - t
'

- t
'

+ oct
?

)
.

EI : Soit 10 : IR
?

- RER → TE

RE ×

((tt se + g) cosz + x
'
- 1

Y A

RI b x - y - z

On note
que
lolo

, 0,0 ) = ( e
,

0 )
.

Il suffit de vérifier que
la différentielle partielle selon ( n , g) eu ( a.o.o ) est inversible .

Elle a
pour

matrice
:

(
20,6) 2yd.la )

2. d. 6) 2yd, (a))
à $ = ( oh

,
§)

COSZ t 3x
?

ces 2-

= = (! ! ) e- GLZCR)
1 - 1

n .
- y :3 = 0

Le thm des fonctions implicites nous donne donc une application



diff
.

Y
: ) - E ,

et → R
'

,
avec e > 0

, tq Ol ( o ) = ° .

VINCE
,
$ ( V ( z)

,
-2 ) = 0 .

On écrit 4f -2) = ( x ( re) , y ( re)) .

En dérivant la relation précédente ,
on obtient : x ""

?¥¥
+ s

''"

?¥
+

?¥
"

-

D' où
i n

'

lol + y
' ( e ) = 0{ n' lo ) . g. (a) ⇐, {

n' (a) = y

= 1 y
'

( e ) = - 1/2
'

E4 :
Soit f : U c R

"

→ Ex F
, f. = ( f. , f.) avec { fi

" " "

f. :c → F

Supposons que f.
est une immersion . Mq f aussi .

Pour tout a eu
,
et tout h c- R

"

,

du f. h = ( du fils ,
d. f. h ) c- E- F

.

Ainsi du f. h =
0 a du f. -

h = 0 ⇒ h
= 0 pm injectivité
de du fr .

D' où l' injectivité de da f -

Ei : f : Uc R
"

- R
,

C
"

.

1 . f est une submersion en x c- LI ssi da f : R
"

-
R at

surjective - On d. f et une faune linéaire en R" ,
elle cet

surjective si elle est non nulle
-

2. Soit f. ( u , g) .. 2x y - y
'

.
Alors Tg ( x , g) = (2g ,

2x
- 3g
' )

2g = 0

Jgln , g) = 0 ⇒ Iza
-

y
,
= •

⇐ II



f est donc une submersion en tout point de TE- dog .

3
- Ià

, f. ( x . .
. .

-

,
ru ) = ait - - - t sen' .

Sa jacobienne et

Jg (m ,
- - -

, am) = (2x .
.

- . .

.
2mm)

Ainsi
, Tg ( x ) ¥0 roi a f0 .

4. Par définition
, q ( x )

= bloc
,
x )

pour
tout se e R

"

.

V-n.hc.IR"
, q ( re + h ) = q ( re ) +

2 bloc
,
b) t q Ch ) .

Par bilinéarité et continuité de b
,
on a Iq (4) I E e -

Il htt
.

D' où qlh ) = och ) et donc daqh = 2 b (x.h ) .

NI : On retrouve le résultat précédent dam le cas où

q (m) = ai + - -
- t aut

.

Maintenant
, dnq = 0 si V-hc.IR " d. qh =

OssiFh c- R
"

,

b ( x.4) =

Ossi
x = 0 car b est non dégénérée -

EI .

PE El Xr
,
. . .

.
Xml

,

P
: E

"

→
6

e-SPCZ ,
- . -

,
Zn)

IP =L ?_?!H .
.
. _PÉTÉ c- En .

en Z

La différentiellede P
,
en tant que

fonction P :
R
"

→ R
'

,

est a priori une application IR - linéaire : dz P : E
"

→ Ci
.

Q : .dz Plu .
.
. . _

, un ) ¥ Ê
.
f1 ( E) - un

k Zn

pour lui ,
_ . .

.
Un ) e EM .



Les deux membres sont R - linéaires
,

il suffit de tester

l' identité sur une IR - base de cm .

Comme Un e- CI ↳ P ( Zr ,
-- -

,
Zn + Un , . . - , Zn) est polynomiale

en Un
,
On a

:P( Zn
,
. . .

,
Zut un ,

- . .

,

2-
m) =P (Z) + 3¥!Z) . Un + OC Uk)

( formule de Taylord' une part , et d' autre pont : dans ce [ × ]
)

P (Zi ,
_ . . . Zut un

,
_ . .

.

2-
m ) =P ( Z) + DEP .

( O
,
- -
-

, un ,
. . -

,
0) toCtf)

D' où dz P ( e ,
. . -

,
un

,
. . .

.
o) =

DE ( Z)
. Un , ce qui suffit

à établir la formule pa linéarité .

22h

Supposons que Oz P # 0 . Alors 7k : 3¥! -2) -70 ,
d'où

dzp ( O ,
-

,
Un

.
. . -

,
0 ) = H ( Z )

.

Un
,

tt un c- CI

22h

¥
ce qui montre que dz P : En → CI est surjective .
Inversement

,

si P est une submersion en Z
,
alors

IZP f 0 car sinon dz P = O pou
la formule

.

EI : Soit f :
En
→
E holomorphe ( i.e. VZ .

.
.
. .

.
En E E

,

Hk
,
l'Z ↳ f ( Zr , - . - , Zp ,

- - -

,
Zn) § est holomorphe .)

k ème

Il suffit de vérifier la même formule qu' à l'ex .

6
.

En d' autre tenues
,
on veut m.q.dz f est 6 - linéaire

-



Il suffit de le voir composante pou composante :

04f ( 0 ,
_ . -

,

i Un ,
. . -

,
O ) ? idzf ( o , - -

-

, un , - - , o )

Soit
g

: E
→
e la fonction glz ) = ff-4 ,

- -

, Zktz , - - -

,
E) .

Fh c- E
,
d. g. h = dzf ( o ,

- -

,
h

,
- -
o) .

Comme
g
est holomorphe

, dog ( ih ) = ïdogh thee .

D' où la 6- linéarité de dzf .
Précisément

,

dzf ( h . . . . . .hn) = Êçhndzflo ,

- - - si
,
- .
-

,
o)

, pour hr . . - hm EC

et dzflo ,
-

,
e. . . o ) ± ttzfzn ( Z ) .

En effet

f- ( Z + h.eu ) - f ( Z ) = dzflh.eu) to ( h ) , en -- ( § )
d' où

flz-t-henj.tl#=dzf(en)+ocr)Ex8V=f(n,y,-r)eIR?:z2--xy
= 1f .

Soit d :( a. y ,
→ -22 -

ng
- 1
,

de bete
que
V
- to = OÇ

$ est polynomiale ,
donc différentiable

,

et son gradient
est

roi =p?:) '

Dd ¥ 0 sur IR
?
- ho }

,

et comme 0 fr , ceci mq
$ est une submersion au voisinage de tout point de V .



Par le théorème de forme normale des submersions
,
V est

une sous -
variété de R

'

,
de codimension 1

.

L
'

espace tangent ( affine) au point v. = ( no , g. , g) EV
est dirigé par le plan vectoriel Ku da

.

-10 = 0dm? où
l' orthogonal se réfère au produit scolaire standard de R?

L' équation du plan tangent et donc :

-

yo ( x
- re) - Xo ( y - y

.

) + 22-0 ( Z - Zo) = 0 .

Pour trouver les point de V les plus proches de l' origine ,
on minimise la fonction f (v ) = Il vll

'

= x
'
+ y 2+32,

à v = ( m , y , z ) ,
sur V -

En un point critique de f-
, 0f et 001 sont colinéaires .

Ca
: me 8f = (Yg) ,

cette condition i.÷: . traduit analytiquement
P"

i

(g) a g) = 0 ( pr lait vectoriel nul )

i. e. | ?}} Ë:{ Il ,

avec
la condition z

?
-

xy = 1
-

y
2
- x2 = 0

Si 2- f0 ,

les deux premières équations donnent :

2g + x = 0 et
y + 2n = 0 ⇐ se = y = 0 ,

d' où ( m , y , z ) = ± ( 0,0 ,
1)



Si 2- = 0
,
alors le système est M

équivalent à x = ± y et
e.|Comme Xy = -

1
,
on

|
:*

obtient :
. > n

(x.g. z) = ± ( 1
,
-1,0 ) -§ og ✓

On obtient donc quatre cas -2--0

candidats
. NI : cet hyperboloïde

n' eut pas
de révolution

.

÷ : sir ? J'On note
que
V est fermée ,

donc -

K : =
V n { (x , g. z ) : n' +y

'
+ z

? Et {

est compact _(et mon vide cou contient ( o.o , ± e ) ) .
(au moins )

f admet doncrun minimum sur K
, qui ut forcément

un minimum sur tout V. Un point de V à f réalise
son minimum est un point critique - C

'

et donc au

choix (0,0
,

1) au ( e
,
0

,
- 1)

_ Et le min = 1 .

Exmes : S sous -
variété de R"

,

S
'

sous - variété de km
.

M
. q .

S × S
'

c R
"

× R
" est une sous - variété.



Soit (x
,
x
' ) c- 5 × S

'

.

Soit k = diras
,

k
'

= dira s '
.
Il existe

U zx
,

U
'

3- x
' deux vois

.

ouverts de x et x'
,

4 : U → V
,

2f
'

: U
'

→ V
'

deux difféo
. sur des ouverts Vet V

'

de TT et IRM

respectivement tq %) = o ,

'

( x' ) = 0 et

Y ( S n u ) = { (x. .
. . .

. xn ,

0 - - -
o ) { n V

Y
' ( s

'

n u
' )
= { ( x. .

. . _

, xw , a. , o ) f n t
'

Alors U × U
'

est un voisinage ouvert de (x. x
' ) dans R

"

XR
"

,

: U × U
'

- i Vx V
' est un diffe-otqllx.se ') = 0 et

µ ,
n
' ) ↳ (441,4%1)

$ ( (s × S ' ) n (Ux U
' ) ) = Y ( Snu ) × 41 s

'

n u
' )

= µ (% ,
_ . .

.

"
n ,

O - - -
O ) { n V) × ( { ( Ki ,

- - -

, xw , 0 . . . , 0 ) { n t
')

= { ( m ,
- -

*
Kk

,
0

. - -

O
, X-p , - - - , Xpé , O - - - O) { M @ ×

V
' )

.

-

Sous - espace
de dim ktk

'
de IR

"

× IRM .

D' où le résultat
.

E :
. Glm ( IR ) est cavet dans Mn (R) . C'est donc
une sous - variété de dimension n' .

L'
espace tangent

est donc partout égal à Muck) .

. Slm ( R ) = { te c- Mn (R) : dette = 1 f .

On a vu

que
det est différentiable et qu' en toute A inversible

,



AH c-Mm (R)
, da (det ) .

H =
Truc A

- t

-

H )
.

Ceci m -

q .

det est une submersion au voisinage de tout point
de Slm ( IR)

,
et donc

que Slm (R) est une sous variété

de dimension m2 - 1 de Mm CIR) . L'espace tangent en

A c- Slm (IR) est Ku da ( det ) = { H c-Mn CR) :Tr ( A-
"

H )
= of

= { A. H ,
H c-Mn (R) : Tr H = 0f

. On ( IR) = { A EM (R) :

t'
A A - In = 0 Ç .

Soit 10 : A c-Mm (R) ↳ TAA - In C- Su ( IR )
-

matrices symétriques
VA

,
H e-Mn (R) ,

( At H ) = 01L A) + TAH tt HA + tHH
= o ( H )

D'où 0f différentiable en A et da d . H = TAH tt HA
.

Pts : da d surjective ? Soit se % (R) - On cherche H

telle
que

TAH t
t HA = S
-

= TAH tt(TAH)
Il suffit de prendre TAH

= { , i. e. H = ¥ au ATA = In .

Ainsi 10 est une submersion au voisinage de tout point de Q

qui est
donc une sous - variété de codimension dim Sdr)

=m )
2

d'où dim Om ( IR) = mCn
2



Enfin
,

l'
espace tangent en A est Ku da d

,
soit :

{ H c-MDR) :
TAH + THA = 0f

= { A -
H

,

H c-Mn (R) : EH + H
= 04

= A. An (R) ,
où tn ( IR) = espace des matrices

antisymétriques -

Ex 11 : Q forme quadratique non - dégénérée sur R
"

,

de signe .

(p , q ) , ptq = m .

Soit V = { Q = 1f .

Différentielle de Q en x : soit B :RIR
"

→ R la

forme polaire de Q ( i. e. tq Q (a) =
Bla

,

x) ) -

Ql n + h ) = Q (a) + 2B (x.h ) t Q Ch ) .

Soit $
' '

= { se c- R
"

: x? + - - - t x? = 1f .

-
noté un 112

Par continuité
,
Q

.

est barrée sur $
""

,
mettons par

M > 0
.

On en déduit :

V-xepiyog.IQ (Ê . ) I EM

D'où Va c- R
"

,
IQ (a) l EM Hall?

Ainsi
,

Q Ch ) = och ) .

Ceci nous donne
que
Q est

différentiable en x et V-hc.IR?dnQ.h=2BCx.h ) .

Maintenant
,
Q non dégénérée signifie :



Vx ER
"

il a 4
,

7h c- IR
" I BC x.h ) # 0 .

ou encore : Vx ER" il 04
,

d
"
Q # 0 .

Q est donc une submersion au vois .

de tout x ¥ 0 .

Comme 0 ¢ V ,
on en déduit

que
t - t Q = 1f est

une typer de RM .

De plus ,

Vx e- V
,
T.it = Ku da Q

= 4h c- R
"

:B ( x
,
b) = of

= xd
,
où l'orthogonal est pris

par rapport à B .

Ex : Si Q est déf
.

> 0
,
dans des coordonnées associées

à une base orthonormée
pour

Q
,
V
=
$
" -1 et on

retrouve l' intuition : -

TTx$ '
"

= xd
-
-
-
-
- - .

-

2 :(il Le fibré tangent de $
' est :

T $2
= { (x ,

v) : x E $2
,
v c- Tx SI

? § c TÉÀ =
Té

.

Soit (x , y ) c- Rsx Rs
.

Alors Ex , y ) ET $2 si Hall ? 1

et L x
, y
> = 0

,
où Le

, y > = x. y
,

+ x. g. + x, y ,
et

Hall
?

= C x
,
se >

.

Soit 10 : (x , g) c- R
'

↳ ( Hall
'

,
ex

, y >) e- R2 .



Alors Tst '
= d-

' ( { (1,07f ) .

Calculons la jacobienne
de $ :

'

2x
,
2x
,
2x
,
0 0 °

Jp ( x , 9) =
y
,
y
,
y
,
x. " r %

Si (x , g) ET SI
'

,

alors Ii tq ai ¥0 .
Disons i = 1

.

Alors
,

le mineur encadré en orange vaut 2x? # 0 .

Ainsi

Jp ( x , y ) est de rang 2 ,

donc surjective . ( idem pour

i = 2 en 3) .

§ est donc une submersion au voisinage de
tout

point de T 82 , ce qui montre que
Tst

' est une

sous - variété de codimension 2 de R
'

.

Iii ) de fibre unitaire tangent de $
'

est :

T
"
$2 = { (x ,

v ) ET $2 : Holl = 1 § .

On définit de même / v
Ça

Y :( n
, g) ↳ ( Hall ' , < x. y> , llyll

' ) .---
2x

,
2x
,
2x
,
O O O

Joy ( x , y) = Y
, Y , Y

,
M 24 %

O O O 29.2129
,

en t.at (x. g) E T'S
'

-
On veut vérifier

que
cette matrice est de rang 3- Les

opérations sur les lignes et les colonnes ne changent pas le



rang ,
on se ramène à des matrices plus simples .

Quitte à permuter les colonnes , on peut supposer xp -70
car Hall = 1 .

On divise 4/2 et ↳ Iz .

Puis on

multiplie xn . Ca et x. . Ca ( le rang n' at pas
modifié

car ne # a) , puis on fait ce ← C
, + x. Ca + x. Cs et

4 ← Ci
, t xz Cs t xz Cg .

Comme x
,

'
+ ai + xz

?

=
1 et

HY
,

t Xry , txsyz = 0
,
on obtient :

( ! Ï % ! §: §) ,

de même rares que :

1 0 X
,
X z O O

O 1 Y , Yz la Xz
O O O O Y

, Yz

Cette matrice est de rang 3 ssi y
,

# 0 on y
,

-70 .

Si on avait y
,

= y
,

= 0
,

alors on aurait

:O
=L x. y

> = x. yn ,

d'où y
,

= 0 car xr F 0 ,

d' où y = 0
,
ce qui est exclus car Il y Il = 1 .

Ceci montre donc
que §
,»Y est surjective en tout

(x
,
v ) ET

"
$2

,
et donc

que
T' S ' est une sous - variété

de codimension 3 de IRG
.

On veut maintenant montrer
que
T' S '

⇒

Sos CR) .



On commence par exhiber une bijection :
Soit (x

,

v ) e-T' $ '
.

Soit wevectlx.ro )
"

l' unique vecteur normé tq la
base ( x

,
v

,
w ) soit directe .

µEn d' autres termes
,

no = xnv

t
÷

-

le produit vectoriel de x et v
÷

La matrice ( Ça; Ê
,

7¥) est donc orthogonale directe
,
et

les roi sont des polynômes en les xi , Vi . Nous avons notre

application :

Xp Y xevz - xzvc

f : (x
,
v ) c- T'$

'

↳ Xr v
, xzv, _ x. vs E 5oz (R)

X
3 oz Xp Vz - X , Vp

En fait ,

deux colonnes d' une matrice de SÇLR) déterminent

toujours la troisième ,
de sorte

que f est bijective , la bijection
inverse étant simplement le couple des deux premières colonnes de

la matrice
.

Mq f est un difféo local
.

Pour cela
,
on calcule sa différentielle

% .ae ,
f- : Trey (

T' $ ' ) → Type
.
»
Sos CR) .

Tout vecteur tangent V et.
.»
(T' $2) s'écrit V= (éco)

,
éco))

œè (x ( E )
,

oct ) ) est une courbe c ' sur T'$
'

tqxcol-x.ro ) = v.

Par définition : dcn.us f. V = ¥
.

/
,
¥ ( x ct ) ,

oct ))

¥td÷Ë÷¥ :



où w ( E ) = alt ) avc t) . Ainsi :

dent -

r
-

- ËËËË, :* )
Ainsi

,
si de
", f. V = 0

,
alors V = 0 -

dog
,
v ) f est donc injective ,

mais aussi bijective cae

dim SO
,
( IR ) = dim T' $ ' =3 .

Nous
voyons que f est

un difféo local
, bijectif , de T'$2 sur $3 . Il suit

que f-
"

est aussi un difféo local et en particulier , f
est un difféomorphisme de T' $ ' sur Sos CIR) .

E : Connexe
pou arc implique toujours connexe .

Supposons M connexe _
Soit x c- M et considérons

U =L y en I It : lo
.

.] - M cantin avecftp.q-z }
Fait : U est ouvert dans M

.

µ
En effet , si y c- U

,
il existe V un voisinage de y

homéomorphe à une boule ( par ex ! )
.

C 'et là qu'on

utilise
que
M est une sous variété :

elle eut localement

homéomorphe à IR
"

,
n = dim M .

En particulier V est connexe par arc .

Ainsi ttz c- V
,
7F : lo

,
iI → V tg Flo ) = y ,FCD

Et comme y C- U
,
on a t chemin C

° de se à y .



Ainsi
,

le chemin À déf
. par :

F ( e ) = {
tkt ) si t c- Lo

, % ]

Flat -a) si t c- [%
,

1]
est continue de x à z

,
ce ttz c- V . Ainsi o e U

,
montrant

que
U est ouvert dans M

.

Soit R la relation d' équivalence sur M :

x Ry ssi IV : le
,
D → M continu tqt (a) = a , y

(1) = y .

On vient de démontrer
que

les classes d' équivalence
sont ouvertes . Puisqu'elles partitionnent M ,

on obtient

M
= ¥ Ui ,

où les U i sont des ouverts disjoints

Comme M est connexe
,

il n'y a qu' une seule classe

d' équivalence : M est connexe par arc -

¥4 : ( i ) Soit ce :(x.g.g) e- U ts (g (x. g. z ) , h ( x. y ,D) ER!

On veut
mq

4-
"

( lol ) est une sous - variété de R
'
.

Jacobienne de 9 : Jg (x. y , z) = ({
"

.

} ¥ ) .

Comme se > 0
, y > 0 et z >

0
,

les deux premières colonnes sont
linéairement indépendantes .

Donc Jy est de rang 2 sur
U
,

ce qui signifie que Q est une submersion
,
donc 4-

"

( { of )

est une sous - variété .



Iii ) Cherchons les points critiques de f sur M = 4-
'

( to E)
.

Par le thon des extreme liés
,
si (x. g. z ) et un tel point ,

alors 0f Cn
. g. z) E Vat (8gln.y.es ) ,

0h Ca
, g. z ) ) , ce qui

se traduit
par : +% + Mya -1%2

Zx zy Ez = 0

1 - t -
1

° Eté ÊTÊ
Soit : O xtg xtz = 0

1
- t - 1

i. e. ( x +g) ( f. + ¥ ) - la + 3) ( f. + f) = 0 -

⇐ f- + Ê t % t fz -¥ - Ê - ¥ - ¥ -0

⇐ x ( É - É) + f. ( s -SI + ¥ - fr.-0
⇐ §, ( y

'
- s
' ) + ¥ ( y - z ) +

Y
=
0

y232

⇐ sexy!}
)
+ % +

92+93+32--0 on y =

z
y 232
-

> 0 car (my , z) EU

Ainsi
,
eu un point critique de f sen M , y = z .

Quels points
cela peut - il être ?

J
n' + y

'
t z
'
=

' 632--1
a. y -3--0 '⇒ { j' Ëy = z



Ainsi d. g. z ) = (pfff , ¥ , ¥) et le seul point critique
de f sur M .

Il reste à voir que
c'est un minimum

.

Comme précédemment ,
il suffit de voir qu' il existe un compact K CM tq un mine

.

de f sen K est nécessairement un minimum de f sur M .

On aura alors existence d' au moins un minimum
, qui

sera forcément atteint en l' unique point critique qu'on
vient de déterminer .

Soit p
.

en un point qq et soit
c
= ftp. ) s o .

Soit
pn = ( sen . yn , zn ) une suite dans Mn { f- ⇐ CÇ .

Supposons que (p.m ) → p e- R
'

, p = ( x , y , 3) .

Comme
g ( pa ) =

h ( pa) = 0 ,
on a gcp ) = h ( p ) = 0 .

Et puisque f ( pn ) E C ,
on a :

"
n
7 f , ym > Ê et zm > { ,

d' où

se > Ê , y > { , z > Ê ,

d' où
p
EU

.

Ainsi
p
EM et comme ffpn) EC , ftp ) E C .

Ceci montre
que
K = M n { f- ECG est un compact #¢

de M
. Par continuité

, f) a atteint un min .

en un po c- K .

Si
p c- M - K

,
alors f (p ) > c > ftp. ) et donc

f- atteint un minimum global en p. .



D'où p
.

= ( VÎ , ¥ , ¥ ) et ftp. ) = s'II est le
minimum de

f- sur M .


