
Feuille l

EI i) Via le det
,
ou
bien

en notant BLA
,
r) la boule ouverte

de rayon r pour
la nonne opérateur II. Il sur 2Cv) :

VA c- Gllv)
,
tt B EL ( v ) tq HBH t 11pA - in ,

a- en

A - B = A ( id - A
"

B ) e GL ( v)

et donc B ( A
, Hua -y ) c GL ( v) .

2.) Il A) = A
"

.

On a peur tout H tq HHH x )
:

Il id t H ) = §! - il Hh =
id - H + §! "

" Hk

Reste à voir
que

le reste et bien au - C H ) :

[ f- 4h Hh = Il ftp.t#.,, . § ,

f- 1)
"" Hk

.

pour
tout H #0.

↳ 2
Il HHLI
-

bon
et ↳ 0

H → 0

Ainsi
,
I at différentiable en id

,

et Did I ( H ) =
-
H

.

Pour le cas général : si A C- GL ( v )
,
alors

pom
It Htt <%# y

A + H e GL ( v ) et

Il A t H ) = ( A + H )
- t

= [ A ( id + A
-
'

H )]
- t

= I ( id + A- " H ) A
"

= A
- t
- A-

"

HA
- t
+ o CH)

.

D' où Da I ( H ) = - A-
'

HA
"

.

3) A EGL ( v ) ts Da I EL ( L ( v )) est continue
par

continuité de l' inverse et du produit matriciel .



¥2 . f. ( m , g) = NI si (n , y) + (0,0)
,

° sinon
-

x
?
+ yz

Pour 4. g) # ( 0,01 , lfln.gl/=lnl.!I?ty- E- f- Int
d' où f continue en

(o.o ) . Et Il lui g) Il,

Soit v = ( re
, .ro. ) # 0 .

Alors
pour

t # 0 :

fltvffld =
Éo

=oint>

(v. ' toi ) v.
'
toi

f. a donc une dérivée directionnelle selon v en
0 qui

vaut : bof ( e ) =à
v.
'
+ vie

-

Si f était différentiable en 0
,
on aurait

tfv c- Rizal
, Sof ( o ) = D. f. v

et la dépendance de 2f (e ) en v serait linéaire
,

ce qui n' eet pas
le cas ici : f ris différentiable

en f0,0) .

Rey :
La linéarité de lots Sof (a) { n'eut pas

suffisante
pour

avoir différentiabilité .

Par exemple :

Q : IR
?
- R donnée

par

Ulm
, y ) = {

0 si 9Fr
?

ou si (a. g) = (0,0 )

1 sinon

Alors 24 ( e ) existe et vaut o tro e R
'

idole

alors
que
ll n' eut même pas continue en

°
-



Pour
g ( re , g) = ,

int du même acabit :

H
'
+ y

2

→ ( glu , g) I E lut ⇒ y continue en a
.

⇒ g-( tv) = tg ( re ) ⇒ 2. gco ) = gcv ) tu # o .

non linéaire
en v ⇒ pas

diff
.
en 0 .

Ex 3 : f. ( n' y) = a!!by si µ , y ) # (o.o ) ,

0 sino-
-

f. ( to) = Itt
" -2

. f. (re) to # o , ff+0 .

| si t softp.I =

ect )
.
Itt
" -

? flv ) ,
à ect ) =L

, si t.co

Ainsi
, ftp.I n' a pas

de limite qd t → 0
peur a ± % .

Pan a > % , f admet des dérivées directionnelles Cruelles )

selon tout vecteur a eu 0
.

Comme f10 . g) = fluo ) = 0 indépendamment de a
,
f admet de

D. P . en 0 peu
tout a > 0 .

La fonction lit ts Itt
"

est dérivable si a > 1.et alors :

4. ( t ) =p
et

" "

pour
t > a

°
pour
t = 0

- a Itt
" "

pour
te 0

Ainsi f admet des Dp sur R2 ssi a > 1 et
on a :

3¥ lu . g) = !? × an

" "

_ lnyIx@7g.ypmuso
= 0

pour
n = 0



=
- !? a txt

" - t

- lxylex@7.y-.y.pauaao .

et symétriquement pour ¥ . Supposons a > Zz -

ffn est clairement continue sur RT { on _

- of -

→ Continuité en ( o
,
x )

,

a ¥0
?

| ¥1 E C. Int
" "

+ C
'

lut
" "

au vois
.
de d. x )

↳ continue
.

( G- Kitty ? est minorée

par une
cte > 0 am vois -

⇒ Continuité en ( 0,0 ) ? de Co
,
x ) )

' ¥ t' a - +
"i÷÷i÷-

un
← l EI

et comme n¥¥ € % on obtient :

lffnl t ( lxgl " - " + lxgl
" -

%) .

D' où f¥ → o qd tn ,g) → (0,0) _

De même pour ¥y .

IL i.Pau a > % , f admet des D- P . continues sur R
'

⇒ de classe C ' ⇒ différentiable eu (0,0) -

• Pau a e % , pas
de dérivée directionnelle en (0,0 )

selon v = ( 1,1 ) par exemple . ⇒ pas différentiable -



¥4 :
4 : M c- Mn ( IR ) m M

'

.

Différentiabilité en A ?

FH c-Mn (Rt
,
4f A + H ) = ( A + H )

'

= A
?

+ AH t HA + H
?

"
H t> AH + HA est linéaire en

H

.
H
'

= IIHH . ftp.y.tt = o CH)

↳0

Ai0

D'où ll différentiable en A et Dall . H =
AH t HA

.

EI .
det

: Mn ( IR ) → R -

1) Par son expression det M
=§
,

Eco )? msn.si , det est

une fonction polynomiale ( homogène de deg . n ) eu les entrées

de M → Ca sur Mn CR) .

2) Diff . en A = id :
peur

H c- Mn (R)
,
on note

H = ( ht . . -1hm) à hi sont les colonnes de H et

det est une ferme n -
linéaire eu les colonnes

_

Par continuité
,

il existe c > o tg det H E C. Khal! . . _ llhnl! , pour
tout- H

-

det ( id + H ) = det ( e. + h .
.
. . _

,
en +4)

,
à e: = (Ë )← i -

± 1 + Ê
,

det ( e
. .
. . -

,
hi

,
. . .
en) + Reste

•à Reste est somme de tenues de le fame
det ( Er

,
_ .
- -

, En) ,
avec Ei e { ci , hi {

et au moins deux indices i et j tq Ei =L : Ej = hj .



D'où / Reste ( E C ! Il Allé au voisinage de 0 .

Ensuite det ( e . .
.
-

,
hi

,
- . -

,
en) =

! I! ! 0 = lui

0 Ï
:

"
"

-

r

D' où : det ( id + H ) = det ( id ) + Tr tt + o CH ) .

ce qui mq Did
det ( H ) = Tr H .

Ensuite en A c- Gtm (R) :

det CA + H ) = det A. det ( id + A-
'

H )

=
det A t Tr ( det A .

À
'

H) to ( H )
.

-

= Da det . H .

Enfin
,

comme det -A. A-
'

=
team A

pour
tout A e- Glen (m)

,

et comme A ts { tt t> Tr ( Kom A
.
H) § est continue et définie

sur tout Mm (R)
,
et coïncide avecDa det sur Glen (R) , on

conclut
par

densité de Glen (R ) que :

VA EMNUR)
,
V-H.CM (R)

, Da det ( H ) = Tr ( Eau A. H) .

Ex 6 : f : R
'
→ R

'

immersion
propre .

1) g : R
'
→ R déf

- pou gen ) = Il fln ) - elle ,

Il
. Il = meme eue .

Notons 4 (m ) = Krull
'

= ai + x ? = an
,

se > .

Alors ll est

C
"

sur R2 et Fx
,
he R

'

,
Du 4. h = 22 x.h > .

Par composition , y est différentiable et En eR2

Dong = Dga
. ..

ll
a Du ( f - a) = Dga, _all oDaf .

Ainsi
, Don g. h = 2 < fln) - a ,D. f. h > .



2) Comme fln ) -non ,
et glu ) 7 Il flush - hall ,

Hull -no

on a aussi gcu ) → • .
Il existe donc R > 0 te glr ) > gco )

Hull -la

pour
tout x tq Hull > R

.

Par compacité de Eco ,
re)

,

g atteint un minimum
dans B- ( O

,
R ) et ce minimum

est forcément un minimum global puisque gcu ) > gco )

en dehors de la boule
.

g > gco)
×

Soit x. un point à ce min est atteint
.

"¥
Alors Doug =

0
,
d'à the R2

,

< flx .) - a
, D.c. f. h > = 0

.

Or Du
. f c- GLZCR) , et il existe h tel que

Dre
. f. h = f- ( x .) - a

,
d'où Il flxo) - all = 0 ,

i. e. fluo) = a : f est surjective .

Et .
(E

,
Il - Il ) evn

.

N ( m ) = Hull
.

1) Pour n ¥0 ,
de Rts Nldn ) = III. Nlx )

n' est pas dérivable .
Donc N n ' et

pas
différentiable

en 0 .

-
t

- t

2) Soit Q : x ts tn .
Alors Noll = 1dL

.

N sur IR?

Si N est diff . en x alors No 4 est différentiable en

Xx
par composition ,

donc N aussi et on a :

9. N = Dm ( Id IN . 4) = III. DuNoDance
Inn _

h = Du N ( ¥ . b) ,
soit D,aN= EÇDIDNN .

signe

Ex : 41N : V Douce
.

h = 1- ×
2 < a. h > = LE" ,

h >
-

2 Venir>



3) Si N est diff
.
eux

,

alors Dan (a) = le N (x )

et le Nlu ) = ftp.oNlxt-tal-df-f.olltt/NCa)--NCx ) .
D' où IlDu NU = sup Mon N .

v Il > 1 .

D'autre part ,
Holt

_

- t

V-vc.IR
"

,
N ( n + v) = Nln ) + DAN .

v t llvll Eco ) EN (a) + NU

à Eco ) 0 . D'où D-N
.

I + Eco) ← 1 .
Moll

⇒ Du N -(Era ) En 1
. pour

tout o€0 .

|
"
r

Ainsi HIN Il = 1
.

'

i
.

.

Mnt?
'

- , N (m ) = x
,

N(m ) : - ki '

n

,

r

4) Hull = max lait . iii. > ni

-

-

'

-

i
'

iN est différentiable sur l'ouvert
i
'

Mnt - iii.
Ll =p x : max lait > min { max hlxt . . - lâ . - Kull , i - t

.
. -

- in f {
En effet ,

si se c- U alors il existe i tq Nlul = lait et ttj # i ,
Ixjl < lait .

Cette condition était ouverte
,
IV voisinage

de x tel que Hy et ,
Nly) = lyil .

Ceci
mq

N coïncide

localement
avec la fonction lxil , qui est différentiable au

voisinage de se
.

Si se ¢ U
,
alors Ii # j tq Nlnl = la :L = lxjl .

On note

li
, ej les vecteurs de la base canonique _ Mq beIN (x ) n' existe pas :

Mettons x : > 0 .

Alors
pour
ta 0 proche de 0

,
lait tt Ux il

et lait tt > Ix :L pour
tout t > 0

.

D'où :

•
N ( x + te :) = N (a) = lxjl pour t' 0 proche de 0

•
N ( x + te :) ± lui + tt = ai + t pou

t > 0
.



La fonction N ( x + te :) n'eut pas
dérivable à t = 0

,
donc

N n' eut pas différentiable en se _

Idem pour xi
a 0

.
Mr

-

.

.

. [
"te

.

augmente linèairmt.

\ /

\ → se
>

'

.
r

- r

i.
.

7 n
,

/
n

' n

.

'
n

.

' '

i

'

'

.

.

5) Pour N = VLx.at nonne euclidienne
,
N est diff

.

sur R
"

i { of por composition et tu F0
,
on a :

Don N -

h = 1- × 2 < x. h > = < Ça ,
h >

-

2 N (x )

Pour N = Î
,

lait
,

on a différentiabilité sur l'ouvert :

U = { x : ti ki ¥0 } puisqu' au voisinage de tout

tel x
,
on a N (g) = E Eiyi ,

avec E: = signe de xi .

D'où Dan .

h =
I Ei hi .

Si x ¢ U
,

alors Ii tq ai = 0 et alors :

N ( x + te :) = Etait + Itt : pas
dérivable à t = 0 .

j # i

⇒ N nom diff . en dehors de U
.

E¥ : Pou déf
, f. est diff et f-

"

aussi
.

En différenciant

f-
'

of = id en se c- U
,
on obtient :



Dga , f-
"

o Dnf = id.nu ⇒ Dnf inj ⇒ ne m .

Et
par symétrie m = n

.

Ex 9 : Méthode 1 : Thur d' inversion globale .

Q : (r
,

O) c- Io
,

tool x ) -T.TL ↳ (rcoso ,
rien O)

E RIR
-

est une bijection ( ensembliste) . Sa matrice jacobienne
est donnée par i

Caso - rsino

J 4
=

(re)
sino r ces 0

⇒ II. 41 = r > 0 .

Inv
. globale ⇒ ll est un C

'
- difféo

.

Méthode 2 : On exhibe la réciproque .

ry

Facile : r ( x
, y ) = Valtat .

remy )
Soit 0cm

, y ) l'argument de J - -

r

;

Mtn
, y ) dans J - T

,
# [

.

ton to i
y

a
u

ton O ( x. y ) = ¥ : pb à a- 0
.

Sol : angle moitié .

ton E = b- -

t@g) c- RIR
.

2 se + Voit ye

f- et- E. El ,
d' àe :



rcn
, y ) = Vrèty{ O ( n

, g) = 2 A retour (
x ftvaya

(x.y ) m ( r ( m , g) , O ( x , y )) est le bij . réciproque
de 4

,
et elle est bien C' sen IR

?

- R
. .

Ex 10 : . Soit V c U un ouvert
.

[ noter n =p) , disons f à diff.
Si x EV

,

alors
pa
déf 7W ax ouvert

,
We V et W

' eRM.EC
ouvert tq f1

,

est un difféo de W seu W !
✓

En particulier
,

W
'

est un voisinage de fln ) ,
contenu dans f4)

ceci tlm
,

ce qui montre que f.( V ) est ouverte.

U ⇒Si f est injective ,

alors eût
✓

une bijection sur son image

U
'

= f ( U ) , qui eut ouverte . fer)

Il faut vérifier que f-
"

: d'→ Ll est différentiable .

Soit
y e U

'

,

soit a = f-
'

(g) ,
soit Va se tq f1 , difféo

sur son image .

Alors t' = f ( v ) et un voisinage ouvert
de

y et
par unicité des antécédents

, (f) fy , = (f)D-
s

,

ce qui mq f-
'

est de classe C
"

au voisinage de
y ,

ceci tfy c- V
'

, f-
'

est donc de classe C!

E :
U e E

,
Ve f

, Ol : V → E de classe Ck
.

2f : Ux V → E- F

(n
, y ) ↳ ( se + Olly) , y )



On m . q .

Y est injective sur Uxv et que
c'est un

diffé
.
local

.

n' + poly , ) = x + (b)
4 ( x '

, y
' ) = Ula

. 9) ⇐ {
y
'

= y
d'où l' injectivité .

On m . q .

Y est un diffèo local
. Pour (x. y ) e- Ux V ,

(h
,

b) c- E- F

dce.us , Y ( h , b) = ( h + dglqk ,

k)
E F

dy E

%
, g)
4 = (

"

idp ) r. C- GL ( Ex F) .

Par le thon d' inv .

local
,
Y est un difféo local

.

Comme il

est injectif ,

c'est un difféo sur son image -

E : flou , y ) = ( n + y , xg) .

il f est polynomiale ,
sa jacobienne est Jgln . g) = ( Ig ! ) .

2) det Jgln , y ) = x
-

y est non nul en dehors de la

première bissectrice { n = y § -

E : f. : IR → R C
'

est k - Lip .
ssi 1f

' I Ek seu R .

( ⇒ direct
,
⇐ TAF )

.

( m , y ) = ( x + fly) , y + fln )) sur IR
'

.

1) 10 est diff
par composition , et se jacobienne est :

To ( n , g) = (
1 f-

'

( y )

f-
'

ln ) e )



det Jp ( n' y ) = 1
- f.

' (a) j' (g) > 0 car 1f41 ftg ) le 1 .

$ est donc un diffèo local
.

2) Injectivité de 01 :

x + f. (g) = x
'

+ f- ( y ' ) (a)
( x. g) = la :S ' ) ssi { y + f. (a) = y

'
+ f ( n ' ) (b)

(a) ⇒ In - n' f- lfly ' ) - f. (g) / ± kly - g. l

(b) ⇒ ly - y
' I E KI n - n' l

.

1re - x. le titre - x. l
(a) et (b) ⇒ { py-y.pe tily - y

' '

⇒ x = x
' et

y = y
'

Q est donc un différé sur son image . Il reste à voir

la surjectivité .

Par l' ex
.

6
,
il suffit de vérifier que $ est

propre -

Pour tout (m , g) c-R
'

,
dla

,g) = @ , g) + (fly) , f. Lu)) .

Il Ql n , g) Il
,
> Il@ , g) Il , - Il ( fly ) , flashs

et comme lf.CH/-lfCo)leIfltI-floYekItlV-t,lfCt)lElfloYxkltl
on obtient :

Hd ( a. g) Il
,
> llln

, g) Ile - k Klm ,
g) Il ,

- 21f Coll .

> (1 - k ) tlm ,g) Il
,
+ Cte



D'où la propreté de le
,
et donc sa surjectivité .

¥14 : oc est obtenue en composant les applications

< : x e-R
"

↳ ( Ala)
,
x ) c- Mm CIR) ×

Rm

et p
: ( B

, g) c- Mn CR) x R
"

↳
B

- y

Va c- R
"

,

V. h c- R
"

,
d. c. h = ( d. A. h

,
h )

HB
, g) c- Mm (R) × R

"

,
¥ ( H

,

k ) c- Mn CR ) x R
'

,

p ((B , y) + CA
,
k ) )

= ( B + a) ( y + k)

= By + Bk + Hy +
Hk

-
-

Ypg , p.CH ,

k )
- oct

,
4)

D' où d. a. h = d.
↳ p

. d. c Ch )

= de
"", p

( d. A -

h
,
h )

= Alx) h + (d. A. h) . x

En se = 0 : d. a _

h = A Co ) h
.

Ainsi
,
a est un difféo local au vois _ de 0 ssi AG) c- 64


