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Université Cote d’Azur Feuille 6

Théme : Formes quadratiques réelles. Endomorphismes des espaces hermitiens.

Exercice 1. Déterminer la signature des formes quadratiques suivantes :
1. E=R* q(z) = m129 + 20w3 + 2324 + 2477.
2. E=R", q(x) = Zl<i<jgn LT
3. E=R" ¢q(x) = Zlgigjgn TiT;.
Exercice 2. Réduire en base orthonormée les matrices des formes quadratiques suivantes sur £ = R?.
1. q1(z) = 22 + 102129 + 3.
2. qo(x) = 622 + dx179 + 923
Exercice 3. Soit M € M, (R) une matrice symétrique, définie et positive.
1. Montrer qu’il existe une matrice triangulaire supérieure T' € M, (R) telle que M = *T'T.
2. En déduire que det M <[] my;, en notant M = (m;;).

Exercice 4. L’objet de cet exercice est de montrer que si E est un R-espace vectoriel de dimension
finie muni d’une forme quadratique ¢, alors pour tout sous-espace F C E

dim F + dim F17 = dim F + dim(F N Ker(q)).
On note ¢, : E — E* le morphisme associé a g.
1. Rappeler le lien entre Ker(q) et ¢,.
2. Montrer que F1e = (¢,(F))°, oil on note G° C E l'orthogonal dual d'un sous-espace G C E*.
On note u : F' — E* I'application linéaire définie u = ¢4|p.
3. Déterminer Ker(u).
4. Conclure.

Exercice 5. Soient

4 1 —i 1 = 0
A=|—-i 4 1 | eeB=|i 2
1 4 0 —

1. Montrer que les valeurs propres de A et de B sont réelles.

2. Justifier que A et B sont diagonalisables, puis les diagonaliser dans des bases orthonormées de
C3, muni du produit scalaire hermitien standard (x,y) = T1y1 + Zaya + T3y3.

Exercice 6. 1. Montrer que pour toute M € M, (C), on a

M hermitienne <= M anti-hermitienne.

2. Montrer que pour toute M € M, (C), il existe un unique couple (M7, Ms) de matrices hermiti-
ennes telles que M = My + iMo.

3. Montrer que M est :



(a) hermitienne si et seulement si My =0 ;
(b) anti-hermitienne si et seulement si M; =0 ;

(c) normale si et seulement si My My = My M.

Exercice 7. Soit E = C,,[X], et définissons

1 21 = 0
YPQE B, (P.Q) = o /0 P(®)Q(c™)do.

1. Montrer que (.,.) est un produit scalaire hermitien sur FE.
2. Montrer que la famille (1, X, ..., X™) est une base orthonormée.

3. Soient bg,...,bp_1 €Cet Q = X" +b,_1 X" '+ ... 4+ by. Montrer que

ﬂlpl Q(2)] > 1

et qu’il y a égalité si et seulement si by = --- = b,_1 = 0. On pourra considérer |Q||*.

Exercice 8. Soit M € GL,,(C). L’objet de cet exercice est de montrer qu'il existe un unique couple
de matrices (U, H), avec U unitaire et H hermitienne définie positive, tel que M = UH. Il s’agit de la
décomposition polaire des matrices inversibles.

On commence par montrer I'existence de U et H.

1. Vérifier que M*M est hermitienne, définie et positive.

2. En considérant une diagonalisation de M*M, en déduire qu’il existe H hermitienne, définie,
positive telle que M*M = H?.

3. Montrer qu’en posant U = M H ™!, on a alors U unitaire et M = UH.
On montre & présent 'unicité.

4. Soit N € M, (C) hermitienne, définie et positive. Justifier qu’il existe une unique matrice H
hermitienne, définie, positive telle que N = H?.

5. Supposons maintenant que M = Uy Hy = Uy Hs. Montrer H12 = H% = M*M.
6. En déduire que H; = Ho, puis que U; = Us.
Exercice 9. Soit £ = C? muni du produit scalaire hermitien standard.

1. Soit x = (g) un vecteur unitaire de E. Déterminer les vecteurs y € E tels que (z,y) est une base
orthonormée de FE.

2. En déduire que pour toute M € Ms(C),

MeU(2) et det M =1 <= 3o, € C tels que |a]> + |2 =1et M = <a _B>.

On définit

et on note



3. Vérifier que H est un R-espace vectoriel de dimension 4 dont une base est donnée par (1,1, J, K)
et qu’on a les relations

P=J=K?’=-1,1J=-JI=K, JK=-KJ=I KI=-IK=1J

On appelle H 'algébre des quaternions. Elle fut découverte par Hamilton (d’ou la notation) en 1843,
et généralise & la dimension 4 le corps des nombres complexes. C’est une R-algébre, associative, mais
non-commutative, dans laquelle tout élément non nul a un inverse.

Pour tout ¢ = al 4+ bI + ¢J + dK, on note ¢ = al — bl — ¢J — dK son conjugué.

4. Calculer ¢q en fonction des coordonnées a, b, ¢, d.
5. Retrouver ceci en considérant la comatrice de q.

6. En déduire une expression de l'inverse d’un quaternion ¢ non-nul.



