L3 Math 2024-25 Algébre multilinéaire
Université Cote d’Azur Feuille 5

Théme : Formes quadratiques réelles

Exercice 1. Soit ¢ : M,(R) — R définie par YM € M, (R), ¢(M) = Tr(M?). On note S,(R) C
M, (R) l'espace des matrices symétriques et A, (R) C M,(R) celui des matrices anti-symétriques.

1. Montrer que ¢ est non-dégénérée.

2. Montrer que la restriction ¢ s,.(R) est définie positive, que la restriction ql An(R) est définie négative
et que S,(R) L A,(R).

3. Rappeler pourquoi M, (R) = S,(R) @ A,(R), et en déduire la signature de gq.
4. Quel est I'isomorphisme ¢, : M, (R) — M, (R)* associé a g ?
5. Donner quelques exemples de matrices qui sont dans le céne isotrope de gq.

Exercice 2. Soit £ = M,(R). Soit qo(M) = (Tr(M))?, ¢1(M) = Tr(M?) et g2(M) = Tr(M?) —
%Tr(M)2 =q(M) - %qg(M).

1. Montrer que gg est une forme quadratique sur E, et déterminer son noyau.

2. Montrer que ¢ est une forme quadratique non-dégénérée sur E. Quel est I'isomorphisme ¢, :
E — E* associé a g1 7

3. Montrer que g2 est une forme quadratique sur E, et déterminer son noyau. On pourra s’aider de
la question précédente.

Exercice 3. Soit ¢ une forme quadratique sur un R-espace vectoriel F de dimension finie, telle que
Vz € E, q(x) > 0. Montrer que C, = Ker(q).
On pourra considérer une fonction de la forme f(t) = q(xz + ty), t € R.

Exercice 4. Soit ¢ une forme quadratique sur £ = R™.

1. Justifier que ¢, en tant que fonction de plusieurs variables, admet des dérivées partielles selon
chaque coordonnées x;.

2. Montrer alors que sa forme polaire b est donnée par

o) = 230 Py = 137 00
T,y) = = )Y, = = x;.
Y 2 4 al‘z Yi 2 4 ayl Y%
i=1 i=1
Exercice 5. Soit £ = R? et soit ¢ : E — R la forme quadratique définie par
Vr € E, q(x) = 23 + 23 + 23 + 1172 + T073.
1. Donner la matrice M de ¢ dans la base canonique.

2. Diagonaliser M avec matrice de passage orthogonale.

3. En déduire trois formes linéaires ¢1, g2, 3 € E* et €1,£2,e3 € {£1} tels que

Vz € B, q(x) = £161(z)” + £262(z)” + e363(z)”.



Exercice 6. Déterminer si les formes quadratiques suivantes sont définies positives, en discutant selon
les éventuels paramétres.

1. q(z1,79) = (1 — N2 + 2ux122 + (1 + N3
2. q(x1, e, 3, 14) = ZL‘% + 3([)% + 31}% + mi + 2z129 + T124.

3. La forme quadratique sur R? dont la matrice dans la base canonique est donnée par
4 1 1
1 4 1
11 4

Exercice 7. Soit b : E x E — R une forme bilinéaire sur un R-espace vectoriel. On rappelle que b

est dite symétrique si Vz,y € E, b(x,y) = b(y, x) et antisymétrique si Va,y € E, b(z,y) = —b(y, x).
Montrer que pour toute forme bilinéaire b, il existe une unique forme bilinéaire symétrique b; et une

unique forme bilinéaire symétrique by telles que b = by +ba. On pourra raisonner par analyse-synthése.



