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Thème : Dualité linéaire, Bases duales et antéduales

Exercice 1. Soit E = Rn[X] et soit ∆ ∈ L(E) l’endomorphisme défini par ∀P ∈ E,

∆(P )(X) = P (X)− P (X − 1).

On introduit la famille de polynômes (P0, . . . , Pn) définie par

P0 = 1 et ∀k ∈ J0, n− 1K, Pk+1(X) =
1

(k + 1)!

k∏
i=0

(X + i) =
X(X + 1) · · · (X + k)

(k + 1)!
.

On note enfin ϕ0 ∈ E∗ la forme linéaire ϕ0(P ) = P (0) et pour tout k ∈ J1, nK, ϕk(P ) = ( t∆)k(ϕ0).

1. Montrer que pour tout k ∈ J1, nK, ∆(Pk) = Pk−1.

2. En déduire que (P0, . . . , Pn) est une base de E, dont (ϕ0, . . . , ϕn) est la base duale.

3. Si P ∈ Rn[X], exprimer les coordonnées dans la base (P0, . . . , Pn+1) d’un polynôme Q ∈ Rn+1[X]
tel que ∆(Q) = P .

4. Justifier que deux polynômes Q1, Q2 ∈ Rn[X] tels que ∆(Q1) = ∆(Q2) diffèrent d’une constante.

Application :

5. Justifier que si ∆(Q) = P , alors P (1) + · · ·P (n) = Q(n)−Q(0).

6. On suppose n ⩾ 3. Exprimer les coordonnées des polynômes X, X2 et X3 dans la base
(P0, . . . , Pn).

7. En déduire des expressions simples en fonction de n des sommes suivantes

(a)
n∑

k=1

k = 1 + 2 + · · ·+ n

(b)
n∑

k=1

k2 = 1 + 22 + · · ·+ n2

(c)
n∑

k=1

k3 = 1 + 23 + · · ·+ n3
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