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Université Cote d’Azur Devoir maison 2

Theme : Dualité linéaire, Bases duales et antéduales

Exercice 1. Soit £ = R,[X] et soit A € L(FE) 'endomorphisme défini par VP € E,
A(P)(X)=P(X)—-P(X —1).

On introduit la famille de polynoémes (P, ..., P,) définie par

(X +1)- (X +k)
(k+1)!

k
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On note enfin ¢y € E* la forme linéaire ¢o(P) = P(0) et pour tout k € [1,n], ¢p(P) = (‘A)*(¢0).
1. Montrer que pour tout k € [1,n], A(Px) = Pi_1.
2. En déduire que (Py, ..., P,) est une base de F, dont (¢, ..., ¢,) est la base duale.

3. Si P € R, [X], exprimer les coordonnées dans la base (P, ..., P,+1) d’'un polynéme @ € R,,+1[X]
tel que A(Q) = P.

4. Justifier que deux polynomes Q1, Q2 € R, [X] tels que A(Q1) = A(Q2) différent d’une constante.
Application :
5. Justifier que si A(Q) = P, alors P(1) +--- P(n) = Q(n) — Q(0).

6. On suppose n > 3. Exprimer les coordonnées des polynomes X, X2 et X3 dans la base
(Po, ..., Pp).

7. En déduire des expressions simples en fonction de n des sommes suivantes

(a) Zk‘zl—l—Q—{—---—l—n
k=1

(b) Y K =1+2+--+n’
k=1

n
(€ Y K =142+ 4n?
k=1



