L3 Math 2024-25 Algébre multilinéaire
Université Cote d’Azur Devoir Maison 1

Thémes : Rappels d’algébre linéaire. Produit scalaire, Fspaces euclidiens.

Exercice 1. Soit (E, (.,.)) un espace euclidien. On définit

i E\{0} — E\{0)
xT — W’

qu’on appelle inversion de centre 0 et de rapport 1.

1. Montrer que i est une bijection de E \ {0} sur lui-méme, vérifiant i o i = id.

2. Montrer

i@ i)l =yl

1

v,y € B\ {0}, <2'(f’3)|:i(y)> (z,y)

On dit que ¢ est une application conforme.

3. Démontrer que

lz =yl
eIl

Vo,y € EN{0}, [li(z) —i(y)ll =

4. En déduire que pour tous z,y,z € E'\ {0}, on a
Izlllly = zIl < [lyllllz = z[| + [[z]l|lz — yl|.
5. En déduire que pour tous a,b,c,d € FE, on a
lla —cllllb = dl < lla = bllflc = d[| + [[a = d[[|[b - c]|.
C’est 'inégalité de Ptolémée.

Soit u € E tel que |ju|| =1 et soit o # 0. Considérons H = {x € E | (x,u) = a}. C’est un hyperplan
affine de E.

6. Justifier que 0 ¢ H. En utilisant la question 3., montrer alors que i(H) = S\ {0}, ou

1 1
r——ull==—>¢.
2 2|«

Soient a € E et R > 0. On note S(a,R) = {z € E | ||x — a|| = R} la sphére de centre a et de rayon R.

S:{xEE]

7. On suppose que |la]| # R. Montrer que 0 ¢ S(a, R) et que

. a R
i5(a. R) =5 <||a||2 T R2|> |

LCela signifie qu’elle préserve les angles.



