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Introduction

La nécessité de pouvoir traiter, en simulation numérique, des problemes de com-
plexité croissante dont le nombre d’inconnues N peut atteindre plusieurs millions,
requiert la mise au point d’algorithmes de résolution performants, capables, idéale-
ment de fournir une solution approchée optimale en un nombre d’opérations et pour
un stockage de complexité O(N).

Les méthodes multiéchelles, apparues en analyse numérique a la fin des années
70 pour le préconditionnement d’opérateurs elliptiques, constituent un des outils
essentiels a la mise au point de tels algorithmes. Ces méthodes reposent toutes
fondamentalement sur la donnée d’une suite d’espaces d’approximation emboités

‘/JC‘/J-I-DJEN

et la décomposition d'une approximation fine u;41 € Vj4; d'une fonction u en terme
d’approximation grossiere u; € V; et de détails w; vivants dans des espaces complé-

ppP g J J j p p
mentaires W, de V; dans Vj4;:

Ujp1 = uj + wj.

L’itération de cette décomposition a deux échelles conduit a une décomposition

multiéchelle
U= ug+ Z w;
JEN
ou les composantes w; apparaissent comme des corrections successives a “I’échelle”
7 de I'approximation initiale.

La notion de bases d’ondelettes, introduite a la fin des années 80 [50], [81], a
considérablement renforcé ce cadre théorique. Elle complete ’approche précédente
en ce qu’elle cherche a construire explicitement des bases locales U; des espaces
complémentaires W;

Vier = Vi & W,
Les fonctions de la collection W; sont les ondelettes d’échelle 7, notées

ou k représente la localisation en espace de l'ondelette ;. La fonction u admet
ainsi, au moins formellement, une décomposition espace-échelle

u=up+ Z Z djk; k

JEN keV,
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dont la convergence et la stabilité dans les espaces fonctionnels classiques s’analyse
moyennant les techniques de la théorie de "approximation.

Les propriétés de compression, d’analyse “télescopique” des bases d’ondelettes et
leur abilité a caractériser les espaces fonctionnels classiques par des normes discretes
des coefficients de la décomposition, en ont fait depuis la fin des années 80 un outil
privilégié dans des champs aussi divers que le traitement du signal et d’images,
I’analyse mathématique et les statistiques.

Leur application a ’analyse numérique date du début des années 90. Elles per-
mettent de dégager un cadre théorique unifié pour traiter les points fondamentaux
suivants.

(i) La compression de la représentation matricielle en bases d’ondelettes d’opéra-
teurs dont le noyau intégral possede certaines propriétés de décroissance et de
régularité en dehors de la diagonale.

(ii) Le préconditionnement de systemes linéaires issus de la discrétisation d’opé-
rateurs elliptiques.

(iii) Les approximations adaptatives de solutions d’EDP ou de problemes inté-
graux.

Considerons le cadre modele simple d’un opérateur linéaire A supposé définir un
isomorphisme d’un espace de Hilbert V' dans son dual V'

[[Aulfve ~ [l

C’est en particulier le cas de l'opérateur laplacien sur un domaine borné ) avec
conditions aux limites homogenes pour V = H}(Q) ou encore de l'opérateur de
Stokes en formulation vitesse-pression avec V = (HZ(2))? x M out M est le sous
espace de L%() des fonctions de valeur moyenne nulle.

Etant donnée la solution u de I’équation

Au=f (1)

une premiere classe de probleme, lapproximation linéaire, consiste a chercher une
approximation u; “asymptotiquement optimale” de u en terme de précision et de
cotit dans les espaces d’approximations V; C V fixés. La démarche usuelle calcule la
solution approchée u; comme solution de la formulation de Galerkin

uj € Vi (Auj,vi)viv = (o)) viv, Vo; €V

Etant donné une famille de bases de dimension N; des espaces V}, ce probleme se
ramene a l'inversion d’'un systeme linéaire A;U; = F} (supposé inversible). Pour
espérer le résoudre par une méthode itérative a une précision optimale en O(N;)
opérations, il faut (i) que la matrice A; soit creuse dans la base considérée et (ii)
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savoir préconditionner la matrice A;, i.e. trouver une inverse approchée creuse C}
telle que C;A; ~ I;.
On verra que, pour une large classe d’opérateurs A, ces propriétés sont vérifiées
9 9
par leur discrétisation dans la base d’ondelettes

dy U pr,,

L’approximation adaptative constitue une deuxieme classe de problemes dont les
objectifs different fondamentalement des précédents. On y recherche non pas la
meilleure approximation de u dans I'espace V; fixé mais une discrétisation asymp-
totiquement optimale de la solution u par N ondelettes quelconques dans une base
d’ondelettes donnée de la solution u, idéalement en O(N) opérations.

Dans le cas ou la fonction u est connue (précisémment si 'on sait classer tous
ses coefficients d’ondelettes par ordre croissant de leur module), ce probleme est
résolu par une simple procédure de seuillage des coefficients dont les performances
sont décrites par la théorie de "approximation non linéaire [52]. Dans le cas ou la
fonction u est la solution d’une équation, il faut concevoir des stratégies adaptatives
visant a la fois a détecter et a calculer les coefficients significatifs de u. La mise au
point de telles stratégies bénéficiera crucialement des points (i) et (ii) précédents,
i.e. la possibilité de comprimer les opérateurs et de les préconditionner.

Ces mémes problematiques sont présentes dans d’autres méthodes d’approxima-
tions anterieures aux ondelettes comme les éléments finis et les réponses apportées
utilisent des outils proches dans I'esprit des outils présentés ici, qu’il s’agissent des
méthodes multigrilles pour le préconditionnement, des méthodes multipoles pour
la compression d’opérateurs intégraux ou encore du raffinement de maillage pour
I’approximation adaptative.

Le cadre des ondelettes semble toutefois apporter un cadre théorique unifié per-
mettant d’aborder ces questions sous un nouvel éclairage et d’ouvrir de nouvelles
pistes.

Le prix a payer réside dans la nécessité de construire explicitement les bases
d’ondelettes U; des espaces de détails W, qui vont donc constituer les briques élé-
mentaires des discrétisations en ondelettes.

Un partie essentielle du travail va donc consister a construire de telles bases
locales sur un domaine assez général avec des conditions aux limites et des propriétés
de stabilité adaptées au probleme a résoudre.

Objectifs

Le but de cette these est de contribuer au développement, a ’analyse et a 1’éva-
luation des méthodes a base d’ondelettes en simulation numérique appliquées aux



deux classes de problemes précédents. On abordera les trois grands chapitres sui-
vants: constructions de bases d’ondelettes, applications aux problemes elliptiques et
applications au probleme de Stokes.

Chapitre I: construction

La premiere tache, pour aborder des problemes réalistes, consiste a construire
explicitement des bases d’ondelettes sur des domaines ou variétés assez généraux.
Celles-ci devront en outre étre adaptées aux problemes a résoudre: en terme de sta-
bilité il faut en particulier que ces bases soient stables dans les espaces de Sobolev
H?* sur 'intervalle [0, 1] en vue des applications aux problemes elliptiques d’ordre 2.
En ce qui concerne les ordre négatifs, on souhaite atteindre 'ordre s = —1/2 pour les
problemes intégraux d’ordre —1, comme par exemple le potentiel de simple couche.
Les bases d’ondelettes doivent naturellement inclure le cas échéant des conditions
aux limites homogenes sur une partie de la frontiere du domaine. Enfin leurs pro-
priétés d’approximation et de compression doivent étre essentiellement préservées
par la construction.

Une premiere approche consiste a partir d’une discrétisation de type éléments
finis Py sur des maillages obtenus par divisions dyadiques d’un premier maillage
grossier. Cette discrétisation définit des espaces emboités (V;);>o et la difficulté
consiste a construire des complémentaires W; munis de bases de Riesz WU, locales
tels que la décomposition multiéchelle soit stable.

La deuxieme approche, que I’on adoptera ici, se situe dans le cadre de la décom-
position de domaine sans recouvrement. Le domaine Q C R? (ou plus généralement
la variété de dimension d) est découpé en sous domaines €2;, 1 = 1,..., N, disjoints

et tels que
N
a=Jo.
=1

Chaque sous domaine est en outre supposé difféomorphe au domaine de référence
Q) =]0, 1[? par la paramétrisation réguliere

K; . 6—} ﬁZ

L’avantage de ce type d’approche est de se ramener a la construction de bases
d’ondelettes sur le domaine de référence, qui est une tache bien plus aisée que la
construction sur le domaine ). La construction sur les sous domaines s’en déduit
simplement par le difféomorphisme régulier x;' et I'essentiel du travail consistera
donc a raccorder ces bases aux interfaces de la décomposition Uf\; o05;.

Dans ce cadre, notre travail va concerner les points suivants.

(1) La construction de bases d’ondelettes sur le domaine de référence se ramene par



produit tensoriel a l'intervalle [0, 1] qui se traite par restriction et adaptations
aux extremités 0 et 1 d’ondelettes sur la droite réelle (cf [30],[50]), de facon a
préserver les propriétés d’approximation, de stabilité et de compression.

L’aspect original de ce travail consiste a généraliser, au cadre des ondelettes
biorthogonales, pour des ordres d’approximation optimaux et des conditions
aux limites quelconques, les constructions initiales de [30] et [2].

(2) En ce qui concerne la décomposition de domaine, nous suivons "approche gé-
nérale introduite dans [47] puis [19] qui définit les ondelettes sur le domaine
(ou la variété) par raccord continu des ondelettes des sous domaines aux inter-
faces de la décomposition. On propose alors une nouvelle méthodologie pour
construire explicitement les ondelettes aux interfaces qui differe essentiellement
de celle présentée dans [19].

On applique, dans les deux chapitres suivants, les méthodes d’ondelettes a deux
grandes classes d’opérateurs A. Tout d’abord les problemes elliptiques qui com-
prennent en particulier les problemes coercifs en normes de Sobolev H?® pour lesquels

(Aw, ) ~ [lul[Z..

On considere ensuite le probleme de Stokes qui fait partie de la classe des pro-
blemes de points selles et dont le caractere non défini-positif introduit de nouvelles
difficultés.

Dans les deux cas on traitera a la fois de "approximation linéaire sous 'angle
du préconditionnement et de ’approximation adaptative. La compression des opéra-
teurs en bases d’ondelettes n’est abordée qu’en Appendice sur un exemple simple et
on renvoie aux travaux de référence [81], [13], [46], [89], [88], [28] dans ce domaine.

Chapitre II: problemes elliptiques

C’est le cadre le plus naturel pour I"application des méthodes d’ondelettes dans
la mesure o la caractérisation des espaces de Sobolev H?, par les normes [* pon-
dérées des coefficients d’ondelettes, se traduit par un préconditionnement diagonal
optimal de la discrétisation en bases d’ondelettes des opérateurs elliptiques coercifs
en norme H~.

Notre premier objectif, en relation avec le point (i), est donc d’évaluer et d’op-
timiser le préconditionnement diagonal en bases d’ondelettes. On se place pour se
faire dans le cadre de la décomposition de domaine pour la construction des bases et
I’'on va considérer (1) parmi les opérateurs différentiels elliptiques du second ordre:
le laplacien et les opérateurs a coefficients variables —V - AV, (2) I'opérateur bila-
placien du quatriéme ordre, (3) un opérateur H='/? elliptique: 'opérateur de bord

P — w.



Il ressort de cette étude que (a) le choix des ondelettes aux extrémités de 1'in-
tervalle de référence [0, 1] est crucial pour optimiser les performances du précondi-
tionnement diagonal et (b) il importe d’utiliser I'inverse de la diagonale exacte (ou
une bonne approximation de celle-ci) comme préconditionnement et non pas de se
contenter des facteurs d’échelle (i.e. les poids des normes discrétes).

Afin d’améliorer la robustesse du préconditionnement en bases d’ondelettes on
propose par ailleurs d’utiliser les techniques SPAI (sparse approximate inverse) qui
calculent une inverse approchée sur un ensemble creux de termes non nuls. Ces
méthodes sont naturellement plus performantes en bases d’ondelettes du fait des
propriétés dans ces bases de compression des opérateurs et de leurs inverses.

Le deuxieme objectif est de tester numériquement "optimalité d’une stratégie
adaptative simple sur I’exemple de 'opérateur laplacien en dimension 2 avec condi-
tions aux limites de Dirichlet homogenes.

Ces expériences illustrent le résultat récent de [28] ou un algorithme adaptatif
asymptotiquement optimal est rigoureusement mis au point.

On aborde finalement la problematique du traitement adaptatif des conditions
aux limites de Dirichlet non homogenes pour les problemes du second ordre.

Ce probleme se ramene a la construction d’une base d’ondelettes sur le domaine
Q, stable dans H'(f2), et dont les traces sur le bord du domaine I' = 9Q (ou une
partie I'p de celui-ci), définissent une base d’ondelettes stable dans H'/%(T).

On introduit pour cette étude un nouveau cadre théorique qui conduit a la
construction d’opérateurs de relevement stables dans la classe des espaces de Be-
SOV.

Sa réalisation pratique est étudiée dans le cadre de la décomposition de domaine.

Chapitre III: probleme de Stokes

On s’intéresse dans ce chapitre au probleme de Stokes en formulation vitesse-
pression. Sa formulation variationnelle conduit a un probleme de type point selle
symétrique mais non défini-positif qui définit un isomorphisme A de V = X xM
dans V' ot X = HY(Q)4.

A la différence des problemes elliptiques (coercifs) la conformité de la discré-
tisation )?j x M; C X x M n’assure plus nécessairement le caractere bien posé
du probleme discret. Il faut en outre que les discrétisations satisfassent une condi-
tion de compatibilité qui s’exprime sous la forme d’une condition Inf-Sup ou de

Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB)

nf sup TGl S g g
qJGMJ{;]eX'] ‘UJI‘X"QJ"M

ou la constante (3 est indépendante de 1’échelle j.



Cette condition entraine de surcroit 'obtention d’estimations d’erreurs optimales
et la résolution efficace du probleme par un algorithme itératif en particulier dans
le cadre d’un préconditionnement en base d’ondelettes. En d’autres termes, elle
garantit l'obtention d’algorithmes d’approximations linéaires de la solution (,p)
asymptotiquement optimaux en termes de cotit et de précision.

On s’interesse parallelement dans ce chapitre aux approximations adaptatives
sous l'angle de la condition LBB. Précisément, étant donné une discrétisation en
ondelettes de I'espace de pression, il s’agit de construire une discrétisation en onde-
lettes minimale de ’espace de vitesse, telle que la condition LBB puisse étre prouvée.
Idéalement, la dimension de cet espace doit étre aussi proche que possible de la di-
mension de 'espace de discrétisation de la pression.

Dans un premier temps, on prouve qu’il est toujours possible de construire une
telle discrétisation de la vitesse dont la dimension soit proportionnelle a celle de
I’espace de pression, avec une constante indépendante de la pression.

En pratique cependant, la constante de proportionnalité est trop élevée de sorte
que notre objectif est, en prenant comme point de départ les travaux pionniers de
[75] et [43], d’étudier quelques familles de discrétisations en ondelettes permettant
d’obtenir des constantes proches de d voire de 1.

On s’interessera principalement aux domaines tensorisés |0, 1[¢. L extension a des
domaines plus généraux est étudiée dans le cadre de la décomposition de domaine
mais reste tres restrictive devant la difficulté essentielle d’étendre nos résultats a un
sous domaine “courbe”. Cette approche nous permet néanmoins de disposer d’un
large choix de générateurs, d’ordres en théorie arbitrairement élevés.

Les discrétisations analysées dans ce chapitre sont évaluées numériquement dans
le cas d’une discrétisation uniforme sur le domaine ]0, 1[*.

Si la condition LBB garantit la résolution optimale du systeme linéaire, elle ne
suffit pas en revanche a étendre ’'optimalité de I’algorithme adaptatif con¢u dans [28].
On propose néanmoins une stratégie adaptative simple de résolution du probleme
de Stokes dont I'optimalité est testée numériquement.



Notations

Espaces

C™(€Q), m entier: espaces des fonctions m fois continuement différentiables.
C*(Q) (s > 0 non entier): espaces de Holder.

LP(Q): espaces de Lebesgue.

W#P(€): espaces de Sobolev (H*(Q) : = W*2(Q)).

B> (Q): espaces de Besov.

D(): espace des fonctions € & supports compacts dans 'ouvert €.

D(2)": espace des distributions sur .

P,: espace des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

V; et V;: espaces a I’échelle j des analyses multirésolutions primale et duale.
W; et Wj: espaces d’ondelettes ou complémentaires ou de détails a I’échelle j.
V' espace dual topologique de 'espace V.

S (®): fermeture dans L? des combinaisons linéaires finies de fonctions de la collec-
tion .

p': exposant conjugué de p € [1,00] tel que zla + ]% =1.

Fonctions

bin: = 2242, — k) et qgm D= 2j/2q5(2j. — k), k € Z: fonctions d’échelle primales
et duales sur R, mises a 1’échelle en norme L2,

Yig s = 210p(20. — k) et ;/N)M D= 2]‘/2@[)(2]“ — k), k € Z: ondelettes primales et
duales sur R, mises a ’échelle en norme L2

vk et @ik, k € A; fonctions d’échelle primales et duales (sur un domaine ou une
variété) a la résolution 277 et mises a 1’échelle en norme L2

Y et ;/N)M, k € V; ondelettes primales et duales (sur un domaine ou une variété) a
la résolution 277 et mises a 1’échelle en norme L2,

Uy et by, NEV: = Aj, U U]‘>]‘0 V;, notations abrégées des ondelettes.

|Al: échelle de I'indice d’ondelette A (|A] = j pour A € V).

O ={pip ke A}et d;: ={pis k€ A} bases de Riesz biorthogonales des
espaces V; et \N/J

U ={jp ke V,;} et U, ={4hs, k € V,} bases de Riesz biorthogonales des
espaces W, et Wj.

(f,g): produit de dualité ([ fgsi f € LP et g € L7').

Les notations V; et ¢, ;/N)M désignent en toute rigueur deux objets différents qui
se distinguent toutefois sans ambiguité selon le contexte.

Matrices

M7T: matrice transposée de M

UT®: notation abrégée pour la fonction >, Uyps.

M ®: notation abrégé pour la collection de fonctions | J.{>, M; s}
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M = (®', ®?): notation abrégée pour la matrice de termes My, : = (i}, 7).

Opérateurs B B B B
P, P, Q;: =P — P, Q;: = Pjy1 — Pj: projecteurs biorthogonaux sur V;, V;,
W;, W;.

T*: adjoint de I'opérateur T

V - d: divergence du champ de vecteur .

Vu: gradient du champ scalaire u.

P; = (.,9;)T®;: notation abrégée pour l'opérateur P;f = EkeAJ<f, Pk )Pk

Ensembles

#FE: cardinal de 'ensemble fini F.

diam (w): diametre du domaine w C R

Supp (f): support de la fonction f.

®! @ ®%: produit tensoriel de deux collections de fonctions (ou vecteurs) Ol et B2

égal & {p] @ ¢f, k€ Ay, 1€ Ag}.

Equivalences
Pour deux fonctions positives Ny et Ny définies sur un ensemble V' et dépendantes
d’un ensemble de parametres P, la relation

Ni(v) < Na(v)

exprime qu’il existe une constante (', indépendante des parametres de P, telle que
Ni(v) < C'Ny(v) pour tout v € V. De méme,

Ni(v) ~ Na(v)
signifie que Ny(v) < Ny(v) et Na(v) < Ny(v).

Par exemple ||P; f|| < ||f]| signifie que les projecteurs P; sont bornés indépen-
damment de ’échelle j.
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Chapitre 1

Construction de bases d’ondelettes
pour la simulation numérique

La construction de bases d’ondelettes sur un domaine ou une variété constitue
en soit une difficulté majeure et un préalable essentiel aux applications réalistes en
simulations numériques.

On va dans un premier temps, au §1.1, dégager les différents formalismes abs-
traits, mis au point depuis le début des années 90 et qui sous tendent la construction
de bases d’ondelettes et 1'analyse de leurs propriétés (stabilité, régularité, approxi-
mation, compression). Cette présentation ne comporte pas de résultats nouveaux et
est largement inspirée des ouvrages de référence [26] et [40] que le lecteur est invité a
consulter pour plus de détails. La premiere partie (§1.1.1 a 1.1.4), ot 'on s’intéresse
a la décomposition entre deux niveaux successifs, suit de pres le chapitre III de [40],
alors que 'analyse de la stabilité de la décomposition multiéchelle, (§1.1.7) et le lien
avec la théorie de "approximation est plutot une synthese du chapitre III de [26].
On a choisi ici de ne pas faire systématiquement référence aux diverses contributions
pour ne pas alourdir la présentation.

On s’intéresse ensuite aux constructions concretes. Il existe pour 'heure essen-
tiellement deux types d’approches.
(i) La premiere part d’espaces d’approximation éléments finis Py conformes sur des
triangulations emboitées, obtenues a partir de divisions dyadiques successives d'une
premiere triangulation grossiere. Ces espaces définissent une AMR V; sur laquelle on
cherche a construire une base d’ondelettes. Une premiere méthode consiste a corriger
un premier choix de base complémentaire ¥, (classiquement la base hiérarchique de
I’exemple 2 du §2.1) afin de la stabiliser [32], [85]. Une deuxieme méthode consiste
a chercher des bases de Riesz a supports compacts U; des espaces complémentaires
orthogonaux W; = Vj31 NV;E [90] (voir aussi [49] pour une généralisation de cette
approche au cas biorthogonal).

(ii) La deuxieme approche, objet des paragraphes 1.2 a 1.4, part d’une construc-

12



tion sur des géométries tensorielles désormais bien maitrisée puis traite les domaines

ou variétés plus généraux par une technique de décomposition de domaine. Cette

approche permet de disposer d’un tres large choix de générateurs d’ondelettes bior-

thogonales sur la droite réelle, d’ordres et de régularités arbitraires.
Schématiquement elle suit les étapes suivantes

N
R —[0,1] = [0,1]" = Q= ], Q ~ [0,1)*

=1

ou le point de départ est une construction d’ondelettes orthogonales ou biorthogo-
nales sur la droite réelle développée dans [50] et [29]. Celle-ci exploite fondamentale-
ment l'invariance par translation. On présentera au §1.2 une typologie des ondelettes
sur R les plus utilisées en analyse numérique.

Le passage a l'intervalle [0, 1] s’effectue par restriction et adaptations aux ex-
trémités 0 et 1 en préservant les propriétés d’approximation et de stabilité. Il sera
décrit au § 1.3. Contrairement aux deux paragraphe précédent, celui-ci contient des
résultats originaux qui généralisent les constructions sur l'intervalle de [30] et [2] et
constituent essentiellement une refonte de I'article [79] paru en 1996.

Un procédé simple de tensorisation permettra d’étendre la construction aux do-
maines tensoriels. Le passage a des domaines ou variétés plus généraux s’effectue
par une technique de décomposition de domaine desormais classique dans le cadre
de discrétisations spectrales [77]. Elle est adaptée dans [47] (voir aussi [19]) a la
construction d’AMR et d’ondelettes biorthogonales. Ces idées sont présentées au
§1.4 dont 'aspect original réside dans la construction explicite des bases d’onde-
lettes, suivant une approche qui differe de celle exposée dans [19)].

1.1 Bases d’ondelettes biorthogonales

Ce paragraphe introduit le cadre abstrait des ondelettes biorthogonales qui en-
globe les constructions particulieres qui seront développées par la suite.

Soit L? I'espace des fonctions de carré intégrable sur une variété Q de dimension
d. Partant de la notion d’analyse multirésolution (AMR) comme suite d’espaces
d’approximation emboités V; C V41 C L?, j € N, on s’intéresse a la décomposition
d’une fonction v en une approximation grossiere vy et une suite de détails w; vivant
a des échelles j de plus en plus fines i.e. dans les espaces d’ondelettes ou de détails
W;. Formellement on écrit

v:vo—l—ij (1.1)
7=0
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avec vg € Vg et w; € W;. L’espace d’ondelettes W; est défini par la décomposition
entre deux niveaux successifs

Vier = V; & W (1.2)

La théorie de 'approximation, qui relie le comportement asymptotique de la suite
d’approximations (1.1) aux propriétés de régularité de la fonction approchée, permet
de dégager des criteres de stabilité de la décomposition multiéchelle (en particulier
de convergence) dans les espaces fonctionnels classiques. On verra en particulier que
la stabilité dans L? au sens de I’équivalence

lellze ~ vollz + (3 llwsll3-) (1.3)
7=0

est lié a I'existence d’'une AMR duale ou biorthogonale ‘N/J C ‘N/j_H C L?, engendrée
par la base de Riesz duale de la base d’ondelettes primales.

1.1.1 Analyses multirésolutions

On appelle analyse multirésolution de ’espace L?, une suite emboitée de sous
espaces fermés dont I'union est dense dans L2

V,CVip C L% jEN, closp(| J V) = L7, (1.4)
JEN

On désigne par (.,.) le produit scalaire dans L? et ||.|| la norme hilbertienne associée.
Les espaces V; sont munis d’une base de Riesz notée

;= {ojr ke A}

Rappelons que la propriété de base de Riesz énonce que ’ensemble des combinai-
sons linéaires finies d’éléments de ®; est un sous espace dense de V;, et que l'on a
I’équivalence de norme

1
vi= Y Gapins ol ~ (O leixl?) (1.5)

keA; keA;

On exige en outre que les bases de Riesz considérées soient “uniformes” au sens
ou les constantes d’équivalence de (1.5) sont indépendantes de j. Cette propriété
d’uniformité en échelle sera toujours implicite dans la suite de 'exposé. Suivant
[40], on adoptera souvent la notation condensée

Uj = C?@j, HU]H ~ HCjHP(A])‘

Dans tous les cas concrets considérés, ®; est une base de fonctions a supports com-
pacts et 7 € N représente un indice d’échelle dyadique au sens ou la résolution est
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divisée d’un facteur 2 dans chaque direction lorsque j augmente de 1. Dans le cas
oit  est un domaine de R% k € Z? représentera naturellement la localisation du
support de ¢, ;, de diametre ~ 277, autour du point x;; = 277k, Ainsi 27/ A, peut
se visualiser comme un sous ensemble de la grille 277Z C R?, de maille 277, “cou-
vrant” le domaine €. Dans le cas d’une variété (en pratique le bord d’un domaine)
cette interprétation reste toujours vraie localement par cartes locales.

Selon la terminologie usuelle, les fonctions ¢; ; sont les fonctions d’échelle et ®;
la base de fonctions d’échelle & la résolution 277. En référence aux éléments finis
on parlera aussi de base nodale, ce qui est cohérent avec I’hypothese de supports
compacts centrés autour des “noeuds” z;; = 27/ k.

Dans le cas de variétés bornées on notera
Nj: = #A; ~ 27, (1.6)

Filtres. La propriété d’emboitement des espaces V; équivaut a I'existence de filtres
HJ | matrices A; x A;1q, traduisant la relation d’échelle

pik= Y Hi, ¢i1m k€A,

mEA;11
ou encore en notation matricielle
;= H'd, 4. (1.7)

En pratique, 'hypothese de supports compacts des fonctions ¢, implique que les
filtres H’ soient finis au sens ot il s’agit de matrices bandes comportant O(N;)
termes non nuls.

Exemple 1. [’exemple le plus classique est ’AMR
Vi = Vect{p;r = 25 Xp)(2. — k), k € A; =1{0,...,20 —1}} (1.8)

ot X[oq] est la fonction caractéristique sur [0,1] (i.e. la B-spline d’ordre 1). Moyen-

nant le coefficient de normalisation 2%, la base ®,; est une base orthogonale de V,
donc a fortiori une base de Riesz. Les filtres H7 sont indépendants de j et de largeur

2:
1
Pk = ﬁ(gﬁj{-lﬂk + ©ir12k41)s k€A

Exemple 2. Soit V; € L*(]0, 1]) I'espace engendré par les éléments finis Py sur la
grille dyadique uniforme G; : = {277k, k=0,...,2/}.

V; = Vect{pjr = 22¢*(2. — k)|, k € A; = {0,...,27}}, (1.9)
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ot ¢* : = max(1 — |z|,0) est la B-spline d’ordre 2. Les propriétés de base de Riesz
et de densité sont bien connues en éléments finis et on a la relation d’échelle

1

¥i0 = ﬂ@@j—l—l,e + ©it11)5 |
Yik = 5 Pit12k-1 + 205012k T @ir2en), k€ A;/{0,27}, (1.10)
P20 = ﬁ(@j-l—l,%"‘l—l + 280j+172J+1).

Etant donné le couple (V;, ®;);cn, il existe trois approches conduisant a définir
une décomposition multiéchelle. La premiere consiste a se donner directement les
espaces de détails W; munis de bases de Riesz U;. En d’autres termes on définit des
filtres G tels que

V=GP

définisse une base de Riesz complétant ®; dans V1. C’est le point de vue matriciel
présenté au §1.1.2.

La deuxieme approche consiste a définir ces espaces W, par 'intermédiaire d'une
AMR duale (\N/j)jeN munie des bases de Riesz biorthogonales Ci)j telles que

(@), 95) = Ia,,
et a laquelle on associe le choix d’espaces complémentaires
Wit = Vi @ (V)™

Une derniere approche, qui généralise la suivante au cadre ou I’AMR duale n’est pas
dans L?, consiste en la donnée d’une famille de projecteurs (P;);en d’images V; et
satisfaisant la propriété de biorthogonalité

PPy = by, geN
qui traduit I’emboitement des images \N/J des projecteurs adjoints ]gj.

Dans toute construction concrete de bases d’ondelettes, ces trois approches sont
présentes et complémentaires. La premiere donne directement acces a la base d’on-
delettes W, en particulier a ses propriétés de localité. Les propriétés de localité de
la base duale I, essentielles pour obtenir des algorithmes de décomposition multié-
chelle rapides, se lisent en outre facilement sur 'inverse de la matrice (H]T, G]T) qui
se doit d’étre creuse.

Les deux autres approches sont adaptées a I’étude de la stabilité de la décompo-
sition multiéchelle par le biais de la théorie de ’approximation linéaire présentée au
§1.1.7. Dans cette étude, les propriétés de régularité et d’approximation de ’AMR
primale et duale jouent en effet un réle crucial. Elles ne disent en revanche rien sur
I’existence de bases d’ondelettes primales et duales locales.
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1.1.2 Ondelettes

Les espaces complémentaires W de la décomposition a deux niveaux (1.2) sont
supposés munis d’une base de Riesz

U, ={¢jx, k€ V,}

dont les fonctions de base, les ondelettes, seront toujours en pratique a supports
compacts. On exige en outre que la base ®;UW; constitue une base de Riesz uniforme
de Vj41, ou de facon équivalente que la décomposition entre deux niveaux successifs
(1.2) soit uniformément stable

[viallzz ~ il + llwillze Vi = v; +w; € Viga. (1.11)

Cette propriété est clairement une condition nécessaire pour espérer obtenir la sta-
bilité de la décomposition multiéchelle (1.3). Elle peut se reformuler en terme ma-
triciel sur les filtres. Soit GY, le filtre traduisant I'inclusion W; C Vj41, i.e. la matrice
V; x Ajy telle que

U, =Gl (1.12)

L’opérateur de recomposition M; entre deux niveaux successifs j et 541 calcule les
composantes ¢;;; du vecteur v = C]‘T+1(I)j+1 = v;+w, en fonction des composantes
¢; et d; des vecteurs v; = chCI)j,wj = djT\I/j. Il s’exprime en fonction des filtres H’
et GG7 selon la formule

€j

¢jt1 = M; ( d; ) D= () e + (G, ¢ € (D), dy € (V). (1.13)

Proposition 1.1 Soit une famille de bases de Riesz uniformes ®;, j € N vérifiant
la relation d’échelle (1.7) et engendrant UAMR V;. Etant données les matrices ¥ de
LO3(A;41), (V) et O; = Gi®,yy, alors ®;UV; définit une base de Riesz uniforme

de Viiq st el seulement si les matrices M; sont inversibles et vérifient

IMjIl S Tet M7 < 1j€EN, (1.14)
ot ||.|| désigne implicitement la norme matricielle associée a la norme [*.
Preuve. L’inversibilité de la matrice M; équivaut, pour tout wu;i; = CJTHCI)Hl,
a l'existence d'une décomposition unique v,y = v; + w; telle que v; = chCI)j et

w; = djT\I/j. [’équivalence entre la propriété de base de Riesz et (1.14) est alors une
conséquence directe de la définition de la norme matricielle et des relations

¢ip1 = M; ( Ccl] > et ( Ccl] > = M ¢
J J
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L’inverse 2\4]4_1 est 'opérateur de décomposition que 'on écrira sous la forme
1 Cj o~ N
Mj Cit1 = ( d. ) y G = H]C]‘_H, d]‘ == G]C]‘_H. (115)
J

Les matrices Hi et Gi s’interpreteront au § 1.1.5 comme les filtres d'une AMR duale
ou biorthogonale V.

Exemple 1. Pour ’AMR (1.8) le choix du complémentaire orthogonal W; = V11 N
VjL conduit a la base d’ondelettes orthogonales

v, = {%‘,k = L(@j-l-l,?k — Qit1ake) k€ V;={0,....2) - 1}}
V2
On note P; les projecteurs orthogonaux sur les espaces V. La figure 1.1 représente
pour 7 = 2 les approximations fine f;411 = P41 f et grossiere f; = P; f d’une fonction
f de L*(]0,1]). On voit clairement que les détails w; = f;11 — f; vivent dans I'espace
W, engendré par les ondelettes de Haar v, .

Fig. 1.1 = AMR (1.7) , complémentaire orthogonal

Exemple 2. Pour ’AMR (1.9) la projection par interpolation [; aux points de
la grille A; conduit comme dans I’exemple précédent au choix du complémentaire

W; = Span¥; ou

v, = {%/’j,k = itiont1, K €V, ={0,...,2 — 1}}

est une base de Riesz uniforme en j. Ce choix définit la base de Schauder ou base
hiérarchique. De nouveau la figure 1.2 représente pour j = 2 les approximations fine
fiv1 = Lj41f et grossiere f; = I[;f d’un fonction f continue, ou l'on voit que les
détails w; = f;41 — f; vivent dans I'espace W;.
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FiG. 1.2 = AMR (1.8), complémentaire interpolant

1.1.3 Décompositions et recompositions multiéchelles

Sous I'hypothese de supports compacts (de diametres ~ 27/) des fonctions
d’échelle o, et des ondelettes 1, x, les filtres H et G comportent O(N;) termes
non nuls. La formule de recomposition (1.13) s’effectue donc en O(N;) opérations.
D’apres la croissance exponentielle de N; (cf (1.6)), Ialgorithme de recomposition
multiéchelle obtenu en itérant 'opérateur a deux niveaux précédent jusqu’a I’échelle
la plus fine J est donc de complexité O(Ny).

Cg — € — Co ... —
do dl d2 dJ—l

CcJ

Inversement, on disposera d’un algorithme de décomposition mutiéchelle rapide de
complexité O(Ny) si les filtres duaux H’ et (G sont creux. Or il est bien connu qu’en
général I'inverse d’une matrice creuse est au contraire une matrice pleine. Ainsi, en
paraphrasant [40], tout 'art et la difficulté de construction des bases d’ondelettes
consiste en quelque sorte & trouver les exceptions, i.e. étant donnés les filtres H7,
des filtres creux GV tels que l'inverse Mj_l soit aussi creuse.

cy — Cj—1 — Cj—2 ... — (p

dj_q dj_s do

Sous réserve d’obtention de telles constructions, on disposera donc d’algorithmes
rapides pour passer des composantes d’un vecteur dans la base de fonctions d’échelle
®; a celles dans la base multiéchelle

J-1
b U J ¥, (1.16)
7=0

et réciproquement.
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Exemple 1. La base d’ondelette &y U U}]:_ol U, appelée base de Haar, est orthogo-

nale; ainsi Mj_l = M]T ou en d’autres termes H? = H7 et GV = (.

Exemple 2. La figure ci-dessous représente dans le cas de l'exemple 2 la base
nodale et la base multiéchelle pour J = 2. La relation d’échelle (1.10) se réécrit
00 = 7520410 H¥50)s ik = 5 5Wik-1 + 2050126 H i) k€ {1 27 — 1} et
Qi = ;W(;bmj_l + 2¢;41.9:+1), d’ou 'on déduit la formule de décomposition

1 1
Cigp = \/§Cj-|—1,2k7 EeA;, djr = cjr12041 — §Cj-|—1,2k — §Cj-|—1,2k+27 keV;,
et les filtres duaux ﬁ]j, Gi. On vérifie que HM;IH ~ 1. La base U, étant bien sir
une base de Riesz uniforme (et donc ||[M;]| ~ 1) on en déduit la stabilité de la
décomposition a deux niveaux (1.11).

Vj base nodale

Vjy base multiechelle

F1G. 1.3 — Bases nodale et multiéchelle (exemple 2) pour J =2

1.1.4 Lifting scheme

Partant d’un premier choix de décomposition V;1; = V;@W; vérifiant la propriété
de stabilité a deux niveaux (1.11), on peut construire une famille de décompositions
Viy1 = V; @ W; conservant la méme propriété de stabilité. I 'objectif est de stabiliser
la décomposition multiéchelle au sens de (1.3) par correction d’un premier choix
simple de décomposition. Par exemple, partant de la base hiérarchique de I’exemple
2, on souhaite modifier le complémentaire interpolant afin d’obtenir une décompo-
sition stable dans L? tout en conservant la propriété de support compact (ce qui
exclut le choix extréme du complémentaire orthogonal).

On renvoie & [40] pour une description générale de ce mécanisme et 'on se
contente ici de décrire le procédé de correction “par la grille grossiere” ou lifting
scheme introduit dans [92]. 11 consiste a corriger la base d’ondelettes W; de W, par
des combinaisons linéaires des fonctions d’échelle de @;. Soit une famille de matrices
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K’ de taille V; x A;, uniformément bornées en norme matricielle [2. On considere

Gik = Yip+ Y Klppim k€Y,

KEA,

ou encore ¥; = ¥, + K7®,; engendrant le nouveau choix d’espaces complémentaires
W;. Ceci revient aussi a considérer les nouveaux filtres G7 = G7 + K7 H’. On a alors
la proposition suivante.

Proposition 1.2 Si la décomposition Vi, = V; & W; vérifie (1.11) alors, les opé-

o — INT ~NT , o r—1 =J =J
rateurs de recomposition M; = ((H’)",(G?)") et de décomposition M; " = (H ,G")
sont uniformément bornées, i.e. la décomposition Vi1 = V; & W; satisfail aussi la
propriété (1.11).

Preuve. On vérifie facilement que

~j ~ .

— J

{ c=¢ (1.17)
H =i — (KT,

d’ou le résultat. O

Remarque 1.1 En pratique, afin de préserver le support compact des ondelettes
primales, la matrice K7 sera une matrice bande. Il résulte de (1.17) que le lifting
scheme préserve aussi la propriété de support compact des ondelettes duales.

Remarque 1.2 [ autre stratégie de correction d’un premier choix instable de base
d’ondeletles est la correction “par la grille fine” ou la base V; est recherchée sous la
forme

\T/]‘ D= \I/]‘ + [(]‘(I)]‘_H

el K; est cetle fois une matrice V; x Ajiy bande. Contrairement a Uapproche pré-
cédente, ni la propriété de support compact des ondelettes duales ni méme celle de
base complémentaire ne sont a priori garanties par une tel choiz. Ceci rend l'ana-
lyse de la stabilisation bien plus difficile que dans le premier cas, mais en revanche
ce procédé permet d’obtenir potentiellement des supports d’ondelettes primales plus
petits (cf Uondelette a trois points de [90]).

1.1.5 Analyse multirésolution duale

Pour une AMR donnée V;, 5 € N, il existe une infinité de choix d’espaces com-
plémentaires W;. Le choix le plus naturel est certainement le complémentaire ortho-
gonal, qui en particulier garantit la stabilité de la décomposition multiéchelle (1.3).
Il conduit cependant en général a des filtres pleins. C’est en particulier le cas pour
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I’AMR (1.9) pour laquelle il est connu que le choix du complémentaire orthogonal
conduit soit a des filtres primaux denses soit a des filtres duaux denses.

[.’abandon de I'orthogonalité autorise des choix d’AMR et de complémentaires
souvent plus simples et mieux adaptés aux exigences de I'analyse numérique. En
revanche ’analyse des propriétés de la décomposition multiéchelle est bien plus dé-
licate comme on le verra au § 1.1.7. A ce stade on note que la propriété de stabilité
(1.3) ainsi que les hypotheses de bases de Riesz de ®; et U; traduisent en fait que
la base multiéchelle

V=0 U JU;: ={vs, A eV} (1.18)
JEN

est une base de Riesz de L?, ol la notation A condense le couple (7, k) de localisation
en échelle et en espace et V = Ag U U]‘eN V;. Par commodité on notera parfois

Ag=V_1,Pg=V_; et donc ¥ = U]‘>—1 V. La base d’ondelettes ¥ admet dans ce

cas une base de Riesz duale (ou biorthogonale) notée
U=0oU| JU;: ={, A eV}, (1.19)
JjEN
avec la propriété de biorthogonalité

(¥rhy) = 6ra, AEV, XN EV. (1.20)

Pour une collection de fonctions ® de L? on note S(®) la fermeture dans L* de
I’espace qu’elle engendre. La stabilité (1.3) implique que la famille de sous espaces
emboités

Vi = S(&)O) @ S(\Tlo) S...D S(\le_l),j eN (1.21)

définit une AMR dite duale ou biorthogonale de L2 On vérifie alors facilement que
les espaces complémentaires W, sont aussi définis par la formule

Wj = Vi 0 (V)" (1.22)

c’est a dire que le couple I’AMR (V, ‘7]), J € N définit par (1.22) un choix de dé-
composition multiéchelle (1.2), et que toutes les décompositions multiéchelles stables
dans L? s’expriment sous cette forme. En outre la_décomposition multiéchelle pri-
male induit une décomposition duale V;4; = V; & W, ou

Wi =Via n(V)* = S(¥)) (1.23)
qui hérite par dualité de la propriété de stabilité dans L2

Une démarche naturelle et non restrictive, si 'on souhaite obtenir une stabilité

dans L?, est donc de partir d’un couple d’AMR (V}, \N/J), J € N et de définir W, par
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(1.22). Le lemme classique suivant fournit alors une condition nécessaire et suffisante
pour que les choix d’espaces complémentaires W; et Wj (1.22, 1.23) satisfassent la
propriété de stabilité (1.11) & deux niveaux. On en donne la démonstration dans la
mesure ou ce lemme ne figure pas dans les références [26] ou [40] et ou il nous sera
utile par la suite.

Lemme 1.1 Soient X; et Y; deux familles de sous espaces fermés d’un espace de
Hilbert H muni du produit scalaire (.,.) et de la norme hilbertienne ||.||. Soit o >
0 une constante indépendante du parameétre h. Les propriétés suivantes sont alors
équivalentes

(i) inf sup (z.9) > a>0.
€X;,020 yey, yzo |||y

(ii) ||7jx|| > a|lz|| pour tout x € X;, ou m; est le projecteur orthogonal sur'Y;.
(iti) La somme Y- @& X; est directe (Y;* N X; = {0}) et uniformément stable dans H,

plus précisément ||z + z||* > (1 — V1 — o2)(||=]|* + ||2]|*) pour tout x € X;, =z € YjL.
St de plus

inf  sup (. y) >0, (1.24)
YEY;, y#0 pe X, 540 2 |[[3]]

ou si les espaces X; et Y; sont de méme dimension (finie), alors les conditions
précédentes sont aussi équivalentes aux mémes conditions (i), (ii), (iii), ou les roles
des espaces X; et Y; sont interchangés. Les deux conditions inf-sup (i) et (1.24) sont
en outre équivalentes a la propriété que ['une quelconque des sommes YjL @ X, ou
XjL DY, est directe, égale a H et uniformément stable dans H.

Preuve. On déduit des égalités

sup <$,y> — sup <7zj7y> _ ijva

ve, il ver; Iyl

que les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes. La propriété (iii) énonce que I'angle
entre X; et Y- est uniformément minoré. La borne inférieure inf{% RS
X,z € Y;'} est donnée par 1 — 3, ot § est la borne supérieure de cos(z,z) pour
T € XJ‘, zZ € i/jj'

(x,z) (v —mx, z)

B = sup

= p
xEXJ,ZEYJJ-,x;éO,z;JEO HxH HZH xEX],ZEYJJ',x;JEO,Z;éO HxH HZH

o , 1/2
— s le =zl _ <1 ~( sup H?W?H)z> ‘
veX;ez0 |7 veX,ez0 |||

Ceci prouve I’équivalence des propriétés (ii) et (iii). La deuxieme assertion du lemme
s’obtient par transposition. Soient des bases orthonormées (finies ou dénombrables)
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{e},k € E;} de X; et {e],k € F;} de Yj. Si la condition inf-sup (1.24) est supposée
vérifiée, ou si les espaces X; et Y; ont méme dimension, la propriété (ii) énonce
de facon équivalente que la matrice A; = ({e], ¢{,))rer; rep,; est inversible et que
son inverse admet la borne uniforme en norme matricielle /% HAJ_IH < L. Alors, la
transposition échange les roles de X; et Y; et le résultat énoncé découle de 'égalité
HAJ_IH = HAJ_TH Enfin pour démontrer la derniere assertion du lemme, il nous
reste & prouver dans un sens que les conditions inf-sup (i) et (1.24) impliquent les
propriétés H = XjL +Y; et H= YjL + X, ce qui est facile par I’équivalence (i)-(iii) et
par transposition. Dans 'autre sens, par exemple, 'uniforme stabilité de la somme
YL & X, implique (i) par la premiere partie du lemme, et le fait que cette somme
SOlt de plus égale a H entraine que pour tout y € Y; non nul

p B )
"X Tolllell = e Tyl

et donc que la condition inf-sup (1.24) soit vérifiée. m

Proposition 1.3 Soit (V],‘N/) un couple d’AMR de L?, les décompositions multié-
chelles primale Viyn =V, @ W; el duale V]_H = V b W définies par les choix (1.22,

1.23) satisfont la propriété de stabilité a deux niveaux (1.11) si et seulement si il
existe une constante « telle que

{v5,75) :
{ inf, ey, sup; et ”?]J””%” >a>0, VjeN, (1.25)
inf;, &7, SUPyev, il > 0 W €N

En outre si les espaces Vi ou V; sont de dimension finie il faut et il suffit qu’ils aient
méme dimension et que ['une quelconque des conditions Inf-Sup soit vérifiée avec
une constante uniforme a > 0.

Preuve. Il suffit d’appliquer le lemme 1.1 avec H = L? et (X;,Y;) = (V},V}) ou
(Vi, Vi) 0

Le cadre de la proposition 1.3 s’avere adapté a 1’étude de la stabilité de la décompo-
sition multiéchelle, en particulier dans L% En général la stabilité & deux niveaux ne
suffit pas a garantir cette stabilité, il faudra en outre pour l'assurer, des propriétés
minimales d’approximation et de régularité des espaces V; et V; qui seront formulées
au § 1.1.7. Le prix a payer pour sortir du cadre orthogonal (pour lequel V; = \N/]) est
donc I’étude des propriétés d’approximation et de régularité de ’AMR duale \N/j, ce
qui constitue certainement le point le plus délicat de la construction et de I'analyse
des bases d’ondelettes.

Les AMR (V],\N/]) satisfaisant les propriétés de la proposition 1.3 seront dites
biorthogonales. On notera par la suite ®; = {¢; 1, k € A;} la base de Riesz primale
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de Vj et Ci)j =@k, k € A;} la base de Riesz duale de \N/J vérifiant la propriété de
biorthogonalité

(@i Pigr) = O by K € A ot (B,8,) = I, (1.26)

dont l'existence et 'unicité est assurée par les conditions Inf-Sup (1.25). De méme
pour les espaces d’ondelettes W; et W; I'existence de bases de Riesz W; = {1;, k €
Vit U, ={¢,k, k€ V;} biorthogonales i.e telles que

(s i) = Sprs by K € V5, ol (U, 0,) = Iy (1.27)

J

est garantie par le lemme suivant.

Lemme 1.2 Si le couple d’AMR (V],\N/]) vérifie les conditions inf-sup (1.25) alors

c’est aussi le cas pour le couple (W;, W;).

Preuve. On applique & nouveau le lemme 1.1 pour H = L? et (X, Y]) = (Wj,wj).

ERS
Il faut montrer que la somme X; & YjL est égale a H et uniformément stable. Par

définition de Wj on a ﬁ//f = \N/Jﬁ_l @ V; et donc /W/f oW, = \N/Jﬁ_l oV, dW;. Le
résultat découle alors de la stabilité a deux niveaux appliquée entre les échelles 5 et
7+ 1etentrej+1etj+2. O

Par définition des espaces d’ondelettes on a en outre les relations
<(I)]‘, \i/]> =< (i)]‘, \I/]‘ >= 0. (128)

Les propriétés de biorthogonalité (1.26, 1.27,1.28) se traduisent facilement sur les
filtres primaux H’ et G et duaux H’, (7 par les relations de biorthogonalité

Hi(HNT HI(GH)T ( I, 0 ) (1.29)
G,(HNHT Gi(GHT | 0 Iy, '
ou de facon équivalente
(H)TH + (GG = 1y, (1.30)

Ceci montre en particulier que l'opérateur de décomposition (1.15) est bien défini
par les filtres duaux.

Remarque 1.3 FEtant donné un couple d’AMR biorthogonales, la propriété (1.25)
ne dit rien sur ['existence de filtres duauz et primaux creux, qui permet de disposer
d’algorithmes de décomposition et recomposition rapides. Cette propriété équivaut
a existence de bases de Riesz primales et duales biorthogonales dont les supports
soient compacts de diamétres ~ 277
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Etant donnée la famille (V;, ®;);en, une méthode de construction d’AMR duales

et donc d’espaces d’ondelettes) consiste & trouver des filtres duaux creux H? véri-
p
fiant la propriété de biorthogonalité

H (H)T = I,
LAMR duale \N/J D= S(&)j) est alors implicitement définie par 1’équation d’échelle
b= H'01
et la difficulté consiste a étudier la régularité des solutions de cette équation.
C’est en particulier la stratégie adoptée dans le cas de la construction sur la
droite réelle [29] qui exploite en outre I'invariance par translation. Dans ce cas par-
ticulier, on peut déduire facilement des bases d’ondelettes biorthogonales a supports

compacts des espaces complémentaires W; et W,. Ces résultats seront rappelés brie-
vement au §1.2.

On introduit dans le paragraphe suivant la notion de projecteur biorthogonal qui
permet d’étendre la notion d’AMR duale lorsque celle ci est moins réguliere que L?.
(C’est en particulier le cas de la base de Schauder (exemple 2 § 1.1.3) pour laquelle
il est facile de voir que ’AMR duale est engendrée par les mesures de Dirac aux
points dyadiques 277k, k= 0,...27.

1.1.6 Projecteur biorthogonal

Toujours partant de "AMR V;, j € N, une autre approche conduisant a se donner
un choix d’espaces complémentaires W; consiste a définir une famille de projecteurs
P; d’un sous espace dense de L? dans V; ayant la propriété dite de biorthogonalité
suivante

PiPipy = Pj, (1.31)
ou de facon équivalente telle que les opérateurs

Q; = Pit1 — P (1.32)

soient aussi des projecteurs. Les espaces complémentaires sont par définition les
images des projecteurs ); qui vérifient d’apres (1.31) la propriété de somme directe
(1.2).

La propriété d’emboitement des images V; s’exprime aussi par la relation P, P; =
P;. Par transposition de (1.31) la propriété de biorthogonalité des projecteurs P; ex-

prime donc que les images des projecteurs adjoints P (définis formellement de D(Q2)
dans D'(2)) sont emboitées, et définissent donc une “AMR duale”. Le lien avec le

cadre précédent est précisé par la proposition suivante.

Proposition 1.4 Sila famille de pmjecteur P; vérifiant les hypotheses ci-dessus est

uniformément stable dans L*, les images V des projecteurs adjoints P définissent
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une AMR de L* telle que
Wj = Im(Q;) = Vi NV,

et le couple d’AMR (V],‘N/]) vérifient les conditions inf-sup (1.25).
Réciproquement tout couple d’AMR (V;,V;) vérifiant la proposition 1.3 définit

deuz familles de projecteurs adjoints P;, P; uniformément stables dans L* par

Pif =Y ([, ¢ix)ein (1.33)

kEA,;

ot (O; = {pjn k€ A}, 05 = {pin, k € A;}) est nlimporte quel couple de bases de

Riesz biorthogonales uniformément stables de V; et V.

Preuve. Partant d'une famille de bases de Riesz uniformément stables ®; des es-
paces V;, il suffit d’appliquer le théoreme de représentation de Riesz pour conclure

a l'existence de bases de Riesz Ci)j de \N/j, uniformément stables et telles que P;f =
EkeAJ<f, @;k)¢ik- Les conditions inf-sup (1.25) s’en déduisent facilement. La pro-

priété de densité de I'union des \N/J s’obtient par dualité (voir [38]). La preuve de la
réciproque est facile. O

Exemple 1. La propriété de biorthogonalité et de stabilité dans L? est bien siir
toujours vérifiée pour des projecteurs orthogonaux sur une famille d’espaces emboi-
tés.

Exemple 2. Le projecteur interpolant

27 -1

Pro=Y " 2750(27k)p;p, v € C°([0,1])
k=1

vérifie la propriété de biorthogonalité (1.31) et conduit au choix d’espace complé-
mentaire W; défini au § 1.1.2. Il n’est en revanche pas stable dans L?. .”AMR duale
est engendrée par les mesures de Dirac aux points 277k, k = 1,...,2/ — 1. Par ex-
tension de la dualité aux mesures de Radon, on emploiera encore la terminologie de

base et d’AMR duale ou biorthogonale.

Remarque 1.4 La stabilité uniforme des projecteurs P; dans L* entraine classi-
quement [’équivalence

inf flo= vl ~ lo = Pl Vo e L2

On en déduit que la propriété de densité des AMR équivaut a la propriété

jli}rgo ||lv — Pvl| = 0. (1.34)
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Ainsi la stabilité uniforme dans L? des projecteurs P; garantit la convergence dans
L* de la décomposition multiéchelle (1.1)

v = POU—I-ZQ]‘U (1.35)

JEN

au sens de la convergence des suites partielles, et la méme propriété pour la décom-
position duale. Cette propriété est bien sur moins forte que la propriété de stabilité
L* (1.3) qui traduit la convergence inconditionnelle de la série.

1.1.7 Décompositions multiéchelles et théorie de I’approxi-
mation

Etant donné la suite emboitée d’espaces d’approximation V; de 'espace de So-
bolev W*?_ la théorie de ’approximation cherche & relier le taux d’approximation

i Il — vl
inf o= vl
aux propriétés de régularité W*? s >t de la fonction v.

Sous I’hypothese de stabilité uniforme dans W des projecteurs P;

inf HU — U]‘HWt,p ~ HU — P]‘UHWt,P,
v €V

et on verra que cette question est intimement liée a la stabilité de la décomposition
multiéchelle (1.35).

Cette théorie permettra donc de dégager des criteres abstraits de stabilité de la
décomposition multiéchelle, et en outre d’étendre 1’équivalence de norme (1.3) a la
classe des espaces de Besov B, . Elle repose sur I'articulation entre les propriétés
d’estimations directe et inverse dans les espaces d’approximation V; et la théorie
de l'interpolation. On se contente de rappeler les théoremes qui nous serons utiles
dans la suite de cet exposé et renvoyons par exemple au § I de [26] pour une étude
détaillée.

Espaces fonctionnels et interpolation

Soit  un domaine Lipschitz de R%. On consideérera par la suite les espaces de Sobolev
W#P définis classiquement pour 1 < p < oo et s > 0 (voir par exemple [1]). Pour
p = 2 on adopte la notation usuelle H* : = W?*? et pour p = co et s non entier on
obtient les espaces de Holder C? : = W™,

Il nous faut compléter cette échelle de régularité des espaces fonctionnels en
introduisant les espaces de Besov B) , 1 < p,q < oo, ou le parametre ¢ apparait
comme une modulation supplémentaire (voir par exemple [54] pour la définition par
module de continuité ou [96] pour une définition par décomposition de Littlewood-

Paley).
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Classiquement pour s non entier B> = W?*P, (donc en particulier B = C?)
et pour p =2, By, = H® quelque soit s. D’autre part B, , C B,

B;lql B;2q2 pour sy > sy quelque soient ¢ et ¢ ou 'on voit que le parametre ¢

joue un role de modulation mineur.

pour ¢; < g9 et

Rappelons brievement la théorie de I'interpolation réelle qui joue un role essentiel
dans ce qui suit (voir par exemple [3] pour une étude détaillée). Soient X et ¥ deux
espaces de Banach tels que Y C X avec injection continue et dense. On leur associe
la K-fonctionnelle définie pour tout f € X par

K(f:t) = K(f,t, X,Y) « = il [[|f —gllx + tlglly |- (1.36)

Pour 6 €]0,1[ et ¢ € [1, +00], on définit les espaces intermédiaires Y C [X,Y]g, C X,
comme |’ensemble des fonctions f telles que la fonctionnelle

HfH X,Y]o = Ht_elx(f, )HL‘I 0,1[,d¢/t)

soit bornée. Ce sont des espaces de Banach pour la norme || f[ixyj, . D’apres la
propriété de monotonie de la K fonctionnelle, une norme équivalente est définie par
la série

" K (fs p™)lrary
quelque soit p > 1 fixé. Linterpolation définit un foncteur pour la classe des opéra-
teurs linéaires bornés: si T est continu de X; dans X5 et de Y] dans Y5 alors T est
aussi continu de [X71, Yi]s, dans [ Xz, V3]s, avec I'estimation

1T e vt wiennon) S 1T e 1T e 0 (1.37)

La deuxieme propriété essentielle est le théoreme de réitération qui traduit I'intuition
selon laquelle ’espace intermédiaire [ X, Y4, se comporte comme le “barycentre” des

espaces X et Y pondérés des poids 1—60, 0. Soient Z; = [ X, Y], 4, et Z2 = [ X, Y]6,.00,

alors
[Z1; Za)o.g = [X, Yoa1—01)46,6,0- (1.38)

Les espaces de Besov apparaissent naturellement par interpolation réelle des
espaces de Sobolev W*P.

(WP WoPle, = B, v = (1 —0)t+0s. (1.39)

En outre, une conséquence directe de la propriété précédente et du théoreme de
réitération est que I’échelle des espaces de Besov est stable par interpolation:

(B Bt log=B".. r=(1—0)t+0s (1.40)

917 7T P,q2 p,q?

quelques soient ¢y, q2. Ce n’est pas le cas des espaces de Sobolev WP pour p # 2,
et constitue une premiere justification de I'introduction des espaces de Besov.
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La définition des espaces de Besov peut en outre étre étendue aux valeurs p, ¢ <
1, ce qui s’avérera crucial dans le cadre de I’approximation non linéaire dont la
théorie est brievement rappelée au § 2.2.1. On obtient des quasi Banach munis d’une
quasi norme ne satisfaisant pas 'inégalité triangulaire. Néanmoins ils satisfont la u
inégalité triangulaire

17+ gll* < 1A+ llgll” (1.41)

pour g < min(p,q). Les espaces L? pour p < 1 n’étant pas des espaces de distri-

butions, on supposera toujours que 5 > max(1/p — 1,0), hypothese qui garantit

I'injection de BS  dans L' (voir [54]).

Théorie de ’approximation

Définition 1.1 Soient X un espace de Banach et (V;)en une suite d’espaces em-
boités dont l'union est dense dans X. Pour s >0 et q € [1,400] on définit l’espace
A;(X) par

ANX) s ={f e X, (2 distx(f.V]))jen € I}, (1.42)

ou distx(f,V;) : = infyev, ||f = fillx. Pour X = L?, on nolera en particulier
As o= A(LP).

On vérifie que I'espace A2 (X) ainsi défini est un espace de Banach muni de la norme

1Az = = Il + 1 F gy W lagey = = 127 distx (f, V))jenlli, (1.43)

et s’injecte continuement dans X.

Soit Y C X avec injection dense et continue. La théorie de 'interpolation permet
d’identifier les espace AJ(X) aux espaces d’interpolations [X,Y]s, moyennant des
hypotheses d’estimations directe et inverse dans Vj. La preuve (voir [26] § III) est
rappelée en Appendice 1.

Théoreme 1.1 Soit PAMR V; C Viiy C Y C X. Si pour un réel m > 0 on a
Uestimation directe (ou inégalité de Jackson)

distx(f.Vi) < 27| flly (1.44)
et Uestimation inverse (ou inégalité de Bernstein)
Ifilly < 270 fllx, Y5 € Vi, (1.45)
alors on a Uéquivalence de norme, pour tout s €]0, m|
£l + 112 distx (f, Vi) jenllia ~ 127K (f,277) |l (1.46)
et donc [X,Y]s, = A3(X) pour s = fm, 0 €]0,1].
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En pratique on s’intéresse a I'erreur d’approximation ||f — P;f]|x, voire aux détails
|Pj+1 — P;f]|x, pour certaines familles de projecteurs P; sur V; (comme les pro-
jecteurs biorthogonaux du § 1.1.6) et non a la meilleure approximation. Moyennant
I’hypothese de stabilité uniforme des projecteurs P; dans X, on a alors le théoreme
suivant (& nouveau la preuve est repportée a ’appendice 1).

Théoreme 1.2 Sous les mémes hypotheses que le théoréme précédent, si de plus la
famille de projecteurs P; est uniformément bornée dans X, alors

\f = Pifllx ~ distx(f,V))

et pour s = 0m, 0 €]0,1[, les normes A3(X), [X, Y]y, sont aussi équivalentes a

1Pofllx + 127°)1f = Pifllx)senlie; (1.47)

et a

1Pofllx + 127°)1Q; fllx)jenl e (1.48)

Remarque 1.5 On voit que les propriétés d approzimation dans V; de la fonction f
dépendent essentiellement de sa régularité (f € [X,Y]qs,) et ne dépendent du choix
spécifique des espaces Vi que par le biais des estimations directe et inverse (1.44) et

(1.45).

Remarque 1.6 Considérant les projecteurs biorthogonaux du paragraphe 1.1.6, l’équi-
valence de norme (1.48) entraine la stabilité de la décomposition multiéchelle dans
les espaces d’interpolation [X,Y]s,, au sens ou pour toute fonction f € [X,Y]s,,
la série Pof + 3 e @jf converge inconditionnellement dans l'espace [X,Y]gq. En
particulier pour X = L* et Y = H™, sous les hypothéses du théoréme précédent, on
obtient ’équivalence de norme, pour tout 0 < s < m

1 llre ~ Nl Pofllze + 127 1Qs fll 2 ) sexlle- (1.49)

Sous Uhypotheése que les bases d’ondelettes VU; sont des bases de Riesz uniformes des
espaces W;, on a donc

[ £1leze ~ NEYPICF D) Daevlle (1.50)

i.e. la caractérisation de Uespace H*® par la norme [* des coefficients d’ondelettes
pondérés des poids 21
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Plus généralement on a le corollaire suivant du Théoréme 1.2 qui énonce la carac-
térisation de la norme Besov d’une fonction par une norme discrete de sa décom-
position dans une base d’ondelettes W. Rappelons que par convention A_; : =V,
et W_y : = ®y. Pour p,q € [1,+00] on notera [(l”) 'espace de Banach des suites
19({j € Z,j5 > —1}) a valeurs dans [*(V;) muni de la norme

1CE) i1 lliaaey = ([ E5llim(9,)) 521 [l1a-

Corollaire 1.1 Soient un couple d’AMR biorthogonales (Vj,\N/j)jeN de L? vérifiant
les hypotheéses de la proposition 1.3 et les projecteurs biorthogonaux associ€s (P;);en
uniforméments stables dans L*. On suppose que pour p € [1,+00] fizé et ;—)—I—Z% =1,
on a N

(i) Vi C LP et V; C L.

(ii) Il existe des bases de Riesz biorthogonales ®; et Ci) de V; et \N/ dont les supports
sozent compacts de diamétres ~ 277 et telles que ||pjxl|r ~ 2 (5_5 s MNeikll e ~
2l3=1 ke A,

(ii1) les espaces V; vérifient les estimations directe et inverse (1.44) et (1.45) pour
X =LP, Y =W™PhP et m = m(p) > 0.

(iv) Il existe des bases d’ondelettes biorthogonales W, \i/ des espaces W, W dont
les supports sozent compacts de diamétres ~ 277 et telles que || x|l ~ 2 (__L)j,

el or ~ 2575V, k€
Alors pour tout 0 < s < m(p) et g € [1,400], on a l’équivalence de normes

7135, ~ (2720 . (151)

Preuve. De I’hypothese (ii) on déduit classiquement (voir Appendice 2)
|FT ;11 ~ 2G5 Fy s, (1.52)

puis la stabilité des projecteurs P; dans L?

1P flle ~ 2N 00 £ D M o Suppa,y S 11l

kEA;

Le Théoreme 1.2 et la propriété [LP, W"P], , = ngj; (cf. (1.39)), donnent alors
I’équivalence de norme pour tout 0 < s < m(p) et g € [1, +o<]

11155, ~ I1Pof e + 127 1Q; fllze)jenllie-

On conclut par ]\F]T\I/j]\Lp ~ Qd(%_%)jHFme qui résulte de (iv). O
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Estimations directes et inverses

Les estimations directes (par exemple dans V;) résulteront classiquement des
propriétés d’approximation polynomiales des espaces V;. Classiquement si les pro-
jecteurs P; sont locaux, stables dans L? (1.52) et reproduisent les polynomes de
P, _1, il résultera d’arguments de type Deny-Lions (voir par exemple [24]) que

If = Pifllee < 27| fllwer, YO < s <.

En particulier notons que les propriétés P,y C V; (et de méme P;_y C \N/]) se
traduisent sur les bases d’ondelettes par celles de moments nuls

/kadx:o,\fk:o,...,ﬁ—l,, /xk;/NJAdx:O,‘v’k:O,...,n—l,

qui sont & la base de leurs propriétés de compression (voir Appendice 3).

Les estimations inverses (par exemple dans V;) seront une conséquence facile de
la stabilité dans L? (1.52) et de la régularité des espaces V; C W*™(®),

Tous ces arguments sont détaillés dans 'exemple modele des ondelettes sur la
droite réelle en Appendice 2. Les autres cas de figure considérés par la suite se
traiterons dans le méme esprit avec le cas échéant des difficultés techniques qui
seront brievement discutées. On renvoit dans tous les cas au Chapitre 111 de [26]
pour une analyse complete de ces estimations dans un cadre général.

Dualité

Le Corollaire 1.1 s’applique aussi a la décomposition dans la base duale . Moyen-
nant les hypotheses d’estimations directe et inverse pour ’AMR V; avec X = L,
Y = W) on obtient 1’équivalence de normes

|| {9599%5=77)i ,
71, ~ (2725779 0)) oy (1.53)
pour tout 0 < s < m(p') et ¢ € [1,4o0].

Par dualité, on peut facilement déduire une équivalence de norme pour la dé-
composition dans la base primale sur les espaces duaux topologiques (B;,g,)/. Sur

’ . ’ ’ _ ! . . . .
R™ on écrit généralement B » : = (B;, q,) qui est un espace de distributions. Sur un
b b

domaine Q C R? la notation B+ est réservée au dual topologique de la fermeture
de D(2) dans By, , qui est alors un espace de distributions, ce qui n’est pas le cas

1 . , . . .. . .
de (B}, ). Ceci nécessite d’incorporer les conditions aux limites ad-hoc pour les
b

espaces V; et sera traité ci-dessous.

Théoreme 1.3 Si la décomposition en ondelettes duales vérifie équivalence de
norme (1.53) alors la décomposition en ondelettes primales caractérise les espaces
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duauz topologiques

1T,y ~ 1292 PHT05)) i (154)

pour tout 0 < s < m(p') et q € [1,+00].

Preuve. Pour f € B}, ,, soit F; = (f,V;), de sorte que f = > .o , F]T\le et

q"
TR T TSR ~

(T, f) = Z <2512d(5—17)JFj> <2—512d(5—;)1<T7 q;]>>

7z-1

Par la dualité des espaces [9'(IP") et [7(I?) on déduit que

o7 dl—L,' —siad(l-L ~
sup{ (7.1} ¢ (272" 57V )y = 1= 127728 9(T0) s

ce qui prouve le théoreme. O

Le Corollaire 1.1 et le théoreme précédent ne couvrent pas le cas s = 0. Néan-
. . . » . . . » . 0 _ —e e

moins celui-ci se déduit par interpolation en écrivant que By = [B, %, B; li/24 En

particulier on obtient la propriété de base de Riesz pour U et WU, ot 'on voit que
I'on a utilisé la régularité H® des AMR primale et duale pour ¢ > 0. En revanche
le cadre Besov ne traite pas la caractérisation des espaces L” pour p # 2 dans la
mesure ou Bz?,p # LP. 1l est bien connu que les espaces L' et L> n’admettent pas
de bases inconditionnelles. Pour 1 < p < 400, il faut avoir recours aux espaces de
Lizorkin F} pour lesquels W™? = F pour m entier et qui donnent lieu a une
équivalence de norme de type LP({?) au lieu de [?(L?) dans le cas des espaces de

Besov (voir [81]).

Cas des projecteurs instables dans L?

Le Corollaire 1.1 suppose la stabilité uniforme des projecteurs P; dans LP. Dans
le cadre du paragraphe 1.1.6 on sera amené a considérer des projecteurs instables
dans L? quoique stable dans une norme plus forte comme par exemple H'. C’est en
particulier le cas de I'exemple 2 de la base de Schauder. De méme, les projecteurs
biorthogonaux ne sont pas stables dans les espaces L? pour 0 < p < 1. Une premiere
facon de contourner cette difficulté consiste a utiliser la stabilité uniforme des pro-
jecteurs dans un espace plus régulier B> et de dérouler le méme mécanisme qu’au
Théoreme 1.2 en interpolant entre les espaces B, et Byl pour s; > sq.

Afin d’éviter la preuve de la stabilité uniforme dans B)?, des projecteurs on
utilisera plutdot un mécanisme similaire présenté dans le § 111 de [26] qui contourne

astucieusement cette difficulté. La preuve est rappelée pour la commodité du lecteur.

Théoréme 1.4 Pour p fizé dans |0, +00], on suppose que pour des paramélres réels
0 < sg < s1 les projecteurs P; vérifient lestimation directe

1f = Piflle < 27 fllBy,, Vso <5 < si, (1.55)
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el les espaces V; Uestimation inverse
1 fills, < 270 fillee, Vso <s <s1, Vf; € V], (1.56)
alors pour tout sqg < s < s1 et pout tout q €]0,+oc]

I1f1Bs, ~ 1Pofllze + 127 11Q;f Nl e )jenlie- (1.57)

Preuve. Soit A7 1" espace des fonctions de B¢ telles que

114z, = = 1Pofllze + 1(27°)1Q; f |l ) senlie, (1.58)
soit borné. De ’estimation directe (1.55) on déduit
B, CA ..

De I’estimation inverse (1.56) et pour p > 1 il vient

IfllB;, < |FofllBy, + 22en 195 flB;,
< HPOJCHLP + E]’eN QSJHQJ‘JCHLP
< N fllag,-

Pour 0 < p < 1, I'inégalité triangulaire est a remplacer par la p inégalité triangulaire
(1.41), de sorte que I'on obtient ||f|[ps < [|f]|.4;,, soit dans tous les cas || f||5;s <
1 f1] 4 o BVEC Gp = min(p, 1). Il en résulte I'encadrement

Ap7qp C Bp7p C A

P, oo

pour tout sp < s < s;. Pour conclure il suffit d’interpoler entre ¢; et t5 tels que
so < t; <ty < sy et dinvoquer que les espaces B, et A° sont des espaces d’inter-
polations au sens ou ils satisfont la propriété de réitération (1.38). Pour les espaces
A, cette propriété résulte, par le mécanisme de la démonstration du Théoreme 1.2
(voir Appendice 1), des estimations directes et inverses et de la stabilité uniforme

des projecteurs, propriétés qui en norme A° sont immédiates. O
Py

Remarque 1.7 Le théoreme précédent permet a postériori de prouver la stabilité
uniforme des projecteurs P; et les estimations directe el inverse en norme By pour
so < s < s1. Ces résultats sont en effet immédiats en norme A3 = équivalente a la
norme Besouv.

Exemple 2. Le projecteur interpolant P; est défini pour les fonctions continues
i.e. en dimension 1 en norme W*? pour 1/p < so < (p + 1)/p. Les estimations
directes et inverses sont classiquement obtenues pour s; < (p+ 1)/p. On déduit du
théoreme que la décomposition en ondelettes caractérise les espaces de Besov pour

I/p<s<(p+1)/p.
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Conditions aux limites

En analyse numérique, on est amené a considérer des espaces de Besov ou de Sobolev
incorporant dans leur définition des conditions aux limites homogenes d’ordre m sur
le bord I' du domaine € (ou de la variété) ou une partie I'p (de codimension 1) du
bord. Ces espaces sont définis par complétion: pour m entier positif soit

DO, 17, m) = {f € D), [f(x)] < |dist(z, 7).

Alors on note B;q(Q,FD,m) (resp. W*P(Q, TP m)) la fermeture de D(Q, TP m)
dans B} (resp. Wp).

Pour s < 1/p et moyennant une hypothese de régularité minimale sur le do-
maine () (par exemple Lipschitz), D({2) est dense dans B; = (resp W*P) de sorte que
B (9, P m) = B> (resp. W2P(Q, P m) = Wep).

D’autre part, pour tout m > s —1/p et par exemple I' = T', il est équivalent de
considérer la fermeture de D(£2) et 'on notera dans ce cas

B2 . :B;q(Q,FD,m) et W : =W (Q,I',m), Vm > s —1/p.

P,9,0

I1 suffira donc de distinguer les valeurs entieres de m telles que 0 < m < s —1/p.

Pour un domaine régulier ou régulier par morceaux, une définition équivalente
repose sur les théoremes de trace (voir par exemple [60]). Soit {72, ..., 72} les déri-
vées normales d’ordre k = 0,...,m sur le bord régulier I'’ ou chacun des morceaux

réguliers de ce bord. Cet opérateur, défini sur D(£2), se prolonge de facon unique par
le théoreme de trace en un opérateur continu de By =~ dans H?ZOB;;k_I/p(FD) pour
tout s > m 4+ 1/p. Alors pour s > m + 1/p, l'espace B} (2, 'Y m) coincide avec le
noyau de l'opérateur {7,..., v2}.

Pour appliquer les Théoremes 1.1 et 1.2 a ces espaces fonctionnels il suffit de
comprendre leurs propriétés d’interpolation. On a alors le Théoreme suivant du §
III de [26] qui se déduit de la définition comme noyau de I'opérateur de trace et de
la propriété de foncteur de I'interpolation.

Théoréme 1.5 Si les réels so < s; sont tous deux dans ['un des intervalles |m +
L/p,+o0], 10,1/p[ ou ]l =14+ 1/p, Ll +1/p[, I =1,...,m, et si s = (1 —0)sog+ bs1,
6 €]0,1[, alors

B;q(ﬂ, FD7 m) = [Wso’p(ﬂ, FD7 m)7 Wsl’p(Q, FD7 m)]&q‘ (159)

Les Théoremes 1.1 et 1.2 s’appliquent alors directement. En particulier les espaces
V; doivent bien sur satisfaire les conditions aux limites ad-hoc. Ces conditions aux
limites peuvent aussi porter sur ’AMR duale (§1.1.5). Le Théoreme 1.3 de dualité
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appliqué aux espaces By, ,, énonce alors la caractérisation des espaces de distribu-
b b
3 —S5
tions B, 7.

Remarque 1.8 Le Théoréme 1.5 laisse en suspend les valeurs s = {+ 1/p, | =

0,...,m. Pour ces derniéres, les espaces obtenus par interpolation différent des es-

paces B]l):zl/p(ﬂ,FD,m). Par exemple on distingue classiquement [’espace HS/Q =

HY2(Q,1,0) de Hyly = [L*, Hilij.-

1.2 Ondelettes biorthogonales sur la droite réelle

On présente succintement et sans preuve les bases de la construction générale en
renvoyant a 'article [29] ainsi qu’a la référence [26] pour une présentation complete
et les démonstrations. Dans un second temps, on introduit les exemples classiques
qui seront utilisés en pratique par la suite.

La construction sur R s’appuie sur des AMR biorthogonales (V;(R), V(R)) en-
gendrées par les translatées dilatées dyadiques d’un couple de fonctions de L*(R)
(¢, @) a supports compacts, vérifiant la propriété de biorthogonalité

(3(. — k), ) = bk (1.60)
On définit donc

(1.61)

ou d’apres la biorthogonalité (1.60) et I’hypothese de supports compacts, les bases
; et @, constituent des bases de Riesz biorthogonales des espaces V;(R) et V;(R).

Les fonctions (¢, qg) seront définies comme solutions des équations d’échelle

o(x) =3, 7 V2hno(22 — n),
{ d(2) = cn V2had(22 — ), (1.62)

qui expriment la propriété d’emboitement des espaces V;(R) et \N/J(R) et les norma-
lisations [, ¢(x)dx = [, (x)dx = 1. Les filtres H’ et H7 sont donc indépendants
de j et “invariants” par translation

le,m = hm—2k7 ﬁl}im - iLm—?k (163)
et la biorthogonalité se traduit sur les filtres h et h par la relation canonique

> hoho_ay = 6. (1.64)

neZ
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Il est facile de vérifier en outre que les filtres

Gi,m = Gm—2k, Gim = Gm—2k (1.65)

ou g, = (—1)”%1_71 et go = (—1)"hi_, vérifient les relations de biorthogonalité
(1.29). Les translatées entieres, dilatées dyadiques des ondelettes meres

0(r) = 5 VI0u0(20 — )
{ @/N)(l') - ZnEZ \/ﬁgngg(zf - n), (166)

engendrent donc des bases de Riesz biorthogonales
U= {tjn = 250(2. — k), k € Z} et U; = {{j, = 25¢(27. — k), k € Z}
des espaces complémentaires W;(R) et Wj(R).

La difficulté de la construction réside dans la définition de fonctions d’échelle
biorthogonales ¢ et 6 suffisamment régulieres, a supports compacts et telles que les
espaces V;(R) et V;(R) satisfassent les propriétés d’approximation du Théoreme 1.2.
La méthode introduite dans [29] consiste construire des filtres finis A et h vérifiant
(1) la relation de biorthogonalité (1.64),

(2) les conditions de type Strang et Fix (voir [91]) qui traduisent sur les filtres h
(resp. ;L) la reproduction des polynémes de P,,_1, n > 1 (resp. Ps_q1, 7 > 1) par les
translatées entieres de la fonction d’échelle ¢ (resp. qg) vérifiant la relation d’échelle

(1.62) et la normalisation [, ¢(x)dx =1 (resp. [, qg(:z;)dx =1).

Il reste a formuler des conditions sur les filtres afin que les solutions (uniques
dans D') de (1.62) définissent des fonctions ¢ et & dans L*(R). D’apres les relations
sur les filtres, elles vérifieront alors les relations de biorthogonalité (1.60) et leurs
translatées entieres reproduiront les polynomes P,,_y et P;_;. Ces conditions (voir
[29] donnent en fait la régularité Sobolev des fonctions ¢ et ¢ et I'on notera

T(p): =sup{t >0: ¢ € W"(R)} si ¢ € LP(R)
celle de ¢ et de méme 7(p) celle de #. On supposera toujours par la suite 7(2)=7>0

et 7(2) =7 > 0.

Remarque 1.9 La propri€té de support compact des fonctions d’échelle équivaut a
la finitude des filtres h = (hi)nz=—mg....m1 €6 h = (hn)nz—iyg....i, €l de plus suppd =
[—mo, ], suppd = [—1no, 1]

Remarque 1.10 Les propriétés de reproduction des polynomes par les translatés
entieres des fonctions d’échelle se traduisent par les propriétés de moments nuls des
ondelettes primales et duales.

/x%dx:o, Va=0,....,n—1 et /x%z?dx:o, Ya=0,...,n—1. (1.67)
R

R
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Du lemme de Bramble Hilbert appliqué aux formes linéaires (f, ;1) et (f, ;/N)]k> on
en déduit les propriétés de compression des ondelettes qui relient la décroissance des
coefficients d’ondelettes de f a la régqularité locale de f.

{ (Fo i)

2—5j2—(
2—5j2—(

pour tout s < n,

)i
Hwasyp(Suppwj,k) (1.68)

pour tout s < n.

W= e
o Ll L

<
S

(f, i) 11 e Supp i, o)

Remarque 1.11 Les fonctions ¢ et ¢ ne sont en général pas définies explicitement
par une formule analytique. L ’équation d’échelle et les propriétés de reproduction
des polynomes suffisent toutefois au calcul des quantités nécessaires a leur utilisation
en caleul scientifique, comme par exemple les matrices de masse (p;p, i) ou de
rigidité (&' ., ¢ 1), les valeurs ponctuelles de &' aquz points dyadiques 27k, k € 7,
ou encore Uapproximation par quadratures des produits scalaires (f, ¢;x). L'idée de
base introduite dans [44] consiste a se ramener au calcul d’un vecteur propre (de
dimension fizée indépendante de j) en exploitant la relation d’échelle. Moyennant
[’écriture de conditions de normalisations exprimant la reproduction des polynomes,
il est montré dans [{4] que U'on détermine ainsi de fagon unique la solution. Celte
stratégie est en outre efficace et précise.

1.2.1 Ondelettes splines biorthogonales

Une fonction spline d’ordre n ou de degré n — 1, associée aux noeuds entiers
est une fonction polynéomiale de degré n — 1 sur chacun des intervalles [k, k 4 1),
k € Z, et globalement de classe C"~? (discontinue dans le cas n = 1). Une base est
engendrée par les translatées entieres des B-splines

¢'(@) = Xy e+ [5]) (1.69)

qui sont positives, symétriques en 0 pour n pair et en 1/2 pour n impair, et de
supports [—[5],n — [5]]. Ces fonctions satisfont la relation d’échelle (1.62) associée
au symbole

1+ e_i“’)n

1 —inw [ 2w
mp(w): = ﬁZhne = ¢3! < 5 (1.70)

D’apres son caractere polynomial par morceaux ¢" génére un choix privilégié ’AMR
Vi(R), et il s’agit de construire une base d’ondelette associée. Sauf pour n = 1, qui
correspond a l’exemple 1 (base de Haar), le complément orthogonal conduit & des
bases d’ondelettes primales ou duales a supports non compacts. Il faut donc se ré-
soudre a la biorthogonalité plus flexible et chercher un générateur biorthogonal o.

On désigne par n — 1 € N le degré de reproduction polynomiale du générateur
dual ¢. Dans [29], une famille & un parametre de générateurs biorthogonaux de méme
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symétrie ™", n + fi pair, est construite telle que, pour 7 suffisamment grand, o™
soit dans L?(R).

Plus précisemment, la régularité 7(oo) des fonctions d’échelle duales qgnﬁ est
étudiée dans [29] ou est démontrée la majoration 7(oo) > 0.27n — 0.8n + 1.6. Cette
estimation est cependant assez grossiere pour les petites valeurs de n. En particulier,
4 n fixé, les plus petites valeurs de 71 pour lesquelles ™" est dans L% sont 72 = 1,2, 3,6
pour n = 1,2,3,4. Noter aussi que qgl’ﬁ, n = 3 est dans H® pour un s > 1, que qgl’ﬁ,
n = 5,7 sont dans H® pour un s > 2 et que 932’4 est dans H?® pour un s > 1.

1.2.2 Ondelettes orthogonales

Il est possible de définir une fonction d’échelle ¢”"¢ (engendrant les polynomes
de dégré ngy — 1 > 0) a support compact et orthogonale au sens ou elle vérifie

(675,675~ ) = b

Pour se faire il faut toutefois renoncer (sauf pour ny = 1) au caractere polynomial
par morceaux du générateur ¢” " et en outre a ses propriétés de symétrie. Cette
construction est due a Daubechies [50].

La régularité de ¢P"¢ vérifie la majoration 7(co) > 0.2n,. En outre ¢P2 est
dans H*® pour un s > 1 et ¢”* est dans H* pour un s > 2.

1.2.3 Ondelettes interpolantes

Cette construction due & Donoho [56] généralise I'exemple 2 de la base hiérar-
chique & des ordres supérieurs. Une fonction d’échelle interpolante ¢%2", 7 € Nt peut
se voir comme un cas limite d’'un couple de générateurs biorthogonaux (¢, ¢%*")
o ¢° = §(= X[*(?l]) est la distribution de Dirac en 0 (qui vérifie I’équation d’échelle
§(z) = V/28(2z)) et 2% est continue. En d’autres termes

qgo’%(k) = b, k € Z et 0% = qgo’%(Q. —1).

Les bases Ci)j et \i/j des espaces \N/J(R) et Wj(R) sont toujours LP-stables au sens du
lemme 3.5 de I’Appendice 2, propriété qui s’obtient classiquement par un argument
de locale indépendance linéaire (voir Appendice 4, lemme 3.7). Noter que I'ondelette
2% 1’3 plus de moments nuls mais que Pondelette duale
27—1
O = N (=) ha_md(x —m)
m=—27+1

a 2n moments nuls.

Par application du Théoreme 1.4 on montre, comme dans I’Appendice 2, la ca-
ractérisation des espaces de Besov par la décomposition en ondelettes interpolantes
pour zla < s < 7(p). La fonction d’échelle "2 est la spline ¢? (on retrouve ’exemple

2) de régularité C''==, pour tout ¢ > 0 et @4 est la fonction d’échelle de Deslauriers-
Dubuc [51] de régularité C'*~¢ pour tout ¢ > 0.
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1.2.4 Multiondelettes

Ce cadre généralise le précédent au cas ou I’AMR V;(R) (et ‘N/J(R)) est engendrée
par plusieurs générateurs ®7 = {¢".n = 1,..., N} vérifiant une équation d’échelle
matricielle @(z) = > H(m)®(2z —m) et dont les translatés entieres

®o={6"(.—k)n=1,....N, ke Z}

définissent une base de Riesz.

La plupart des résultats décrits dans le cadre des ondelettes biorthogonales
s’étendent au cadre des multiondelettes biorthogonales. En particulier les condi-
tions de Strang et Fix sont formulées dans [64], 'obtention des générateurs des
espaces d’ondelettes est automatique en préservant la propriété de support compact
des fonctions d’échelle, enfin I’analyse de la régularité est étendue dans [31].

Contrairement aux ondelettes sur R, le cadre des multiondelettes permet la
construction dans [57] de bases d’ondelettes orthogonales a supports compacts, po-
lynémiales par morceaux, d’ordre arbitraire et de régularité C° ou Cl. L’idée de
base est la construction d’'une AMR orthogonale Vj”m telle que V" soit imbri-
qué (intertwined) entre les espaces Vg et V,, d'une AMR de type spline (donc non
orthogonale) V;, pour un m fixé.

1.2.5 Pré-ondelettes

Etant donné une AMR V}, cette terminologie s’applique aux bases d’ondelettes
correspondant au choix des complémentaires orthogonaux

W= Vi NVt

mais pour lesquelles on relache la contrainte d’orthogonalité des bases W, des es-
paces W; pour celle plus flexible de base de Riesz uniforme en j. L’avantage est
de simplifier I'analyse de la stabilité L? de la base d’ondelettes W en la réduisant a
la construction d’une base de Riesz uniforme au sein d’un niveau fixé j. On peut
ainsi, pour de nombreux choix d’AMR, obtenir des bases d’ondelettes a supports
compacts. En revanche la base d’ondelettes duale \i/j de W, n’est pas en général a
supports compacts.
En particulier, partant de ’AMR spline de générateur ¢", Chui et Wang construisent

dans [23] un générateur ¥ a support compact et dont les translatées entieres W,
engendrent une base de Riesz de W,
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1.3 Ondelettes biorthogonales sur I'intervalle

Soit un couple (¢, qg) de fonctions d’échelle biorthogonales a supports compacts
[—mo, m1] et [—1g, m4], engendrant les AMR biorthogonales sur R notées V;(R),
\N/j(R),j € N. On reprend pour ce couple les notations et les hypotheses du § 1.2. En
outre la notation ¢;, = 27/26(2/. — k) (et de méme ng,k = 2]‘/2%(2]“ — k) sera réservée
aux fonctions d’échelle sur R, alors que les fonctions d’échelle sur 'intervalle seront
notées comme au § 1.1 ;5 et @, k.

Définition 1.2 On appelle AMR biorthogonales sur Uintervalle [0,1] associées au
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couple (¢, qg), une famille d’espaces V;, \N/j, J > J0 >0 tels que

(i) Vi CVigrs Vi C Vi, j 2 o

(ii) Vi CVi(R)|o, Vi € ViR, 5 > Jo

(1) les espaces (V],V) 7> Jo vemﬁent les conditions Inf-Sup (1.25).

Il s’agit d’une définition minimale. On souhaite en outre préserver les ordres d’ap-
proximation n et n pour les espaces V; et V;. Ceci est naturel pour ’AMR primale
V; supposée par convention engendrer les espaces de fonctions d’essais dans les ap-
plications numériques. C’est aussi le cas de L’AMR duale \N/J pour la raison suivante.
On préserve ainsi le nombre de moments nuls des ondelettes primales U; qui gou-
verne en particulier les propriétés de compression des opérateurs dans la base ¥
(voir Appendice 3).

Enfin, on souhaite aussi pouvoir incorporer naturellement dans la définition des
espaces V; et V; des conditions aux limites homogenes d’ordre m en 0 ou en 1.

Le choix naturel V; = V;(R)|jo1] et V Vv 7 (R)|[o,1] vérifie bien les conditions (i)
et (ii). En outre, ces espaces reprodulsent les polynomes de degrés respectivement
n —1 et n—1 et conservent donc les ordres d’approximation optimaux n et n. En
revanche, sauf a considérer une AMR orthogonale ¢ = &, il ne satisfait pas en géné-
ral (iii) dans la mesure ou ces espaces n’ont pas a priori méme dimension. De plus,
il ne permet pas de traiter les conditions aux limites et s’avere en pratique (dans
le cas orthogonal) tres instable du fait que les translatées des fonctions d’échelle,
restreintes a 'intervalle [0, 1], peuvent étre quasi nulles.

[’idée introduite dans les articles de référence [30] et [2] consiste & ne retenir aux
extrémités, dans la définition de V}, que les combinaisons linéaires tronquées dans la
base {¢;, k € Z} des polynomes de degrés au plus n — 1. Ce choix s’avere vérifier
la propriété d’emboitement (i), en outre I'ordre d’approximation est naturellement
préservé et 'incorporation des conditions aux limites s’effectue en se restreignant
aux polynomes satisfaisant les dites conditions aux limites.

L’apport du travail présenté ci dessous, dont 1’essentiel est publié dans [79], réside
sur le plan théorique dans la généralisation de la construction de [30] et [2] dans le
cas biorthogonal pour des ordres d’approximation optimaux n et n, des générateurs
(¢, qg) et des conditions aux limites quelconques. 11 faut signaler d’autres travaux
poursuivant un objectif similaire au notre. En particulier la construction présentée
dans [43] suit la méme approche pour la définition des AMR biorthogonales mais
I’obtention des bases d’ondelettes repose sur une technique de “stable completion”
tres différente de la notre. Citons aussi les travaux de [83] et [22] qui concernent le
traitement des conditions aux limites homogenes dans le cadre des ondelettes ortho-
gonales.
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Sur le plan numérique, ’accent est mis sur I’étude du préconditionnement dia-
gonal en base d’ondelettes (voir § 2.1) ainsi que sur les propriétés d’approximation
en relation avec les adaptations aux bords. En particulier, pour le préconditionne-
ment des opérateurs elliptiques en base d’ondelettes, le choix des ondelettes de base
modifiées aux extrémités 0 et 1 s’avere crucial.

On expose au § 1.3.2 la construction des AMR biorthogonales sur I'intervalle et au
§ 1.3.3 la construction des bases d’ondelettes associées. Les modifications nécessaires
a la prise en compte des conditions aux limites sont traitées au § 1.3.4. On finit ce
chapitre par quelques exemples numériques au § 1.3.5. On présente en préalable au
§1.3.1 le procédé de périodisation des ondelettes sur la droite réelle qui nous servira
de référence dans nos études numériques.

1.3.1 Périodisation

Un premier pas vers une construction sur 'intervalle [0, 1] consiste & déduire des
ondelettes sur R une construction sur le cercle unité T (voir [81]). On rappelle ce
procédé ici dans la mesure ou il nous sera utile ultérieurement.

L’idée est de substituer a la convention d’écriture du §1.2

ik = Z%g(Zj:z; — k)
celle liée au procédé de périodisation
gik: =28 g(P(x+1)—k) (1.71)
leZ

ou ¢ est une fonction a support compact. )
Etant donné un couple de fonctions d’échelle biorthogonales (¢, @), a supports
compacts, il est facile de vérifier que les familles

(I)] = {qu,kvk € A]}v (i)j = {qgj,kvk € A]}v AJ = {07 oo 72j - 1}

définissent des bases de Riesz biorthogonales des espaces qu’elles engendrent notés
Vi(T) ¢ L*T) et V;(T) C L*(T). En outre les fonctions ¢;; (et de méme ¢, )

satisfont les relations d’échelle

ij,k: Z <th—2k+2ﬂ+ll>¢j+1,m

T)’LEAJ+1 =y/

a savoir que les nouveaux filtres sont déduits des filtres sur R par 27+t périodisation.
Les espaces V;(T) et V;(T) définissent donc un couple d’AMR biorthogonales de
L*(T) avec en outre les mémes propriétés d’approximation que sur la droite réelle
puisque la reproduction locale des polynomes de degré au plus n — 1 et n — 1 est
préservée.
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Les espaces d’ondelettes W;(T) et Wj(T) sont bien siir engendrés par les bases
biorthogonales

et N N N
V=0,U| U, =0T,
JEN JEN
sont des bases de Riesz duales de L*(T). Noter que d’apres la propriété 3 . o(x —
m) =3 Gz —m)=1,0na® = by = {1}. Les théoremes de caractérisation
3.2 et 3.3 (cf Appendice 2) s’énoncent sans changement.

Méme si I'intérét pratique des ondelettes sur T est assez limité en analyse numé-
rique, ce cadre servira pour nous de référence par rapport aux constructions sur des
domaines plus généraux qui, en particulier, vont induire des perturbations au bord
du domaine.

On peut toutefois déduire des ondelettes sur T une premiere construction gros-
siere sur I'intervalle [0,1] par le procédé de périodisation f — >, ., f(2 — k) qui
définit un isomorphisme de H?*(]0,1[) dans H*(T) pour |s| < 1/2. La limitation
s < 1/2 traduit simplement le fait que la périodisation introduit artificiellement des
discontinuités aux points entiers.

Ces ondelettes peuvent d’autre part étre utilisées dans une approche ou les condi-
tions aux limites sont traitées séparément par multiplicateurs de Lagrange [71].

1.3.2 AMR biorthogonales sur [0, 1]

Pour un couple d’entiers positifs § = (do, d1), on définit les espaces Vf’im en-
gendrés par les fonctions d’échelle ¢; . & supports dans l'intervalle [27/8g, 1 — 277 4]
soit

§in §in §in ;

Ve b= S(® 75), U b= {c,%k = ¢k, k=mg+do,...,2" —my — 51}(1.72)
On va les compléter par les espaces engendrés par les décompositions tronquées des
monomes %, a =0,...,n — 1 aux extrémités 0 et 1, i.e

vl = S(CI)(?O’(O)) et VO = S(CI)§1’(1))

J J J J

ou
m0—1-|—50 »
(I)j()’(o) D= {Q«Qj?ol(o) = Z <xa7 ¢0,k> ij,k, a=0,...,n— 1}7 (173)
k:—ml—l—l
m1—1-|—51 »
(I)jh(l) L= {99?101(1) = Z <(_x)oz7 ¢0,—k> qu,?J—kv a = 07 ceey 1}(174)
—mo-l—l
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Proposition 1.5 En supposant 6. > 1, e = 0,1 pour le générateur B-spline ¢ = ¢"
et 6. > 0, e = 0,1 pour tout autre choix de générateur, moyennant la condition de
découplage des extrémités 0 et 1

21 > mg 4+ my + 8 + 6 — 2, (1.75)
les espaces
Vo = Y50 g ysint gy () (1.76)
sont des sous espaces de V;(R)|o,1) de dimension
#Aj:2j—m1—m0—50—51—|—1—|—2n22n
et admettent pour base

5 a50:(0) | | @int || o)
P =0 UOYT U (1.77)

J J

Preuve. Tout d’abord, la condition 2/ > mg + m 4 &y + §; — 2 de découplage des
extrémités 0 et 1 exprime qu’il n’y a pas de recouvrement des indices k des fonctions
¢; dans la définition des bases CI)EO’(O) et q)jl’(l), et donc les sommes (1.76) sont bien

directes.

) Le
PR
raisonnement est le méme aux deux bords, considérons par exemple le bord 0.

Les restrictions a [0, 1] des fonctions ¢; x pour k = —mq+1,...,mg— 1+ g étant

trivialement linéairement indépendantes d’apres les propriétés de leurs supports, la

Il reste a montrer I'indépendance linéaire des fonctions de q)jo’(o) et ®

propriété est équivalente a I'indépendance linéaire des n vecteurs
Va :{<:1;a,q507k>, k=—-mi+1,....mo—1+6}",0=0,...,n—1

En supposant mg + mq + dg — 1 > n, c’est aussi équivalent a I'indépendance linéaire
des n polynomes de degré au plus n — 1

palk) = (2%, do).

Par récurrence sur «, partant de pg = fR,qgo7k(:1;)d:1; = 1, et par application de la
formule du binome, on montre facilement que les polynomes p,, sont exactement de
degré «, ce qui permet de conclure.

Il reste a démontrer la propriété mg + m; + 6o — 1 > n. La reproduction des
polynomes de degré au plus n — 1 se traduit par les conditions de Strang et Fix a
lordre n, soit pour des fonctions d’échelle, par les relations sur les filtres (cf. [26])

mi

> (=k)hy =0, Ya=0,....,n— 1.

k:—mo
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On en déduit qu'une fonction d’échelle ¢ reproduisant les polynomes de degré n — 1
a un support minimal de taille mg +m; +1 = n + 1 et on vérifie que ce support
minimal est atteint exactement pour la B-spline ¢", ce qui montre ’assertion compte
tenue de ’hypothese 4. > 1, e = 0,1 pour la B-spline. O

Remarque 1.12 Pour la B-spline ¢", on vérifie que ng = Vi(R)|jo,1 quel que soit
§ € {0,1}2. Dans ce cas, une base de cardinalité #A; = 2/ +n — 1 est donc aussi
définie par les restrictions a Uintervalle [0,1] des fonctions d’échelle ¢7) pour k =

—n+n/2]+1,...,2 +[n/2] — 1.

Remarque 1.13 La propriété d’invariance par dilatation des fonctions d’échelle de
bord reste vrai au sens ou elles vérifient

P = V2R Oy et VD (1) = V2R (201 - ) (1.78)

D’autre part, dans le cas des générateurs splines biorthogonaux (qb”,qg”ﬁ), les pro-
priétés de symétrie paire (en 0 pourn pair et en 1/2 pourn impair) de ¢ (et de méme
pour ¢) impliquent les relations de symétrie suivantes sur les fonctions d’échelle de

bords
81, 81,
(@) = 00 —2), a=0,...,n 1. (1.79)

En pratique, pour la famille des splines biorthogonales on considérera toujours dg =
01 de fagon a préserver la symétrie des fonctions d’échelle. La valeur commune sera
alors notée §.

On prouve maintenant la propriété d’emboitement (i) des espaces Vj‘g, qui repose
sur la propriété de reproduction des polynomes P,_; de ’TAMR V;(R). La preuve
proposée est issue de la référence [2].

Proposition 1.6 Les espaces Vj‘g sont emboités
VP C Vi, 12 o (1.80)

Plus précisément Vf’im V](:_Tt, 7 > 70, €t les fonctions d’échelle de bord satisfont

les relations d’échelle

60,(0) _  2- 4o, +2mo+280—2 +80—1 ~
S‘QJ? - \/_ ](—)I—l oz Ezl mOTz—OSO ° ZL:O—W?l —|—1<xa7 ¢O,k>hm—2k ¢j-|—1,m (1 81)
51, —a +2m +261 -2 +81-1 ~ :
At = e Prit + ik S (= 2)°, G0, k) hakom Bt 241 <

qui définissent les filtres modifiés aux bords H*, e = 0,1 comme matrices n X (mg +

m1—|—55—1)

50



Preuve. La relation d’emboitement V5 int V5 it Lésulte directement de la défini-

tion de Vf " comme sous espace de V](R) des fonctions a supports dans I'intervalle
[2778g,1—2774;]. Il reste donc a prouver les relations d’échelle des fonctions d’échelle
de bord. Par exemple considérons celles liées au bord 0.

On injecte la relation d’échelle sur R ¢, = EZ;_mO Ron @41 m+2k dans la défi-
nition (1.73) des fonctions d’échelle de bord.

b0,(0) _ Ek<m%+50 25 Z;mﬁmo+5%—11hm—2k<xa7 ¢O,k>¢j+1,m|[0,l] + (1 82)
N - mq+2mo+ mo+dg— a 1 .

! Dimimotso (ke +1(T7s k) hom2k) D1,

Le second terme du membre de droite est par définition dans V](:_Tt Pour traiter le
premier on utilise la relation de recomposition sur R

D1 = Z hm—2k§g0,k + ng—zk@/;o,k,
k k

et les moments nuls des ondelettes duales ;/N)(M

/xa;/;07k:0,a:0,...,n—1,
R

qui traduisent la reproduction des polynémes P,_; par les translatées entieres du
générateur ¢.
On déduit de ces relations que

Z P — 2k Qbok th 2k ¢0,k> = <$a,¢1,m>
k§m0+50 1 kEZ

quels que soient m < mg+dp— 1 et @« = 0,...,n — 1, ce qui acheve de prouver

(1.81). D

En définissant de méme les espaces ng pour le générateur & d’ordre 71, on obtient

ainsi deux familles d’AMR
ViV et VIC VL 5> g
vérifiant les proprités (i) et (ii) de la Définition 1.2, reproduisant par construction

les polynomes P,_; et P;_; et munies en outre des bases locales CI)g et CI)g. Le niveau
grossier jg est bien sir choisi tel que

2j0 >max(mo—l—m1—|—50—|—51—2,ﬁ10—|—ﬁ11—|—(§0—|—51—2) (183)

Il reste a vérifier les relations de biorthogonalité (iii) sous la forme des conditions
inf-sup (1.25). Pour cela on considere les matrices carrées

M°: = (<f0k7 fNQ,k’>)k,k'=0,...,max(n7ﬁ)_17

MY = ({fi g Fip))kdi=o,...mas(ni) -1,
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ou l'on a posé
0 507(0) — 0 1
Jio =% poura=0,...,n—1,

et
f]Qk = Djimo+do+(k—n) POUr k =mn, ... max(n,n)—1

(si du moins 7 > n) et une définition analogue pour f]{k, fjok et fjlk Noter que par
I'invariance d’échelle (cf. remarque 1.13), les matrices M° et M sont indépendantes
de 7.

Proposition 1.7 Soient § et & vérifiant les hypothéses de la proposition 1.5 et les
conditions

{m0+50+—n:m0‘|:50_n7 (184)

my 46y —n =1y + 6 —n,

qui traduisent [’égalité des dimensions des AMR primale et duale en découplant en
outre les extrémités 0 et 1. Alors les AMR ng et Vjé, J > Jo, vertfient ['hypothése
(iii) de biorthogonalité si et seulement si les matrices M° et M' sont inversibles.

Preuve. Une condition nécessaire aux deux conditions inf-sup (1.25) est bien sir

I’égalité des dimensions des espaces ng et \7]5. Celle-ci est satisfaite par les conditions
(1.84) ou en outre on a naturellement découplé les extrémités 0 et 1.

Montrons que l'inversibilité des matrices M° et M! est aussi une condition né-
cessaire. Tout d’abord, les conditions de découplage des extrémités 0 et 1 entrainent
que

#(I)g = #Ci)f > 2max(n,n).

On peut donc raisonner séparemment sur les matrices M° et M*'. Considérons par
exemple celle associée au bord 0. Si celle ci est singuliere, alors il existe une fonction
fi € SHS k=0,...,max(n,n) — 1}) orthogonale au sous espace engendré par
{fﬁk, k=0,...,max(n,n)—1}. Par les hypotheses de découplage et la biorthogona-

lité des fonctions d’échelle sur R, f; est en fait orthogonale a \N/jg, ce qui contredit (iii).

Il reste a prouver que ces conditions sont suffisantes. En raison des conditions
(1.84), la matrice <<I)§, @?} découple en un bloc identité et les deux blocs carrés M°
et M aux extrémités 0 et 1. Ainsi en posant

maz(n,n)—1 maz(n,n)—1
g]ka = Z (MO)I;};’ jo,k’ et g;k = Z (Ml)];};/ ]{k” (185)
k'=0 k=0

la nouvelle base de ‘7]5

o = {f]?,ka Gip k=0,...,max(n,n)— 1} U (i)f*mt (1.86)

J J
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olt 6 = ¢ + {max(n,n) — 7 }?, est biorthogonale & ®°. Les bases ®° et &)i* étant de
plus locales (de supports de diametres ~ 277), et de normes uniformément bornées
dans L?, ce sont en outre des bases de Riesz uniformes ce qui prouve la condition
(iii) (cf preuve du lemme 3.5 dans 1’Appendice 2). m

Remarque 1.14 1] n'existe pas de preuve générale de la non singularité des ma-
trices M et M pour un couple quelconque de générateurs biorthogonaux (&, qg) En
revanche cette propriété est démontrée dans [43] pour la famille des splines bior-
thogonales. De plus ces conditions sont tres faciles a tester numériquement pour un
choix fixé de générateurs.

Remarque 1.15 On choisira en régle générale les parameétres § et § mazimisant la
dimension communes des espaces ng et ng de fagon a optimiser le profil de Uerreur
d’approximation (voir § 1.3.6 pour les expériences numériques).

Remarque 1.16 Biorthogonalisation des fonctions d’échelle de bord Le
choix (1.85) de biorthogonalisation des fonctions d’échelle de bord n'est clairement
pas le seul possible. Si 'on note K*° et f(s, e = 0,1, les matrices de changement de
bases telles que

c maz(n,n)—1 12 e
9k = k':OE ; X {Ek,k'{j,k'v e=0,1, (1.87)
9k = 2upi=0 Ki i fip, e =0,1,
celles-ci doivent satisfaire les relations
KEMe(K5)' =1,6=0,1. (1.88)

Le choix des matrices K* et [,{76} e = 0,1 s’avere crucial pour la stabilité numérique et
le préconditionnement des matrices de masse et de rigidité en base d’ondelettes (voir
§ 2.1). St Uon suppose que UAMR primale V; définit les espaces d’approzimations, il
est naturel de chercher a optimiser la stabilit€ dans L* des bases de Riesz ®;. Pour
se faire, on imposera une condition du type

KG (K =1,6=0,1 (1.89)

ot GF, ¢ = 0,1 sont les matrices de masse des bases f7,, k=0,...,max(n,n) — 1.
Cette condition revient a orthogonaliser les bases de fonctions d’échelle de bords pri-

males qui vérifient alors les relations (g5, g5 4) = Opwr, € = 0,1, k, k' = 0,..., max(n,n)—

1.
Remarque 1.17 Le conditionnement des matrices M, ¢ = 0,1 croit rapidement

en pratique avec n et n, ce qui peul causer des instabilités numériques dans le calcul
des filtres modifiés aux bords (aprés biorthogonalisation) H® et H®. Une idée simple
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consiste alors a remplacer, dans la définition des fonctions d’échelle de bord, les
monomes x® par une autre base de P,y et Ps_y. Dans [79], pour la famille des
splines biorthogonales, on a testé numériquement le choix des polynomes de Lagrange
auxr noeuds entiers, qui améliore considérablement le conditionnement des matrices
Ms, e =0,1, et permet toujours de traiter les conditions aux limites homogenes de
Dirichlet (les conditions aux limites d’ordre supérieur impliqueraient le choix d’un
noeud de type Hermite en 0 ou 1.)

1.3.3 Ondelettes biorthogonales sur [0, 1]

Il reste a construire des bases biorthogonales locales W; et \T/j des espaces d’on-
delettes W, = Vj‘i_l N (Vj‘g)L et W; = Vji—l (j (Vjé)L. On définit ci-dessous le principe
général de construction. On notera P; et P; les projecteurs associés aux AMR bior-

thogonales sur I'intervalle (V7 \7]5).

(1) On définit les espaces W, : = V](:_Tt N W;(R) engendrés par la collection

d’ondelettes sur R & supports dans l'intervalle [2=0+D§y 1 — 2-0+1§,] notée
Wirt = {o ) = 254(20. — k), k € Vi), (1.90)

(2) On construit une base complémentaire \Ilg de CI)g dans Vji—l telle que
v = vl gty gl (1.91)
(M

J
seront constitués d’un nombre fixé, indépendant de j, de fonctions de V]{H

ou par un simple raisonnement sur la cardinalité et les supports, \Ilgo) et U

localisées en 0 et 1.

(3) Etape de correction grossiere: la famille
U, = (I - P)ut (1.92)

définit donc une base d’ondelettes de W;. En raison du choix de la base complé-
mentaire (1.91), cette correction ne porte que sur un nombre fixé, indépendant
de j de fonctions de bases localisées en 0 et 1.

(4) Etape de biorthogonalisation. On construit de méme \i/j base d’ondelettes de

Wj. Les corrections grossieres étant locales, la matrice (U, \i/]> découple en un
bloc identité au centre et deux blocs carrés aux extrémités de dimensions fixées
indépendantes de j. En invoquant le lemme 1.2, on voit que ces matrices N°
et N! (de dimension notées ng + 1 et ny + 1) sont nécessairement inversibles.
En procédant comme pour les bases de fonctions d’échelle (dans la preuve de
la proposition 1.7), on obtient des bases biorthogonales locales de fonctions
uniformément bornées dans L? qui sont donc des bases de Riesz uniformes.
De surcroit seul un nombre fixé d’ondelettes, indépendant de j, localisées a
chaque extrémité, different des ondelettes sur R.
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La difficulté de la construction réside dans la détermination des bases \Ilgo) et

\Ilgl) vérifiant (1.91), qui est cependant une tache bien plus aisée que la construction
directe d’une base de W;. On suit ici 'approche proposée dans [2] en I"adaptant au
cadre biorthogonal général. En outre, la preuve de la propriété (1.91) présentée ici
est nouvelle et plus concise.

Remarque 1.18 [ ’ensemble d’indices V;”t défini par (1.90) s’écrit
Vit ={po,..., 2 —p1 — 1} (1.93)
ou l'on a posé
pe = [(me+ M1 +6.)/2], e =0, 1. (1.94)
On en déduit #\Ilgs) =p.,e=0,1.

Preuve. De la définition de @

1+7m0

77Z) = Z gmqbl,m

m=1—m

on déduit facilement que le support de @ s’écrit [—sg, s1] ou 259 + 1 = mg + 1y et
281 — 1 = mg + my sont des entiers impairs d’apres la relation de biorthogonalité
discrete

m1
Z hn—?k%n = 5k
n:—’rﬁo
De la définition de W™, il ressort que po = so+[(do+1)/2] et p1+1 = s1+[(d1+1)/2],
ce qui montre la premiere assertion du lemme. La seconde repose sur le simple ar-
gument de cardinalité #\Ilg = #U.; — #V; =2 et le découplage des extrémités 0
et 1. 0

Il reste donc a construire p. fonctions de V]{H localisées a chaque extrémité e = 0,1
(moyennant éventuellement une hypothese supplémentaire de découplage) et qui
completent CI);S U \Il;”t Du fait des relations d’échelle (1.81), il est équivalent de com-

, §,int int 8,int
pléter @ U Wi dans V1"

Tout d’abord, par la relation de recomposition

Dittm = Z P2k ®j 1 + Zf]m—zk%,ka
p p

il est facile de vérifier que

S s b =to,.... 277 — 1, —1}) € ST U T (1.95)
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ou 'on a posé tg = 2mqg +mq + 26 — 1 et t; = 2my + g + 26; — 2. Ainsi, V](:_Tt est
§,int

engendré par ¢ U \Il;”t et les fonctions d’échelle manquantes

{dj41.6, kK =mo+ do,...,to — 1} au bord 0,
{bjprp, 2T — #1027 —my — &, au bord 1.

En fait il est démontré dans [2] qu’une base complémentaire est obtenue en ne rete-
nant qu'une sur deux de ces fonctions d’échelle. On propose ci-dessous une nouvelle
preuve de ce résultat.

Proposition 1.8 Moyennant Uhypothése de découplage 2%t — ¢ > t5 — 1 (i.e.
20 > mg +my + 8o + 8 — 2+ [(ho +171)/2]), les bases

\IIEO) =A{djr1t0-1-24, ¥ =0,...,po — 1},
\I};D = {bjm 2t t1429, 7 =00 pr — 1

completent ®5 U Wi dans V2. Si de plus, By —1 # 0 et h_gyp1 # 0 on peut dans
tous les cas poser

\I}§O) = {¢]+1,m0+50+2W7 7= 07 <o Po 1}
\IIEI) = {¢j+1,2ﬂ+1—m1—51—277 7= 07 SEEEY 4 B 1}

Preuve. Noter tout d’abord que la nouvelle hypothese de découplage ci-dessus en-
traine toujours la validité de I’hypothese de découplage de la définition des espaces
Vj‘g, ainsi que 2/ > pg + p;. On peut donc écrire en conséquence la preuve de la
proposition indépendemment aux deux extrémités. On considérera par exemple le

bord 0.
Rappelons la définition de v;; sur R

1+7m0

ik = Z G Pj41,m+2k- (1.96)

m:l—Tﬁl
Par définition de to en (1.95), il existe un entier ko tel que
Vike = G1ormy Pit1,to + -+« F Gl Dja1, 14042k

ou en d’autres termes tg + mq — 1 = 2(mg + my + do — 1) est pair. D’autre part, si
dp est pair
77Z)Jl7po = J1-my ¢j+17m0+50 + .o+ Gryime ¢j+171+7ﬁ0+2p0

et si §p est impair
77Z)Jl7po = J1-m ¢j+17m0+50+1 T G, ¢j+171+7ﬁ0+2p0'
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Puisque ¢;; € \Ilént pour tout k = po,...,ko, il résulte de la définition (1.96),
qu’en retenant une sur deux des fonctions d’échelle ¢, partant de k =1, — 1 a
k = mg+do si 6o est impair, et a mo+Jdo +1 si do est pair, on engendre le sous espace
localisé au bord 0 de ’espace quotient Vji’fft (Vjé’mt D Wji”t). Il suffit donc de vérifier
que se faisant ’on obtient exactement py fonctions, ce qui est un calcul facile. Ceci

acheve la preuve de la premiere assertion, la seconde s’obtient facilement par (1.96). o

Remarque 1.19 Hypotheéses de découplage et niveau grossier jo. La construc-
tion des bases d’ondelettes biorthogonales

\Il:(I)jOUU\I/]‘ etq/:(i)jOUUq}j

J>Jo 7230

nécessite la définition d’un niveau grossier jo vérifiant les conditions de découplage
de la proposition 1.8 i.e. pour la premiére assertion (et légérement mieux pour la
seconde)

2j0 > m0—|—m1—|—50—|—51—2—|—[(ﬁl0+ﬁl1)/2] et 2j0 > Tho—|—7’h1—|—(§0—|—(§1—2—|—[(m0—|—m1)/2]

St le niveau jo ci-dessus est strictement supérieur au niveau fondamental issu de
la définition des espaces ng et Vj‘g, alors la construction ci-dessus des bases d’onde-
lettes ne s’applique pas auxr niveaur manquants. Cette configuration, qui ne s’est pas
présentée dans nos constructions, nécessite donc une construction particuliére pour
ces niveaur.

Remarque 1.20 Choix des ondelettes de base aux bords 0 et 1. La remarque
1.16 sur la biorthogonalisation des fonctions d’échelle de bord s’applique aussi aux
ondelettes de bord (cf étape (])) pour lesquelles on imposera aussi la condition d’or-
thogonalité des ondelettes primales de bords suivante (’AMR primale étant supposée
définir Uespace d’approximation).

<77Z)j,oz7 ¢jﬁ>aﬁ=07~..,no = [7 <77Z)j,2ﬂ—oz—17 77Z)j,2]—ﬁ—1>oz,ﬁ:0,...,nl = 1.

Le bien fondé de ce choix sera confirmé par les résultats numériques du § 2.1 ou l'on
calculera les conditionnements des matrices de masse et de rigidité (aprés précon-
ditionnement diagonal pour cette derniére) qui seront comparés au cas “idéal” des
ondelettes périodiques.

1.3.4 Prise en compte des conditions aux limites

Soient les couples d’entiers

CL = (CLo,CLl) et Gi = (6{10,6{11)
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tels que -

—1<CL.<n—-1let —1<CL.<7n-—1.
On va décrire les adaptations nécessaires a la prise en compte des conditions aux
limites homogenes aux extrémités 0 et 1 d’ordres CL pour 'AMR primale notée

Vf’CL et CL pour ’AMR duale \N/jS’CL, I’ordre —1 indiquant par convention ’absence
de conditions aux limites.

(1) Définition des espaces Vf’CL (et de méme \N/jS’CL): il suffit dans les définitions
(1.73) et (1.74), de se restreindre aux monomes (ou tout autre base ad-hoc de
polynomes) satisfaisant les conditions aux limites d’ordres CL.

(I)§0,CL07(0) - {S‘Qj?ol(()) _ mo—144dg <$a,§g0,k> quk’ o = CLO + 1, e, — 1}

j - k=—mi+1
§1,CLq, 81, mi— 1 o g
i) {%7;” = S (=), dok) By (1.97)
a:CL1+1,...,n—1}-

Si C'L. = n — 1 on ne retient aucune fonction d’échelle de bord et on impose
en outre d. > 1. Les propriétés (i) d’emboitement et (ii) sont ainsi conservées
(cf proposition 1.6) et les ordres d’approximation sont optimaux.

(2) Egalisation des dimensions des AMR primales et duales en choisissant d et

§ tels que #Cl)j’CL = #&)E’CL. De surcroit on découple les deux bords ce qui
conduit a poser les conditions

mo + 8o — n + CLg = 1i2g + do — 7t + CL, (1.98)

m1—|—(sl—n—|—CL1:Th1—|—(sl—fL—|—CL1 ‘

Les AMR Vf’CL et \N/jS’CL satisfont alors I’hypothese de biorthogonalité (iii) si et

seulement si les matrices M%CM0 et MM définies ci-dessous sont inversibles,
ce que 'on supposera toujours vérifié.

0,CLo,CLo 0 7o N
M ’ ° = (<f47k7ijk/>)k,k’ZO,...,maX(n—CLO—l,ﬁ—CLo—l)—l,7
1,CL,,CLy _ 1 7 -
M ' b= (<f',k7 fl,k'>)k,k’:O,...,maX(n—CLl—l,ﬁ—CLl—l)—l
ol

f‘o _ 507(0)

o T S‘Qj,oz—I—CLO—I—l
pour a =0,....,n — CLy — 2, et

0 _

5.k — ¢j7m0+50+(k—n+CLo+1)7
pour k =n— Clg —1,...,max(n — CLg — 1,7 — CLo — 1) — 1 (si du moins
n — CLg < 7 — ClLy), et une définition analogue de fjlk fjok et fjlk
La preuve est immédiate du fait que, d’apres les conditions (1.98), la matrice
4Ol &)S,(ﬁ
< 7 ” J
MR indépendant de j aux extrémités 0 et 1.

) découple en un bloc identité, et deux blocs carrés MOCLoClo ot
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(3) Biorthogonalisation des bases de fonctions d’échelle selon la remarque 1.16.

(4) Construction des bases d’ondelettes biorthogonales: la définition de la base
complémentaire \Ilg est inchangée. En effet, celle-ci complete CI)j’Zm dans Vji’ff !

et donc par les relations d’échelle (1.6) aussi CI)j’CL dans Vji’_(fL quelques soient

les conditions aux limites CL. Les bases d’ondelettes W; et \i/j sont obtenues
par correction grossiere

U, = (1 — PV et U = (1 — PV,

et I’étape de biorthogonalisation suit la remarque 1.20. In fine, seul un nombre
fixé, indépendant de j, d’ondelettes a chaque bord differe des ondelettes sur

R.

Il existe deux choix naturels de conditions aux limites “complémentaires” des
AMR primales et duales. Supposons pour fixer les idées que 1’on veuille incorporer
des conditions aux limites d’ordre CL. dans ’AMR primale Vj‘g.

Le premier choix consiste pour la duale a ne pas imposer de conditions aux
limites i.e. a poser

CL=(—1,-1). (1.99)
Le second choix consiste a imposer des conditions aux limites symétriques i.e.
CL = CL. (1.100)

Le choix (1.99) permet de conserver les moments nuls des ondelettes primales
U au voisinage des extrémités. Cet aspect est important pour la compression des
opérateurs dans la base ¥ (voir Appendice 3). Dans la méme optique, mais d’un
autre point de vue, il permet d’obtenir les propriétés d’approximation optimales du
projecteur adjoint P;, ce qui s’avere importer dans ’étude des algorithmes adaptatifs
en bases d’ondelettes pour la compression du second membre dans la base duale (voir
25))

Enfin, dans le cas des splines biorthogonales, il conduit, pour n > 2, a optimiser
le profil d’erreur d’approximation dans Vf’CL dans la mesure ou c’est ’AMR duale

qui impose la dimension maximale des espaces Vj‘g, ‘N/jg (voir § 1.3.6).

Malgré ces avantages incontestables, le choix symétrique (1.100) possede, pour les
conditions aux limites de Dirichlet, des propriétés remarquables décrites ci-dessous
(introduites dans [19] pour des générateurs continus et dans [34]). On considere les

AMR biorthogonales
§ .+ 178
Vi etV
ne satisfaisant aucune condition aux limites. En d’autres termes les parametres d et
0 sont choisis tels que

me+6.—n=rm.+06.—n, c=0,1
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et les matrices M*®, ¢ = 0,1 sont supposées inversibles. Pour fixer les idées, on

considere des conditions aux limites de Dirichlet aux deux extrémités CL = (0,0).
Dans la mesure ou les deux bords sont traités séparemment, les cas CL = (0,—1)
u (—1,0) s’en déduisent immédiatement.

Proposition 1.9 Soit CLp = (0,0), on suppose que les AMR
§,CL T76,CL
‘/j D et ‘/J D

satisfont la condition (iii) de biorthogonalité i.e. que les matrices M*°, ¢ = 0,1
sont inversibles. Alors, il existe des bases biorthogonales

0 = {4,k =0,...,#A;—1
{ N% {S‘f]kv ) 7# J } (1101)
(I)j :{¢j7k,k:0,...,#Aj—1}
de (Vf,\w/jg) telles que
O = o k=1, H#A =2
~%CLD {S‘f]kv ) 7# J } (1102)
B0 = (k= 1 A —2).

définissent des bases biorthogonales de Vf’CLD et \N/jé’CLD. En outre, les filtres H’ de
CI);S et Hi de Ci);g verifient les propriétés suivantes, pour tout k =0,..., #A; —1

i #A,—1

Hlio = 125127 H}i,#Aqu = %% T 1103

o= 4 50 I _ 1 g#at (1.103)
k0 — 2 ko k,#AJ+1—1 - \/5 k :

Preuve. La preuve est constructive et découple aux deux bords. On commence par

§,CL 76,0L
) Det‘/j7 D

biorthogonaliser les bases des espaces V; aux extrémités 0 et 1. Soient

CI)?’CLD et @2 un choix quelconque de telles bases biorthogonales. On cherche

ensuite (par exemple au bord 0) les fonctions ¢, et @;0 sous la forme

o 50, max(n,n) ]
{ Sf]70 ~50, —I_ Z max(n,n) CkS‘Q]’f’ (1104)
G0 = 0099]0 s E CkPjk
et telles que (¢;0, k) = (@jk, Pj0) = 65, k= 0,...,max(n,n) — 1. Il vient immé-
diatement
Ck = _<S‘Qj?07(0)7 ¢j7k>7 k= 17 s 7maX(n7 ﬁ) —1
et le vecteur (&, k= 0,---,max(n,n) — 1) est solution du systeme carré

@5 i + & =0, k=1, max(ni) -1,
~507()
< . #,0) €o

7
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Ce systéme est nécessairement non dégénéré car la matrice M est supposée inver-

~80,(0)

sible, ce qui prouve la premiere assertion. En particulier, (¢;5", ¢;0) est non nul
est donc aussi ¢g.
Les relations sur les filtres se déduisent facilement de (1.104), du fait que &, est

non nul et des relations d’échelle de la proposition (1.6). O

Proposition 1.10 Avec les hypotheéses et les notations de la proposition précédente,
il existe des bases d’ondelettes biorthogonales U, et W, des espaces W; = Vﬂ_lﬂ(V‘g)

et Wy = Vi, n(VH)*

U, = {h;k=0,...,2 —1}
{ i , (1.105)

U, ={jpk=0...,21 —1}
telles que
ol — L (0 —¢0), Vi k=1 2 —2, L, — ©.
; il V3 7,0 Yi0)y Yik, K = 1,..., VAL S VIED S‘Q],#Ag—l) (1 106)
W52 = 3 (i0 = @i0)s Vigok = 1,002 =20 (001 — Giga, 1)

définissent des bases biorthogonales des espaces d’ondelettes

CLp _ 1,/6,CLp T78,CLpy L T7CLp _ t76,CLp §,CLpy.L
Wj —VjJrl ﬂ(V] ) eth —VjJr1 ﬂ(V] )

Preuve. Il résulte du lemme 1.2 que les espaces W; et Wj sont biorthogonaux.
En d’autres termes, les matrices de bord N° et N de I’étape ( ) du § 1.3.3 sont

5,CL T6,CL
inversibles. On va prouver que les espaces WO W; N Ve et WO W NV"

sont des sous espaces de codimension 2 de W et W] et en outre biorthogonaux (i.e.
les sous matrices NO“p et NLOLD de NY et N! sont inversibles).

Supposons ce résultat dans un premier temps. En raisonnant comme dans la
preuve de la proposition 1.9, il existe donc des bases d’ondelettes biorthogonales

(locales) U; et \I/ (1.105) de W}, W telles que les sous familles

(G2l Ty 107

définissent des bases biorthogonales des espaces Wjo et W]Q. En conséquence les filtres

G7 et CN?j, v, = qu)§+1 et \T/j = éji)fﬂ vérifient pour tous k=1,...,2/ —2

J —
{ o= Ghgayn =0

1.108
G‘;ﬂ,o = G‘IQ,#AJ+1—1 = 0 ( )
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En outre, montrons que les bases ¥; et \i/j peuvent étre choisies telles que

1
Go,o = G2J—1,#AJ+1—1 = V2
N _ 1
GO,O - GQJ—I,#AJ+1—1 - %

Compte tenu des relations (1.103) et (1.108), I'identité (1.30)

Z ng,mj:[lz,m’ + Z Gi,méi,m’ = (Xnn ’ m7m/ S A]+1

kEA, kEV,
écriteen m =m' =0 et en m =m’' = #A,41 — 1 implique que

~ 1 ~ 1
GO,OGO,O = 5 et Gzﬂ—1,#AJ+1—1G2J—1,#AJ+1—1 = 5
I1 suffit donc de renormaliser 1, ¢ par \/—G et ;/)] o par v2Goo = \/5%@ pour obtenir
0,0
la propriété énoncée.
Il est alors facile de déduire que \II?LD et \II?LD définissent des bases biorthogo-

nales de WCLD et W]CLD. En effet, d’apres les propriétés sur les filtres S(\Il;jLD) C

V;:_?LD et S(\IICLD) C ‘N/ji’_(fLD. D’autre part, S(\II?LD) L ‘N/jS’CLD et S(\TI?LD) L Vf’CLD

et les bases sont clairement biorthogonales.

Il reste a prouver la codimension 2 et la biorthogonalité des sous espaces Wjo et
Wjo. Par découplage des extrémités, on peut raisonner séparemment sur les condi-

tions aux limites en 0 et 1. Considérons par exemple le bord 0. 51 W; ﬁ\/]_l_(l Y= Ww;,

alors nécessairement toute fonction de V‘:_l O(V‘g) appartient a V-I—l Or d’apres

les propriétés sur les filtres H7 et H], la fonction

1
—@it10+ - (1.109)

@ir10 — Pjoirio = (1 — HogHop) 9410+ = 5

) D dans W;.

Pour prouver la biorthogonalité des espaces W; N \/ji’_(f’_l) et W N V-I—(l =1 suffit

classiquement de prouver que toute fonction fj1, de W; NV, —|—(1 2 orthogonale a

W N V]_I_(1 Y est nulle (I"uniformité de la condition inf-sup étant alors immédiate,
voir par exemple la preuve de la proposition 1.7). Or, une telle fonction f;; est

automatiquement orthogonale a ’espace

viole cette hypothese, ce qui prouve la codimension 1 de W; N V7 50,

5 = 5,(0,—1 N

VPe (W n V) @ 5({Bio})
qui, d’apres (1.109) (écrit pour @;11,0), est égal a \N/j‘z_l et donc f;41 est bien nulle. o
Remarque 1.21 Si les générateurs ¢ et ¢ sont continus, il est plus naturel de

raisonner sur les valeurs aux extrémités des fonctions d’échelle au lieu de celles des
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filtres. Néanmoins, le résultat précédent s’applique sans Uhypothese de continuité,
quelques soient les générateurs de L? vérifiant les hypothéses de la proposition 1.9.

Remarque 1.22 Les résultats de la proposition 1.9 (et done de la proposition 1.10)
ne s’étendent pas aux ordres supérieurs CLg > 1 ou CLy > 1 au sens ou il n'est en
général pas possible de biorthogonaliser les bases ®; el ®; de fagon a conserver la

propriété de diagonalité (1.6) sur les filtres primaux et duauz des fonctions d’échelle

o et gl

1.3.5 Estimations directes et inverses

La reproduction locale des polynomes étant préservée, avec les conditions aux
limites ad-hoc, 'obtention des estimations directes fait partie du folklore de la théorie
de "approximation et suit de pres les démonstrations sur la droite réelle présentées en
Appendice 2. Les estimations inverses se démontrent comme sur la droite réelle, de
sorte que tous les résultats de I’Appendice 2 s’adaptent naturellement sur I’intervalle
[0, 1].

Les principales difficultés techniques concernent 'incorporation des conditions
aux limites dans les estimations directes ainsi que les estimations directes pour
p < 1. On renvoit dans tous les cas au § III de [26] pour une étude détaillée et on se
contente de présenter les principaux résultats.

La stabilité dans L?, des bases CI)j’CL et &)j’CL se démontre comme sur la droite
réelle (voir le lemme 3.5 et la remarque 3.17 en Appendice 2). De méme la stabilité
dans L?, p > 1 des projecteurs P;, ]3],7 se démontre par les mémes arguments de bior-
thogonalité et de localité des bases (voir le lemme 3.5). On en déduit les estimations
inverses comme dans la preuve de la proposition 3.17 en Appendice 2.

Proposition 1.11 Soit p € [1,00] et zla + ]% = 1. Sous Uhypothése T(p) > 0, on a
[’estimation inverse

| fillwer < 27| fille, pour tout 0 < s < 7(p) et f; € ‘/jS’CL. (1.110)

On note W¢[ la fermeture dans W*P des fonctions régulieres satisfaisant les
conditions aux limites d’ordres CLg en 0 et CL; en 1.

Proposition 1.12 Soit p € [1,00] et ;—)—I— ]% = 1. On considére le projecteur bior-
thogonal P; associé aur AMR biorthogonales Vf’CL et \N/jS’CL, avec —1 < Clg, CL; <
n — 1. Sous les hypothéses ¢ € LP et ¢ € L¥', on a les estimations directes

If = Pifllze < 27| fllwew, pour tout 0 <s<mn et fe W (1.111)
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Preuve. En 'absence de conditions aux limites, la preuve est identique a celle de
la proposition 3.16 sur R (voir Appendice 2). Dans le cas de conditions aux limites,
il faut invoquer une version généralisée du théoreme de Deny-Lions (voir § I1T [26]

Théoreme 33.1 et 33.2). O

Le Corollaire 1.1 et le Théoreme 1.3 de dualité s’appliquent directement moyen-
nant, pour les conditions aux limites, le théoreme d’interpolation 1.5 et les précau-
tions d’usage pour les valeur m + 1/p, m entier.

Pour les valeurs p < 1, on se réfere a nouveau au chapitre 111 de [26]. Les
résultats énoncés sur la droite réelle (Théoreme 3.3) s’étendent naturellement sur
I'intervalle [0, 1] moyennant a nouveau quelques précautions pour la prise en compte
des conditions aux limites.

1.3.6 Quelques résultats numeériques

On propose quelques exemples numériques d’ondelettes biorthogonales sur 1’in-
tervalle [0,1]. Les générateurs sont choisis parmi la famille des ondelettes splines
biorthogonales ainsi que celle des ondelettes orthogonales a supports compacts de
Daubechies. On considere en outre un exemple de multiondelettes splines orthogo-
nales a supports compacts issu de [57].

Pour les ondelettes splines biorthogonales, les parametres § et § seront toujours
choisis tels que dy = 81 et dg = &; afin de préserver leurs propriétés de symétrie. On
notera donc dans ce cas § = 8 = &; et & = dy = &;. D’autre part, Uespace d’approxi-
mation pourra étre généré soit par les fonctions splines ¢”, soit par leurs duales qgnﬁ

On illustre dans ce paragraphe la construction des fonctions d’échelle et des
ondelettes de bord, puis ’accent est mis sur les propriétés d’approximation des AMR
sur 'intervalle, en particulier en relation avec les adaptations aux bords. L’étude de
la stabilité des décompositions multiéchelles sera étudiée en détail sous 1’angle du
préconditionnement en bases d’ondelettes au § 2.1.

Fonctions d’échelle et ondelettes de bord

Exemple 1. On considere les ondelettes biorthogonales sur I'intervalle [0, 1] obte-
nues a partir des générateurs sur R

(¢', "), @ impair

avec d = 1 et 6 = 1 et donc A; = V; = {0,---,2/ — 1}. Les bases de fonctions
d’échelle et les ondelettes sont adaptées (pour les conditions aux limites de Diri-
chlet) aux bords 0 et 1 selon les propositions 1.9 et 1.10. La biorthogonalisation des
ondelettes de bords s’effectue dans le cadre de la remarque 1.20 appliquée a 'espace
d’approximation ng d’ordre 7.
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Exemple 2. On considere les ondelettes biorthogonales sur I'intervalle [0, 1] obte-

nues a partir des générateurs sur R

(¢*,9"), 7t = 2 pair.

avec § = 1 et § = 0 soit A; = {0,---,2/} et V; = {0,---,2/ —1}. Les bases de
fonctions d’échelle et d’ondelettes sont a nouveau adaptées pour les conditions aux
limites de Dirichlet aux bords 0 et 1, et la biorthogonalisation des ondelettes de bords

s’effectue selon la remarque 1.20 appliquée cette fois a I'espace d’approximation ng

d’ordre 2.
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Fic. 1.9 — Pour les générateurs (qbl,qgm), fonctions d’échelle modifiées au bord 0:
(A) @00, (B) ¢oa, a=0,1,2.
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FiG. 1.10 — Pour les générateurs (Nqbl,qgm), ondelettes modifies au bord 0: (A) 1o,
(B) 77Z)0,1; (C) 77ZJO,2; (D) 77ZJO,3; (E) 77ZJO,0; (F) 77ZJO,1; (G) 77ZJO,2; (H) ¢0,3'
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Fic. 1.11 — Pour les générateurs (qbz,qp’z), fonctions d’échelle modifiées au bord 0:
(A) @00, (B) $00, (C) Go.
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FiG. 1.12 — Pour les générateurs (qbz,qu’z), ondelettes modifiées au bord 0: (A) 1o,
(B) to,0.

Profils de ’erreur d’approximation des AMR sur P’intervalle

Ondelettes splines biorthogonales. L’utilisation des générateurs splines ¢" et
™™ est naturelle en analyse numérique par leur nature polynémiale et leurs remar-
quables propriétés d’approximation et de symétrie. Cependant, pour les splines de
degré élevé (disons n — 1 > 3) plusieurs remarques viennent tempérer ces avantages.

(1)

Pour n > 3, la construction des AMR biorthogonales sur I'intervalle restreint
la dimension optimale des espaces ng dans la mesure ou c’est ’AMR duale
qui impose la plus grande dimension. En 1’absence de conditions aux limites,
pour n =1
§=0=1et #A; =2

et pour n > 2

S=n—1,0=0et #A; =2 —n 43,
a comparer a la dimension de Vj|o 1] égale a 2 +n — 1. On perd donc pour
n > 2, a chaque bord, n — 2 fonctions, ce qui se traduit par les profils d’erreurs
présentés figure 1.13. Noter que dans tous les cas, 'ordre d’approximation n
est par construction préservé.

Sur le plan de la stabilité (voir § 2.1), les conditionnements des matrices de
masse en bases d’ondelettes se détériorent rapidement lorsque n augmente,
méme dans le cadre “idéal” des ondelettes périodiques. Il en est de méme
des matrices de rigidité d’opérateurs différentiels classiques tels que la dérivée
seconde apres préconditionnement par la diagonale en bases d’ondelettes.

[’exigence de régularité minimale de ’AMR duale entraine un choix du para-
metre 1 qui croit rapidement avec n. Par exemple (voir [29]), 'appartenance
de ’AMR duale & L? a lieu asymptotiquement pour 72 ~ 4n. Ceci se traduit
par des supports d’autant plus grands des ondelettes 1)"™"

diam (Supp ¢") = n, diam (Supp™™) =n + 7 — 1.
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Ces remarques conduisent a envisager d’utiliser (pour des ordres élevés) les fonc-
tions d’échelle et ondelettes duales qgl’ﬁ, ;/N)l’ﬁ, n > 1 impair (voire qu’ﬁ, ;/N)zﬁ, n > 2
pair) comme générateurs des espaces d’approximation. On vérifie figure 1.14 qu’en
terme de profil d’erreur, ces générateurs se détériorent tres peu lorsque l'ordre d’ap-
proximation n croit. Ceci s’interprete facilement dans la mesure ou les fonctions
d’échelle @' tendent lentement vers 0 alors que les splines s’annulent rapidement.
Eliminer des fonctions de base aux bords est donc moins pénalisant sur ’erreur
d’approximation dans le premier cas que dans le second.

D’autre part, on verra que le conditionnement des matrices de masse et de rigidité
pour ce choix de générateur se détériore moins vite que pour les splines. Enfin les
tailles des supports des ondelettes et des fonctions d’échelle sont données par

diam (Supp ¢"") = 2i — 1, diam (Suppys™™) = 7
donc aussi plutot avantageux.

En conclusion, les splines ont bien sur ’avantage indéniable d’étre des fonctions
polynomiales, ce qui facilite considérablement leurs manipulations. Cependant, pour
des ordres d’approximation n > 4,5, les générateurs duaux sont néanmoins intéres-
sant au regard des criteres d’approximation, de supports et de stabilité.

Ondelettes orthogonales a supports compacts. Leur caractere tres disymé-
trique et non analytique les rend incommodes d’utilisation en analyse numérique,
ou d’autre part 'orthogonalité est rarement un critére de choix. En particulier,
le profil d’erreur figure 1.16 est en cohérence avec cette disymétrie des fonctions
d’échelle ¢4, On exploitera néanmoins de facon surprenante cette disymétrie an
chapitre 11T dans le cadre de la résolution du probleme de Stokes.

Multiondelettes splines orthogonales C°. Si néanmoins on souhaite exploiter
les propriétés d’orthogonalité des fonctions de base (par exemple dans des sché-
mas explicites ou pour des opérateurs dégénérés du type 7 + v A, v << 1), il est
préférable d’utiliser des multiondelettes splines orthogonales [57] (voir §1.2.4). Leur
construction sur l'intervalle [0, 1] & partir des ondelettes sur la droite est triviale et
n’induit aucune perturbation quant au profil d’approximation présenté figure 1.17
pour l'ordre 4. Cependant leurs propriétés d’approximation sur la droite sont moins
bonnes que les splines de méme ordre pour un méme nombre de fonctions de base.
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Fia. 1.13 — Erreur de projection orthogonale Hj(]0,1])
VD quec w = 50, 7 = 8 et les générateurs splines ¢".

n=3,6=1;(C)n=36=2 (D)n=4,8=3.
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Fia. 1.14 — Erreur de projection orthogonale Hi(]0,1[) de sin(wz)sin(27z) sur
§,CL . ny .8 _— ¥ T _—
\N/j D auec 7 = 8 et les gfnemteurs ot (A) no= 3, N(S =0, w=50; (B)n =5,
§=0,w=50; (C)i=738=0,w=50;(D)i=11,5=0,w=100; (F) i =11,

§=1,w=100.
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Fia. 1.15 — Erreur de projection orthogonale Hi(]0,1[) de sin(wz)sin(27z) sur
5,CL . n .

VP avee w = 50, j = 8 et les générateurs pPra. (A) ng = 3,6 = (0,0); (B)

ng = 4, (S == (0,0)

70



0.0015 0.0002

T T
PHID3, DELTA=1 — PHID4, DELTA=1 —

0.0001

0.001 -

0.0005

-0.0001

o WA MH M\” H‘H‘ HH\“H me A T R TR

-0.0002 -

-0.0005
-0.0003 -

-0.001 L L L L -0.0004 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fia. 1.16 — Erreur de projection orthogonale L*(]0,1]) de sin(wz)sin(27z) sur ng
aveec w = 50, j = 8 et les générateurs ¢P"a. (A) ng = 3, § = (1,1); (B) ng = 4,
§=(1,1).
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Fia. 1.17 — Erreur de projection orthogonale Hj(]0,1[) de sin(wz)sin(27z) sur

Vf’CLD avee w = 50, 7 = 6 (#A; = 2772) et les multiondelettes splines C° d’ordre

4.

1.4 Construction de bases d’ondelettes par dé-
composition de domaine

On commence par rappeler la construction de bases d’ondelettes tensorielles sur
des domaines tensorisés. Puis on passe en revue les différentes approches de la dé-
composition de domaine en précisant leurs performances en termes de stabilité. Enfin
on expose en détail la décomposition de domaine conforme avec raccord continu aux
interfaces. .’accent est mis sur la construction des bases d’ondelettes aux interfaces
qui est la contribution originale de ce travail.
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1.4.1 Domaines tensoriels

Pour m=1,....d et w,, =R, T ou ]0, 1], on considere le domaine tensoriel
0= e _ o,

Les domaines w,, sont munis des bases de fonctions d’échelle et d’ondelettes bior-
thogonales

®ims P 0 Wy Wi,
engendrant les AMR V(wp,), \N/J( m) de L*(w,,) et les espaces complémentaires

Wi(wm), W, (wm). On notera Pj,,. et P] wms Qiwms Q]Mm les projecteurs biortho-
gonaux associés.

Pour les quantités primales (et de méme duales), on adopte la convention d’écri-
ture

{ \Ilj’(’j}m = ]Mm, Q] n =P, Wf’"(wm) = Vi(wpm) si e, =0,
\Ilj’(’j}m Ui Q],wm = Qjwms W;’" (wWm) = Wi(wn) sien = 1.

Les espaces

Vi(©) = ®7ey Vilwn).

définissent classiquement par produit tensoriel des AMR biorthogonales munies des

{ V](Q) = ®fn 1V(wm) (1‘112)

bases de fonctions d’échelle biorthogonales

=R _ .,
{Nm Q=1 P (1.113)

d
®],Q - ®m:1 ®j7Wm7
associées aux projecteurs
d d
® ]7Wm = ® Pijm'
m=1 m=1

Soit I’ensemble £ : = {0,1}¢ /( ,0) dont on notera les éléments ¢ = (., )m=1,....d-
Les espaces d’ondelettes W, (Q) et W](Q) sont les images des projecteurs

Qm - ]jj+1,fl - IZJQ - Eses ®m 1 Qy,wm
Q]‘,Q = Pj+1,Q - Pj,fl = ZEEE ®m 1 Q],wm

i.e. les espaces



munis des bases biorthogonales

d d
Vo=@, et ¥o=J& V5,

e€E m=1 e€& m=1

N

La stabilité des bases au niveau j et les estimations directes et inverses dans V;(£2) et
‘N/J(Q) se démontrent en dimension d avec les mémes arguments qu’en dimension 1.
On obtient donc en invoquant le corollaire 1.1 et les Théoremes 1.3, 1.4, 1.5, les théo-
remes de caractérisation des espaces de Besov par les décompositions multiéchelles
dans les bases d’ondelettes biorthogonales

\I/Q = (I)jo,ﬁ U U \I}J}Q et \T/Q = &)jo,ﬁ U U q}j,fl‘ (1.115)

J>Jo 7230

Les bases d’ondelettes (1.115) seront, par la suite, parfois qualifiées d’isotropes
dans la mesure ou chaque ondelette de base est asociée a une seule échelle 5, la méme
dans chaque direction.

On obtient une décomposition dite anisotrope en redécomposant les espaces
Vi(wn) qui figurent dans la définition des espaces W](Q) (1.114) jusqu’au niveau
Jo

Vilwm) = Vig(wn) @ Wiy (wn) @ ... & Wi (wn).
On obtient ainsi les bases de Riesz biorthogonales de LQ(Q), produit tensoriel des
bases monodimensionnelles sur w,, notées W, = {7 , A, € Vo }, m=1,....d.

d d
Vo= Q). et Uy =(X) V., (1.116)

Proposition 1.13 Si les bases W, sont des bases de Riesz de L*(w,,) pour tout
m = 1,...,d, alors la décomposition multiéchelle dans la base anisotrope (1.116)
U caractérise les espaces de Sobolev H® pour les mémes valeurs de s que la base
1sotrope, i.e.

e~ (X (2 @dr) (1117)

/\GHfln=1Vm m=1 m=1

Preuve. Pour s > 0, partant de 1’équivalence de norme de la décomposition iso-
trope, celle de la décomposition anisotrope se déduit facilement de la stabilité dans
L*(w,,) des décompositions monodimensionnelles et de I’équivalence 2m&*m=1....a(lAnl)
~ Efnzl 2l Pour les espaces duaux, le résultat se déduit alors de celui obtenu
pour la base duale dans H™* et d’un argument de dualité. O
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Remarque 1.23 Un contre exemple simple est celui de la base hiérarchique sur
10, 1[* obtenue par produit tensoriel de l'exemple 2 du §1.1. La base isotrope carac-
térise les espaces H*(]0,1[%) pour tout d/2 < s < 3/2, alors que la base anisotrope
est instable dans ces espaces quelques soient s et d.

1.4.2 Décomposition de domaine

On considere de facon générale dans les méthodes de décomposition de domaine
(sans recouvrement) un domaine ) de R voire plus généralement une variété de
dimension d qui se décompose en N sous domaines §2; disjoints et tels que

N
a=|Jo.
=1

Chaque sous domaine est difféomorphe au domaine de référence Q =10, 1[* par la
paramétrisation supposée de classe ('™

K; . 6—}52

On notera J; = |8/<;i0/<;2»_1| le jacobien de cette transformation défini sur €); qui vérifie
en particulier

¢ < |0ri(2)| < C, Vi €.

Afin de traiter de facon générique la dualité on adopte par commodité les notations
suivantes. On note F*(€), s > 0, une classe d’espaces fonctionnels associée au

domaine €, typiquement les espaces de Besov B’ () ou de Sobolev W*?(Q), avec
ou sans conditions aux limites. La classe .7?5((2), s > 0, désigne la classe duale i.e.

s 5! 11 _ 11 :
Bp,g,(ﬂ) ou W#? () pour - + o = 1 et p + 7= 1. Pour s < 0, on convient alors
que

!

F Q) : = (F2(Q) et F(Q): = (F* Q).

La construction de bases d’ondelettes biorthogonales sur les sous domaines ); est
immédiate par le lemme classique suivant (voir par exemple [60]).

Lemme 1.3 Pour les classes d’espaces fonctionnels F*° des espaces de Besov B} |
ou de Sobolev W*P? on a

F2 () = {f telles que for; € .7:5(@)}
avec de plus Uéquivalence de norme

| fll7s@y ~ II.f o ’fins(Q)-
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Proposition 1.14 Soient
Uy = {0 A e Vi} et W = {of, A e Vi)

des bases d’ondelettes biorthogonales de LQ(Q). Alors

Vo, : = (U =vf o', A€ Vi), (1.118)
~ o T —-17Q -1 . ‘
o, : ={¢y' = J7 Yok, A€V},

définissent des bases d’ondelettes biorthogonales de L*(Q);) et caractérisent, sur §;,
les mémes classes d’espaces fonctionnels F* et F° que Wy et Wa sur (). Sile produit
de dualité est défini par rapport au produit scalaire équivalent

(f,9)i: = (forigorg, (1.119)

alors la base duale s’écrit simplement

W, = (¢ =P on' A eV} (1.120)

Preuve. C’est une conséquence directe de 'isomorphisme du lemme 1.3, et la base
duale s’obtient par simple changement de variable. O

Afin de définir des bases d’ondelettes sur le domaine ou la variété € il faut d’une
facon ou d’une autre recoller les bases définies sur les sous domaines. La technique
de recollement va dépendre de facon essentielle de I'intervalle de stabilité souhaité
et imposer en outre des hypotheses

(i) géométriques sur la décomposition de domaine (£, K;)i=1.. N,

(ii) fonctionnelles sur le choix des bases d’ondelettes biorthogonales \I/ZQ et \iﬂQ sur le
domaine de référence.

Un premier cas trivial repose sur 'isomorphisme bien connu, pour p € [1, 00|
1
F(Q) ~ Y, F5(Q) pour tous |s| < —.
p

Ainsi, quelle que soit la décomposition de domaine et le choix des bases sur O

N N
Uo: = Xo,Wg, et o1 = ] Xo, U, (1.121)
=1

=1

définissent des bases biorthogonales de () et caractérisent les mémes espaces fonc-
tionnels que les bases sur ) pour p € [1,00[ et |s]| < ]l).
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Ce cadre est insuffisant pour la plupart des applications en analyse numérique a
I’exception de problemes intégraux d’ordre 0.

L’objectif minimum est d’obtenir, pour s positif, la caractérisation des espaces
de Sobolev H* sur I'intervalle 0 < s < 1 pour la résolution de problemes aux limites
d’ordre 2. Pour les ordres négatifs on souhaite atteindre s = —1/2 pour la résolution
de problemes intégraux d’ordre —1 (potentiel de simple couche).

De plus il faut préserver les propriétés de compression des fonctions et des opé-
rateurs en base d’ondelettes qui reposent sur les propriétés de moments nuls des
ondelettes. Notons que pour les ondelettes primales et duales définies sur les sous
domaines €);, les moments nuls ne portent plus sur les polynomes 7 € P,_; et
7 € P5_; mais sur les fonctions JZ»_17T o /4;2»_1, m € P,_; pour les ondelettes primales
de Ug, et mo /4;2»_1, m € P;_; pour les ondelettes duales de \ilgl Ces moments nuls
induisent cependant les mémes propriétés de compression, ce qui se démontre en se
ramenant au sous domaine ) par I'isomorphisme régulier x; et en appliquant (1.68).

Raccord C°. Une technique de raccord continu aux interfaces de la décomposi-
tion de domaine va permettre de couvrir en général ces objectifs pour 'intervalle
—1/p < s < 1+ 1/p et pour une classe de domaines ou variétés plus restreinte,
I'intervalle |s| < 1 4 1/p. Cette technique est issue des éléments spectraux de [77]
et a été introduite pour la construction de bases d’ondelettes biorthogonales dans
[65],[66] puis dans un cadre plus général dans [47] ainsi que dans [19]. Elle impose

(i) des hypotheses géométriques de conformité C'° sur la décomposition de domaine
(Q4, Ki)iz1,...n (dont une définition précise sera donnée au paragraphe suivant). Ces
hypotheses couvrent la plupart des domaines et variétés rencontrés en pratique.
(ii) Un raccord C° des fonctions d’échelles primales (supposées continues sur les sous
domaines) aux interfaces de la décomposition. Ce procédé définit une AMR primale
continue qui en outre conserve les propriétés d’approximation des AMR sur les sous
domaines.

La s’arréte le parallele avec les éléments spectraux car il faut en outre
(iii) définir une AMR duale (biorthogonale),
(iv) construire (en particulier aux interfaces) les bases d’ondelettes biorthogonales
(locales) associées.

Dans [47] des AMR biorthogonales sont construites sur § partant d’un couple
de générateurs biorthogonaux et symétriques (¢, qg) sur R, le générateur ¢ étant
supposé continu. Le point de départ est la construction des AMR biorthogonales
sur l'intervalle du § 1.3, puis par produit tensoriel sur le domaine de référence 0.
L AMR primale est obtenue par raccord continu des fonctions d’échelle sur les sous
domaines comme c’est le cas pour les éléments spectraux. Moyennant les hypotheses
du lemme 1.9, les mémes conditions de raccord (et les mémes conditions aux limites
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dans [19]) sur les AMR duales et primales permettent d’obtenir des AMR biortho-
gonales sur {2, quelque soit la décomposition de domaine satisfaisant les hypotheses
de conformité C°.

L’hypothese de symétrie des générateurs est levée dans [19] moyennant des hy-
potheses géométriques supplémentaires sur la décomposition de domaine qui ne sont
restritives qu’en dimension strictement supérieure a 2.

Les bases d’ondelettes associées coincident avec (1.121) sauf aux voisinages des
interfaces ou celles-ci doivent étre “recollées”. La construction explicite de ces on-
delettes modifiées aux interfaces est étudiée en détail dans [19] ainsi que par une
technique différente dans [34].

Nous détaillons dans le paragraphe suivant cette derniere construction qui consti-
tue l"aspect original de cet exposé et nous servira en outre au § 2.3 dans le cadre de
la construction de relevements stables.

Raccords d’ordre supérieur. Les hypotheses géométriques de conformité C'™
de la décomposition de domaine (£2;, k;);=1,... N, définies précisément au paragraphe
suivant, imposent des conditions tres restrictives sur le domaine ou la variété 2. Par
exemple la sphere ne peut pas faire I'objet d’une telle décomposition. Si du moins
ces hypotheses géométriques sont satisfaites alors

(1) le raccord C° (fonctionnel) précédent des AMR sur les sous domaines permet
d’obtenir 'intervalle de stabilité |s| < 1+ 1/p des que m > 1.

(2) Un raccord C est toujours possible pour ’AMR primale. Cependant du fait de
la remarque 1.22, le méme raccord pour ’AMR duale ne garantit pas 1'obtention
d’AMR biorthogonales. Il faut en outre vérifier la non singularité de matrices indé-
pendantes du niveau j mais néanmoins dépendantes du domaine. Une alternative
consiste a se restreindre aux générateurs orthogonaux. On obtient sous ces hypo-
theses I'intervalle de stabilité —(m + 1/p) < s < m+ 1+ 1/p. Il est aussi possible
de renoncer au raccord continu de I’AMR duale ce qui permet d’obtenir I'intervalle
de stabilité —1/p < s <m+1+1/p.

Autres techniques de décomposition de domaine. Dans [48] une nouvelle
technique de décomposition de domaine est introduite. Le principe n’est pas de
chercher a recoller les bases de fonctions d’échelle des espaces discrets aux interfaces
mais consiste a établir selon [25] un isomorphisme topologique

Fo(Q) ~ I, Fo ()t

ou la fleche indique certaines conditions aux limites. Ces isomorphismes sont construits
explicitement par le biais d’opérateurs d’extension des sous domaines €2; dans cer-
tains voisinages intrieur(| J ;).
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Enfin mentionnons le cadre de la décomposition de domaine avec joints dont le
but n’est pas de construire des bases d’ondelettes sur le domaine £ mais qui per-
mettent de raccorder de facon optimale en terme d’approximation et de stabilité des
discrétisations en ondelettes sur chacun des sous domaines (voire des discrétisations
ondelettes, éléments finis et spectrales). On réfere a [5] pour ces techniques et & [12]
pour leur adaptation au cas des discrétisations en base d’ondelettes.

1.4.3 Décomposition de domaine avec raccord C"°
Hypotheses géométriques

Pour p=10,...,d—1, on appelle p-face du sous domaine {); I'image par &; d’une
face de dimension p du domaine de référence Q.

La décomposition en sous domaines §2; sera toujours supposée vérifier I’hypothese
minimale de conformité suivante. I’intersection de deux sous domaines €; et €; est
soit vide soit une p-face commune aux sous domaines €2; et ;. Ces p-faces constituent
les interfaces de la décomposition.

D’autre part, la frontiere I' de 2 est divisée en deux ouverts disjoints I'p et 'y
de T tels que I' = I'p U Ty et tels que pour chaque i =1,..., N,

o, N fD, o, N fN,

soient les unions (éventuellement vides) de p-faces de €.
En outre, on effectue pour m > 0, ’hypothese de conformité C', sur la décom-
position (€, k;)i=1,..n au sens suivant repris de [48].

Définition 1.3 La décomposition de domaine (;,K;)i=1,..n est dite C™ conforme,
m >0, si pour tout couple de sous domaines Q; et ; ayant la (d—1)-face commune
Q; N8y, il existe une isométrie affine p telle que d’une part Qﬂp(fl) est une (d—1)-
face de 0 aveec QN p(Q) = et d’autre part

QN = k(2N p(Q))

ou Kk, défini par
Klg = ki et /<;|p(§) =rop

et son inverse sont de classe C™.

Pour m = 0 cette définition équivaut a la définition originale de [77] suivante.
Pour toute p-face o;; commune aux sous domaines €); et ;, image de & par la
paramétrisation x; et de ¢’ par la paramétrisation k;, alors
k71 oKy (1.122)

K3

définit une isométrie affine de &' dans .
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AMR biorthogonales sur ()

On considere un couple de générateurs biorthogonaux sur R (¢, qg) ou ¢ est
continu. On les supposera en outre de symétrie paire au point 0 ou 1/2, ce qui est
par exemple le cas des ondelettes spline biorthogonales du § 1.2.1, des multionde-
lettes du § 1.2.4 et des ondelettes interpolantes du 1.2.3. Cette hypothese peut étre
levée a condition de supposer en outre que (1.122) préserve le sens de parcours des
coordonnées (voir [19]), ce qui n’est restrictif qu’en dimension d > 3.

La construction des ondelettes biorthogonales sur I’intervalle [0, 1] s’effectue sous
les hypotheses des propositions 1.9 et 1.10 avec le choix symétrique éo = 91 et
do = 61. On peut alors toujours choisir les bases de fonctions d’échelle (CI)?,&)?)
(1.101) et d’ondelettes (¥, ¥;) (1.105) du paragraphe 1.3.4 tels que les fonctions de
base possedent en outre la symétrie

{ S‘Q]}k(l - l’) = S‘Q]vdj_k(x)v 95]713(1 - l’) = ‘taj}glj—k(l')v k= 07 cee 7dj 4 (1 123)
@/’j,k(l - 51/') = ¢j,2ﬂ—k—1(51?)7 @Z’j,k(l - 51?) = ¢j,2ﬂ—k—1(51?)7 k=0,....,27—1
ou l'on a posé d; : = #A,; — 1. Les bases biorthogonales incorporant les conditions

aux limites de Dirichlet aux extrémités 0 et 1 s’en déduisent par les propositions 1.9
pour les fonctions d’échelle et 1.10 pour les ondelettes. Pour

CLeB: = {(_17 _1)7 (_170)7 (07 _1)7 (070)}7

§CL %5,CL o
on notera ces bases (®7, ®7) et (\I/?L, \IlfL)

Afin de décrire simplement le recollement des fonctions d’échelle aux interfaces,
il est commode de substituer aux indices des fonctions d’échelle & = 0,...,d; les
points distincts & x € [0,1] tels que ;o = 0 et ;4, = 1. On notera alors les bases de
fonctions d’échelle sur 'intervalle
5,CL _
@j _—
%5,CL

(I)j

Pie, o k€ ASE (1124
= S Gie 0 k€ AfL '

Par produit tensoriel on obtient les bases biorthogonales sur le domaine de réfé-
rence ) incorporant les conditions aux limites cl = (cI™,m = 1,...,d) € B% Elles
sont notées

c d §,cl™ c
q)le — ® (I) = S‘iji’],k7 k‘ E A]l

m=1 *7

. . 1.125)
c d 5,cl™ ~ c (
(I)j}Q = ® ¥ = YPig k€ A]‘l )

m=1 77

ou ‘%Lk = (gj,km oo 7§j7kd) pour k= (klv .. '7kd) € {07 cee 7dj}d‘
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Les bases de fonctions d’échelle sur les sous domaines €); s’en déduisent par la
proposition 1.14.

oy, = {¢l,  kead)
o, = {0, kead),

]’$],k

(1.126)

ol

l’;k = lii(ii]‘7k), ke {0,...,d]‘}d

et
~ o 1
S‘Q]vl’],k KJZ

(1)

— n. -1 =

@ _
S‘Q jvl’;,k -
Elles sont biorthogonales par rapport au produit scalaire (1.119).

Afin de tenir compte des conditions aux limites propres au domaine ) on notera

spécifiquement ' , _
AV = {ke{0,....d}": 2, ¢00,NTp}
et
N] NZ;Q;J,k il) (1127)
ia = {%‘,x;@’ R }

les bases biorthogonales correspondantes, engendrant les AMR biorthogonales
Vi(), Vi().

Soient les grilles de points

gj:{x;ﬁk,ke{o,...,dj}d,@':1,...,N}. (1.128)
et

Gio = {x]k keAy),@':L...,N}c G.. (1.129)
LAMR primale sur le domaine €} est définie par le raccord continu

Vi(Q): = (I, V;(Q:)) N CO(Q). (1.130)

Bien que le générateur ¢ ne soit pas supposé a priori continu, une AMR duale est
alors définie par les mémes conditions de raccord et les mémes conditions aux limites.
Ceci est précisé par la proposition suivante.

Proposition 1.15 Pour tout x € G q soit

Iz): ={ie(,...,N): 2 € Q}.
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Alors la famille

G, 0: = {tpm D= Z XQM;Z, T € gj,Q} (1.131)

€1(z)

est une base de Riesz de UAMR primale V;(Q) et

.o b . 1 ~(4)
Djo: = {‘Pj,x T H () ';:)XQ,@N, S gj,Q} (1.132)

définit une base de Riesz biorthogonale (engendrant UAMR duale \Z(Q)), pour le
produit scalaire L* (cf (1.119))

n

(frg): =D (f

=1

€quivalent au produit scalaire (,).

Preuve. La famille |JY, ®;o. définit par construction une base de TIN, V().
D’apres les propriétés des bases sur 'intervalle CI);S (i.e. une seule fonction d’échelle ne
s’annule pas a chaque bord 0 et 1), la définition (1.131) de @, o traduit exactement
le raccord continu (1.130) et la famille reste génératrice.

La propriété de biorthogonalité des bases @ et &)]‘79 pour le produit scalaire
(1.133) est une conséquence immédiate des définitions. Ces bases étant locales et les
normes des fonctions de base uniformément bornées dans L?, ce sont donc des bases
de Riesz (uniformes en j) des espaces V;(2) et V;(2). O

Les espaces duaux sont définis par rapport au produit de dualité induit par le
produit scalaire < f,g >= [, f(x)g(z)dz et non le produit (f,g) ci dessus. L’appli-
cation du Théoreme 1.3 nécessite donc de définir la biorthogonalité par rapport a ce
produit scalaire. Ceci conduit au nouveau choix de ’AMR duale engendrée par les
bases de Riesz

i Lo ] L1y 26)
D0 = {@m = ’;:)Ji X, @0, @ € gm} (1.134)

biorthogonales aux bases @, g par rapport au produit scalaire (.,.). On voit claire-
ment que la régularité de cette AMR est limitée par le recollement des Jacobiens J;
des transformations «; et le raccord C° des fonctions de base. Ceci conduit, pour un
raccord géométrique C™, m > 0, a la régularité &(p) = min(7(p),m+1/p,(p+1)/p)
ou

a(p): =inf{s: ‘N/J(Q) C Werl. (1.135)
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La régularité de ’AMR primale est quand a elle limitée par le raccord des para-
métrisations k; et celui des fonctions de base et donc a(p) = min(7(p),(p + 1)/p)
ou

a(p) : =inf{s: V;(Q) C WP} (1.136)

Si 'on conserve le produit scalaire (1.133), la régularité de I’AMR biorthogonale
engendrée par (1.132) est cette fois &(p) = min(7(p), (p + 1)/p). Mais la mesure
de Lebesgue associée au produit scalaire (.,.) induit une norme W?*? équivalente
uniquement sur l'intervalle —(m + 1/p) < s < m + (p+ 1)/p et Uon retrouve la
meéme limitation pour les espaces duaux que précédemment.

Inégalités inverses et directes

On énonce les propriétés d’estimations directe et inverse des espaces V;(€2) et

‘N/J(Q) qui permettent ’application directe du Corollaire 1.1, et du Théoreme 1.3,
moyennant la remarque précédente concernant la dualité.

Lemme 1.4 Soit p € [1,00] et zla +L=1.Si¢el”etdpe L” aors

p T

1_ 1y ~ - 1 1y ~
1> Fiwialie ~ 2°C7 Nl 1|Y Fira@rallp ~ 275 Fy |l (1.137)

z€Gjn z€Gjn

el les projecteurs P;g

Pia: =Y (2¢js)@io

z€Gjn

(resp. Pjq) associés aux bases biorthogonales ®;q, ®;q sont uniformément stables

dans L? (resp. L?").

Preuve. Elle est en tout point similaire a celle du lemme 3.5 sur la droite réelle. o

Proposition 1.16 Soit p € [1,00] et zla + z% = 1. Sous Uhypothése T(p) > 0, on a
[’estimation inverse

| fillwsr < 27| fillzes pour tout 0 < s < a(p) et f; € Vi(Q). (1.138)
De méme pour le choix de UAMR duale de la proposition 1.15, si 7(p") > 0 alors

1 fillwer < 29015l prs pour tout 0 < s < &a(p') et f; € V;(Q), (1.139)

~

ot a(p') = min(7(p'), (p +1)/p').
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Preuve. Compte tenue de I'indépendance linéaire locale des fonctions d’échelle de
;o (resp. &)]Q) (qui découle de la propriété des bases de fonctions d’échelle sur R
[76]), les bases @, q (resp. CI)]Q) sont stables dans L? (vesp. L”") (cf remarque 3.17.
La preuve est alors en tout point similaire a celle de la proposition 3.17 établie sur
la droite réelle dans I’Appendice 2. O

On note W};?(Q) la fermeture dans W*? des fonctions régulieres satisfaisant les
conditions aux limites homogenes de Dirichlet sur I'p.

Proposition 1.17 Soit p € [1,00] et zla + X = 1. Sous les hypothéses ¢ € LP et

p/
~ ! . . .
¢ € LP on a les estimations directes

{ If = Piaflloe < Q_jSHfHWS’p’ pour tout 0 < s <n et f € WP (Q). (1.140)

1= Piafllr < 270 fllwewr, pour tout 0 < s <iv et f € W5 ().

Preuve. Classiquement, si ’on suppose en outre la fonction f dans W?*? pour
s > 1/p de fagon a pouvoir définir la trace sur les d—1 interfaces de la décomposition,
on peut démontrer le résultat plus fort suivant (voir [19] ou la preuve est écrite pour
p = 2 mais se généralise facilement quelque soit p): pour toute fonction f telle que
5P(Q),Vi=1,...,N et 1/p < s <n alors

N
If = Praflle < 27 I lwercan)-

=1

Pour s = 0, le résultat traduit simplement la stabilité des projecteurs et pour
s €]0,1/p], p # 1 il s’en déduit par interpolation. Pour p = 1 il faut supposer
n > 2. Alors pour s = 1 on obtient en fait par interpolation ’espace de Besov 311,1
qui differe de I'espace W' mais ne change en rien I'application du Théoreme de
caractérisation 1.4. Le cas n = 1 ne concerne en pratique que le générateur ¢ = Xjo 1
pour lequel la discrétisation obtenue est constituée d’éléments finis de type Qp pour
lesquels les estimations sont classiques. 0

Les estimations directes et inverses pour p < 1 en norme Besov Bsp restent
vraies moyennant pour les estimations directes, I’ hypothese d’injection de Sobolev:
pour un r tel que ¢ € L', ¢ € L avec r € [1 o], ——I—T 1, alors ——|—p > %
Elles s’écrivent comme sur la droite réelle (Appendice 2) et ’on renvoie au § 111 de
[26] pour leur démonstration. Le Théoreme de caractérisation 1.4 s’applique alors

directement.

Compression. Pour obtenir les propriétés de compression des fonctions dans la base
d’ondelettes (par exemple primale Wq) il n’est plus cette fois possible (au voisinage
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des interfaces de la décomposition) de se ramener au domaine de référence, dans
la mesure ou certaines parmi les ondelettes aux interfaces seront supportées sur
plusieurs sous domaines. En revanche elles vont se déduire des propriétés d’approxi-
mation locale des espaces V. Il ressort de la démonstration de la proposition 1.17 (cf
[19]), que les projecteurs P;gq satisfont une propriété d’approximation locale (voir
aussi en Appendice 2 la preuve de la proposition 3.16) du type

If = Piafllir, S 270 fllwer,.) VO < s <net fe W5 (Q,). (1.141)

~

o Q. et Q;, sont des voisinages du point = € G; de diametres ~ 27/ et qui
intersectent les sous domaines €; pour ¢ € [(x).

En anticipant sur la construction présentée ci-dessous, les ondelettes 1)y, Al =4
sont supportées dans des voisinages du type ), et sont par définition orthogonales
aux espaces V;({) pour le produit scalaire (.,.). On en déduit que pour p € [1, 0]
tel que ¢ € LP et ¢ € L?, on a pour tout 0 < s <n et f € WP (Q;2)

(f7 7Z)/\) (f - Pl,va 772)/\) N
I~ P s, ol (1142
277277 fllyena, .

AN AN

La méme propriété s’écrit symétriquement dans la base duale W, i.e. pour les
produits scalaires (f, ), avec les mémes hypotheses sur les conditions aux limites
de la fonction f. Du fait de ces conditions aux limites, la compression des opérateurs
en représentation de Galerkin dans la base Uq, ne sera pas optimale au voisinage de
I'p.

Pour y remédier il faudrait pouvoir construire une AMR duale de V;(Q) sans
conditions aux limites. C’est partiellement possible en renoncant au raccord C° de
I’AMR duale, ce qui n’est restrictif du point de la stabilité de la base primale Wq
que pour un générateur & continu et un raccord géométrique C', m > 1. Il suffit de
considérer les choix d’AMR sur I'intervalle (1.99)

(@5, &5

avec CL € B, 6. = 6.+ CL. +1, £ = 0,1 et dans tous les cas (L = (—=1,—1). La
proposition 1.15 est alors inchangée. Cette fois la perte des propriétés optimales de
compression ne concerne que le voisinage des p-faces de I'p N9, pour p < d—2. Ce
choix est donc meilleur pour les propriétés de compression mais la construction des
bases d’ondelettes associées est rendue plus délicate par la perte de symétrie, bien
que la méme méthodologie proposée ci-dessous s’applique.

Construction des bases d’ondelettes

Nous allons a présent introduire une nouvelle technique de construction des bases
d’ondelettes biorthogonales W, o et U, o associées aux espaces complémentaires

Wi(€) = Viaa (@) 0 (Vi) et W(9) = Via (Q) N V()
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Le principe consiste, comme pour la construction des ondelettes sur l'intervalle,
a définir dans un premier temps une complétion W} de ;o dans V;;1(Q2) et a
soustraire ensuite la projection grossiere P; g, de sorte que

Uiq= (- PV, (1.143)

La complétion \Ing (resp. \Tlgg) est construite a partir des fonctions d’échelles @, .

(resp. ®;0.) (1.127) et des ondelettes associées W;q. (resp. W;q.) sur chacun des
sous domaines de telle facon que la correction (1.143) n’affecte que les interfaces de
la décomposition.

Moyennant une construction symétrique pour la base duale on obtiendra des
bases biorthogonales locales et donc des bases de Riesz.

La construction est présentée a partir de 'exemple du domaine en L figure 1.18,
ce qui permettra d’alléger les notations, mais les principes dégagés s’appliquent au
cas général quelque soit la dimension d. On étudie ensuite la construction de maniere
exhaustive dans le cas d’'un domaine bidimensionnel.

La définition suivante introduit une hiérarchie naturelle dans la définition des
interfaces de la décomposition qui s’avérera essentielle pour la suite.

Définition 1.4 Interfaces. On appelle (d — 1)-interface de la décomposition de
domaine (£, ki )i=1,..n, une (d — 1)-face commune a deux sous domaines §; et ;.
Par récurrence on définit alors, pour 0 < p < d—2, d > 2, les p-interfaces comme
étant les p-face communes a au moins deux (p + 1)-interfaces.

Pour d = 1,2,3 on emploiera la terminologie usuelle suivante. Pour d = 1 les
O-interfaces sont appelées faces ou sommets. Pour d = 2 les I-interfaces sont les
faces et les O-interfaces les sommets. Pour d = 3 les 2-interfaces sont les faces, les
I-interfaces les cotés et les O-interfaces les sommets. Afin de compléter la hiérarchie,
par abus de notations, p = d indiquera les sous domaines ;.

Dans I’exemple du domaine en L on adoptera les notations suivantes (voir figure
1.18).
Q1:[1><[4, Q2:[2><14, Q3:[2><[3.

Ce domaine comporte 2 faces I et I; et un sommet V. Les transformations x;
du domaine de référence 2 = €y sur les sous domaines €25 et {23 sont de simples
translations. Soient (X,Y’) € {N, D}?, on notera

XY XY XY 1 X)Y
((I)j,l 7(1)]‘,[ )7 (q}j,l 7q}j,l )

les bases biorthogonales de fonctions d’échelle et d’ondelettes sur l'intervalle I ou
les conditions aux limites aux extrémités gauche et droite ou basse et haute des
intervalles [ = I, I3, I3, I4 sont indiquées par D pour Dirichlet homogene et N pour
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Neumann i.e. I'absence de conditions aux limites. Les espaces correspondant se-
ront notés \/jX’Y([), VX’Y(]) et WjX’Y([), WX’Y(]). Les fonctions de bases s’écrivent

j j
conformément aux propositions 1.9, 1.10, soit par exemple pour (X,Y) = (D, N)

N%[N_{‘P],p . 799],51} ot DN { ( S‘Q]{) 171""’¢JI7QJ 1}(1 144)
o :{4,5]{1,...,99]@} \I’ {7( — @l ]1,---71/)][% 1)

%I

Q)

FiG. 1.18 — Domaine en L comportant un sommet V' et deux faces Iy et I5.

Les constructions étant bien sur symétriques pour les bases primales et duales,
on va considérer par exemple la base primale U, q.

Ftape 1. On commence par écrire la base @, en la décomposant en p-blocs se-
lon la hiérarchie des p-interfaces. On considere donc tout d’abord pour p = d les
fonctions d’échelle qui s’annulent sur tous les p-interfaces pour p < d — 1 i.e. liés
a chacun des sous domaines €;, 2 = 1,..., N. Puis pour p =d — 1,...0, on consi-
dere les fonctions d’échelle non “nulles” sur les p-interfaces mais “nulles” sur les
g-interfaces pour ¢ < p — 1. Dans le cas du domaine en L on obtient la partition

o) ®q)§vliv U & @@ U (I)m ®(I)§VI4D
b0 = U{%,d] + 99],0} ® <I>§fo U q)flf @ {el + el (1.145)

T
U {‘P]‘,ldj @@ j,dj + ‘P],o ® ‘P]‘, + ‘P @ ‘P],o
FEtape 2. On applique a chacun des p-blocs précédents de @1, 0, p = d,...,0, les
décompositions canoniques tensorielles p-dimensionelles de mémes conditions aux

limites.

Proposition 1.18 En excluant les fonctions d’échelle, on obtient ainsi une com-
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plétion \Ing de ®;q dans V;11(). Dans notre exemple du domaine en L elle s’écrit

N,N N,N

\Il]h@\Il U\IIJI iy UCDJI ®\IIJ7I4

o @jgg ® q}flf U xngN ® cbzlf U wglf ® xpzlf
7 U (I)J 12 ® \I/] Iy U \I]if? 1> ® (I)J 14 J Iz ® \I}JJ4
U {80]7 ]70} ® \I}] 1y U \I}] I ® { ]7d —I_ 9‘9]70

(1.146)

Preuve. Par construction on obtient une famille libre de V;;1(Q) telle que
#HU = #D10— #P0.

Montrons que la famille ;o U \Ing est génératrice de V;11(€2). On commence par
constater que l'on génere les fonctions d’échelle de V;11(€2) qui “s’annulent” aux
p-interfaces pour tous p = d—1,...,0, simplement en considérant la décomposition
des d-blocs sur chacun des sous domaines €); indépendamment.

On poursuit avec les p-interfaces successivement pour p =d —1,...,0 en mon-
trant que 'on génere les fonctions de V;11(€) “s’annulant” sur les ¢-interfaces pour
g < p — 1. Vargument se voit clairement en considérant ’exemple de la face I,
du domaine en L (p = d — 1 = 1). Il faut montrer que 'on génere les fonctions

(‘foyl‘il—l,d] + c,o][rj_l’o) ® V]]_Y_ID( I4). On remarque alors que

1 1 N,D
(i1, — V205 + 970 — V2075) @ Vi (1)

“s’annule” aux g-interfaces pour ¢ < p et sont donc engendrées. Il reste donc a
engendrer les fonctions (gofldj + 99]12 )@ V (1) qui sont justement obtenues par la
1-décomposition canonique

(i, 4+ #7%) @ VP (L) = (91 + 07%) @ VNP (L) & (], + ¢i) © WP (L),

L’argument est le méme pour 1 < p < d — 1. Enfin aux sommets, considérant la
fonction d’échelle ;41 au niveau 7 + 1 associée a un sommet V, on retranche
la fonction d’échelle v/2p;y au niveau j et la différence “s’annule” a toutes les 0-
interfaces et est donc générée. 0

FEtape 3. La construction de la c?mplétion \ilgg de &)]‘79 dans \N/H_l(ﬂ) s’effectue de
fagon entierement symétrique ( \Ing s’écrit comme \Ing en rajoutant les indices ™).
On a alors la proposition suivante.

Proposition 1.19 Les bases

{ Wig = (- Pia) Vg, (1.147)
Q= Q



sont des bases de Riesz (uniformes) locales des espaces W;(§2) et W](Q) En outre,
il va suffire d’effectuer les corrections grossiéres (1.147) et les biorthogonalisations
de ces bases sur un nombre fini de fonctions, indépendant de j, pour chaque p-
interface, p = d — 1,...,0. Pour une p-interface, le calcul se raméne en effet par
produit tensoriel a celui d’une O-interface en dimension d — p.

Preuve. La preuve est constructive.

La hiérarchie des p-interfaces pour p = d,...,0 définit une partition de la grille
G; (1.128). Pour une p-interface F', on notera G;(F') le sous ensemble de G, asso-
cié a cette partition. Il sera commode d’associer a chaque ondelette ¢ (ou ;/N)M),
k=0,...,27 —1, sur 'intervalle de référence, un point n;x de I'intervalle [0, 1]. Dans
la mesure ou seuls les interfaces nous intéressent, on imposera ici seulement 7,9 = 0,
Ni9i_1 = 1, alors que les autres 2/ — 2 points sont choisis arbitrairement dans ]0,1].
Ainsi on peut associer, par produit et par les difféomorphismes k;, a chaque fonction
de \Ing (ou \i/gg), un point de €. Bien sur, plusieurs fonctions distinctes peuvent
étre associées au méme point.

Soient F, ’ensemble des p-interfaces et

On a alors les propriétés suivantes: seules les fonctions de \Ing associées aux points
b

de B
U 6,(F)/To

Fer

font 'objet d’une correction de grille grossiere. Soit  un point de (Jpcr G;(F)/Tp C
Gia et @;u, @i les fonctions d’échelle biorthogonales associées au point z. La cor-
rection des fonctions f de \Ing concernées s’écrit simplement

f=(f,@ix) Pja- (1.148)

En particulier cette correction est bien sir locale.

Apres correction, seules les ondelettes primales et duales associées aux points de

U G,(F)

Fer

la grille

doivent étre biorthogonalisées. En outre la biorthogonalisation découple pour chaque
interface i.e. pour chacun des sous ensembles de fonctions associées aux points de
G;(F). Les ondelettes correspondantes seront dites associées a 'interface F.

On note U, r et \TILF les ondelettes (avant biorthogonalisation) associées au p-
interface F, avec #W; p = #W.  ~ 297, Leur construction se réduit par tensorisation
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dans les directions de l'interface, a la construction des ondelettes associées a un 0-
interface en dimension d — p (i.e dans les directions orthogonales a 'interface). De
méme 'inversion de la matrice de biorthogonalisation Cr = (¥, , KTIJF) se rédult a
inverser une matrice de dimension indépendante de j qui n’est autre que la matrice
de biorthogonalisation des ondelettes du 0O-interface précédent. Noter que ces ma-
trices sont nécessairement inversibles car les espaces d’ondelettes W;(Q) et W;(9)

sont biorthogonaux (cf lemme 1.2).

Ces propriétés prouvent en particulier que les bases U, et quQ sont des bases
de Riesz locales et que la biorthogonalisation conserve la localité. In fine on obtient
- les ondelettes (par exemple primales) associées aux interfaces qui se déduisent par
produit tensoriels de calculs faisant intervenir uniquement les ondelettes et fonctions
d’échelle sur 'intervalle de référence [0, 1] ;0. @jd,, ¥ 0, ¥j2i-1 et les paramétrisa-
tions ;.

- Les ondelettes restantes associées a chaque sous domaine 2; et appartenant a U, g, .
0

Remarque 1.24 Le choix des ondelettes aux interfaces n'est pas unique. En parti-
culier, la biorthogonalisation des ondelettes primales U, p et duales KTILF laisse une
latitude de choix que ["on peut exploiter afin d’imposer des propriétés supplémen-
taires comme celle de symétrie ou de support minimum (voir [20] pour une étude
détaillée). Si l'on note Kp et Kp les malrices de changement de base telles que
\I/?%U = KpVU,p et \T/?%U = f(FqILF, alors elles doivent vérifier la relation

Kr CF ([}F)T = Ip.

Noter qu’il est toujours en particulier possible de définir les ondelettes primales et
duales par les mémes formules (a Uindice™ prés) dans la mesure ot la matrice Cp
est symétrique et ou les formules sont bien sur identiques avant [’étape de biortho-
gonalisation.

Preuve. La matrice Cr peut s’exprimer comme la matrice des produits scalaires

(fi,fl), ol les fonctions f; et f; sont des combinaisons linéaires f; = Y. ¢! 4, et
fi =3, v, avec la propriété (1u, tar) = (u, thar) = 0 ou 1. On en déduit que la
matrice Cr est symétrique. 0

Exemple du domaine en L. Afin d’illustrer la preuve constructive précédente, on
va construire les ondelettes associées a la face I, et au sommet V du domaine en L.
On considere tout d’abord les conditions aux limites I'y = I' puis ensuite I'p =T
La construction pour la face I, se ramene a considérer dans un premier temps
le 0-interface en dimension 2 — 1 = 1 constitué par I'union des intervalles I; et I
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qui s’intersectent au sommet V. Deux ondelettes de \I/] LU, sont concernées par
la correction de grille grossnere a savon* celles qu1 s’écrivent a 'aide des fonctions
d’échelle et des ondelettes c,om], c,o]’o, ;/)] i1 ;/)

Il _ Il I2 _ I2
77%‘72]_1 S‘Qj72j_1 et 77Z)j,0 S‘QjO‘

)

La correction de grille grossiere de I'une quelconque f de ces fonctions s’écrit sim-
plement

L. . .
f = U@, + #f) (o, + 01).

On obtient donc les ondelettes primales

1 1
I I I I I I
¢j}2]-1 + 5(99]‘?0 - ‘P]‘,ld]) et ?Z’j?o + 5(99]',151] - ‘P]‘?o)

et de méme pour les ondelettes duales avec les indices . La matrice de biorthogo-
nalisation est symétrique et admet comme vecteurs propres (1,1) et (1,—1) ce qui
conduit au choix des ondelettes biorthogonales

I, I 1
77Z)j,0 = %(¢;2J T 77b )
I,I 1
%91 = %(%{2]—1 99]7 ¢ + 99]7 )

pour les primales et de méme pour les duales avec I'indice .

(1.149)

Il est alors facile d’en déduire les ondelettes associées a la face I, par tensorisation

des ondelettes précédentes ;/)]{10’12, @/}Il’b et de la fonction d’échelle %(cpf}d] + Lp%)

avec les bases CI)Nf et {@/}J ., k=0,...,27 —2}. On obtient les ondelettes primales

1,1 1,1 N
1,12 t 1,12 k_o d —1
{ 77Z) ®S‘Q e 77Z) ® ]k? bl 9 (1150)

slit 0 v, v @ i e Lo, Tl ol k=0,

et de méme pour les ondelettes duales avec 'indice .

La méme démarche s’applique a la construction des ondelettes associées au som-
met V. On retient tout d’abord les 7 fonctions de \Ilﬁn qui s’écrivent exclusivement

) I :
a ’aide des fonctions c,o]o, ;/)]70, c,o]’o, V%0 c,om , ;/)]72] . c,om , ;/)] L;_, & savoir

(¢£20 - 90]1720) ® (¢£42j_1 - S‘Q]I'?d])7

(¢II _.Ah ) ® Iy (¢II _.Ah ) ® ¢
7,27-1 Sojvdj S‘de ’ 7,29 -1 S‘Q], 3,20—17

P70 © (Vi — ¥50) Ui ® (U5 — @),

(¢£20 - ‘P]I‘?o) ® (‘P]‘,O + ‘P]‘,dj)v (‘P]‘,dj + ‘P]‘,O) ® (15;742]_1 - ‘P]I‘?d])

La correction de grille grossiere appliquée a 'une quelconque f de ces fonctions
b4 M
s'écrit

f= (@) eiv,
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ou ;v et ¢,y sont les fonctions d’échelle biorthogonales associées au sommet V.
Apres correction et biorthogonalisation on obtient par exemple les expressions sui-
vantes identiques des ondelettes primales et duales (moyennant I'indice ™ pour ces
dernieres).

(el vl reheeh, | ek wﬁo)

o L(vh, ool +¢ oty + vl @ k)

'%(‘pﬁ DY @Yyt j,0®¢j,o>

L((Wh - ¢k @ wm olo) + (85 — ) © (Wl + 0l
=2l — @h)@ﬂvﬁhl+¢h)>

o (<2005 — ) ® (Wl + oh) + (VI + 95) © (815, — 92)
(Wl el @ <W )

oL ((Wh ~ k) © (0] m 265 — o) @ (0l — vl
(0l — el < =)

o L (0l — el © (0h — wlo) + (00 — ol O (8 —¢)

On termine 'exemple du domaine en L par le cas des ondelettes associées au
sommet V avec conditions aux limites de Dirichlet sur I'p = I'. Cette fois la base
b, o s’écrit

D,D D,D
diq = (I)Jh ®(I)JI4 U (I)JI2 ®(I)J713 Y (I)sz ®(I)JI4 (1‘151)
7 U{S‘QL }®®]I4 U ®]12 ®{S‘Q S‘Q
La complétion \Il?g s’en déduit comme précédemment
D,D D,D D,D D,D D,D
\I}JJl ® \I}JJ4 U \I}JJl ® (I)JJ4D DU (I)JJl ® \I}JJ4
I B A A A TR S
" U (I)JI2 ®\I}JI4 U %JDB ®(I)DI4D U \11]12 ®\I}J'I74
U{S‘Q‘L }®q}]14 U q}]IQ ®{ —I_S‘Q

Au sommet V on retient a nouveau les fonctions de \I/ﬁ Q qui s’écrivent exclusivement

Iy N R
a 1’aide des fonctions c,o]o, ;/)]70, c,o]’o, ;/)]70, c,om , ;/)]72] . c,om s 1Y,y a savoir ici les 5

fonctions

( ‘P],) ( ]zﬂ 1 9917 )

( ]zj 1 I,ld]) ( ]2J 1 99]?%)

( ) ( ) (1.153)
(] %& (%o+¢ﬂ)

(‘P] d, ) ® (?Z’]I,42J—1 ‘foyfdj)
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En P"absence de fonction d’échelle associée au sommet V, il n’y a bien str pas de
correction de grille grossiere et il reste seulement a biorthogonaliser ces ondelettes
et les ondelettes duales. Notre choix (voir figure 1.21 et § 2.1.3 pour le précondi-
tionnement du laplacien) est de conserver les ondelettes primales (1.153) et donc de
modifier en conséquence les ondelettes duales.

FONCTION D’ECHELLE ET ONDELETTES INTERIEURES

Abonvmsro oo

F1a. 1.19 — Pour les générateurs sur R (¢*,1*?) et j = 4, fonction d’échelle ¢; 2
et ondelettes intérieures ¢ @ Vjx, ¥jp @ Y (pourk =271),

ONDELETTE AU SOMMET V #1 ONDELETTE AU SOMMET V #2

AR
IR
\‘V{?;”"
\\’%i/ <

’Q/

'
/

Fia. 1.20 — Pour les générateurs sur R (¢*,v*?) et j = 4, deux des ondelettes
(1.153) au sommet V avec conditions aux limites D-D, les 3 autres s’en déduisent
par isométrie.
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ONDELETTE DE FACE #1

r 3
L s 25
e 2
L e
s s Sos S s
5 _— i
—_—
—_—————— 05
L = SSo
== = ===\~ 4 0
L = = == 05
r = ==X -
e -15
L — 2
F 25
2
ONDELETTE DE FACE #3
r 25
L —— 2
S
g === 2
r = = 5
o ‘{r“‘:’% °
v WNATESS
SN 5
N 1
S
e
L =———1
Sok s sSoSSosS
L =

ONDELETTE DE FACE #2

=
—
—————
—
S———

===
=

ONDELETTE DE FACE #4

=
o —_———.
S S S SIS S F

L S S S

o et
=
s oas s oSOV

e

ONDELETTE DE FACE #5

e
——————

- S s S os so
=X
eSS s SSS
L e
— = NS
s ess S s S s oS S OS SoS S S SZ\ N
s s s s O N
—_— S S
= O\WI/ NN
L = S s o oS oS oSS NS
== e WAa~— W
e s SIS,
=== =N
L S=—————— ==
—— = —————
E e

Fia. 1.21 — Pour les générateurs sur R (¢?,4*?) et 7 =4, les 5 ondelettes (1.150)

de la face Iy (pour k =

2i-1),

Ondelettes aux interfaces d’un domaine bidimensionnel. Il nous faut construire
les ondelettes aux l-interfaces (faces F') et aux O-interfaces (sommets V). Pour ces
dernieres on distinguera les sommets intérieurs V € (), des sommets frontieres V' € I’
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pour lesquels il y a trois cas de figure: V € I'y (sommet N — N), V € I'p (sommet
D—D)etV e€lpnTy (sommet N — D).

Pour visualiser les ondelettes d’interfaces ( cf figures 1.22 a 1.26) on convient
cette fois, suivant [19], d’associer aux ondelettes sur I'intervalle de référence [0, 1] les
points n; 5, k£ =0,...,27 — 1 distincts des points &, k' = 0,...,d; et tels que

Eio=0<mj0<&a<min <Migeo < Mjaimg <Ny <&, = 1.

Noter que I'on associe le méme point aux ondelettes v, et %(?Z’LO — ¢j0) (et de
méme au bord 1) i.e. indépendamment des conditions aux limites. On peut ainsi
associer aux fonctions de \Ing (donc aux ondelettes) et aux fonctions d’échelle, des
points distincts de Q.

Ondelettes de face. Sur le domaine de référence ) =]0,1[%, on note O = (0,0),
A= (1,0), B=(0,1) et I Dintervalle OA. Etant donnée la décomposition de do-
maine (£, K;)i=1,.. N, on suppose que les sous domaines €4 et {5 ont la face commune
I = Q4 N Q. Par commodité d’écriture on peut convenir que

A

k(1) = ry(1) = 1.

x Ondelette

o Fonction d’échelle

Fig. 1.22 — Face I

La construction des ondelettes associées a l'interface I se ramene au calcul du
sommet en dimension 1 déja effectué. Pour le choix (1.149) on déduit alors les onde-
lettes biorthogonales a 'interface I par simple tensorisation, soit pour les primales

o <¢j,k @ @j00 KT+ ik @ @jo0 /fz_1>
s <<Pj,k Djo0 kT 4 ik @100 KJ{I)

Pik © (Yio = @io) 0 kT = 9k @ (Y0 — @io) 0 /fz_1> (1.154)
o <¢J‘,k @00 KT+ ik @bjo0 ﬁl{l)

Yik © (Yj0 = @io) 0 KT =ik @ (Y0 — @j0) 0 /fz_1>

= skl

S

rO | =
N
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et les mémes formules pour les duales avec I'indice .

Sommet intérieur.

Fic. 1.23 — Sommet intérieur V.

On considere un sommet intérieur V' commun aux M sous domaines €Q;, 1 =
1 , M (voir figure 1.23). On note I; ;11 = QN Qiq, 7 = 1,..., M, les interfaces
ou par convention d’écriture M + 1 est identifié a 1. Soit J le segment OB, afin
d’alléger ’écriture on peut convenir que pour ¢ = 1,..., M,

PRI

V =£(0) et /iz(j) = /<;¢+1(j) = I it

Les fonctions de la complétion \Ilg o associées au sommet V' comportent pour chaque

sous domaine €;, 72 =1,..., M, la fonction
fion = ($io —2i0) @ ($j0 — @jo) 0 K7, (1.155)
et pour chaque interface [; ;11,1 =1,..., M, la fonction
fiiiwr = 950 @ (i0 = ¢i0) 057" + (Y0 — ¢50) @ @i 0 Ky, (1.156)

soit un total de 2M fonctions et donc d’ondelettes associées au sommet V' (les croix
de la figure 1.23). La correction de grille grossiere appliquée a 1'une quelconque de
ces fonctions f se réduit a

M M
1 . L. _
f- M(Z/ floy o ki1 gj0 @ @j,odﬂ/‘) Y w0 @pio0n (1.157)
=1 Q =1

et conduit aux 2M ondelettes primales, pour ¢ =1,..., M

— M _
e = (io =250 € [0~ 991]'70) ©Ri - ﬁ 21:1 @0 @ fj,o 0 K] 1
¢j71i,i+1 = P ® (]\@gj,O - Soj,O) oKk, + (¢j,0 - S«Q]‘p) @ @j00 /4;2._+1
—I'% 2121 @0 & Y00 lil_l.
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Un simple changement de base permet de mieux localiser ces ondelettes sur les M
sous domaines. Les combinaisons linéaires 1; o, +%;0.,, + ¥ 1.4, pouri=1,.... M
et ¥; 0, +v¥jq,, pouri=1,..., M —1 donnent 2M — 1 fonctions linéairement indé-
pendantes a supports sur deux sous domaines. On les complete par la combinaison
linéaire Ef\il(;bjgl + ;. 1,.,,) asupport sur les M sous domaines.

211:0(_1)1(77&],70 - S‘Qjﬁ) (? (¢j70 - 99]70) 2-|—l7 1= 1 . M - 17
Vv = %,34@ (V0 — wjo) 0 ki — (thjo — @j0) @00k, i=1,..., M1.158)
Ei:l 77Z)j70 ® 77Z)j70 o /ii_l

Les 2M ondelettes duales s’écrivent simplement en rajoutant 'indice . La matrice
de biorthogonalisation

(Wjv, ¥iv)
se calcule facilement et ne dépend que du nombre de sous domaines M. La biortho-
gonalisation laisse une latitude de choix des ondelettes primales et duales qui permet

d’imposer des propriétés supplémentaires comme celles de support minimum ou de
symétrie. Ces choix sont étudiés en détail dans [20].

Sommet Neumann-Neumann

Il2

Fic. 1.24 — Sommet Neumann-Neumann V.

On considere M sous domaines ayant le sommet commun V' € I'y. On note
et Qas les sous domaines intersectant I'y et Iy, = 0Ny, Ioyr = Qu N Ty leurs
interfaces avec la frontiere I'y. Les sous domaines partagent les interfaces communs
Livi = QN Qq, 7 = 1,...,M — 1. On supposera & nouveau par commodité
d’écriture que

v

kA(O), i=1,..., M,
)= 1Iog, kM(J)—[O,Ma
):kz—l—l()— 272'_|_1,Z.:1,...,M—1.

K> ~

o (
i
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Les fonctions de la complétion \Ing associées au sommet V' comportent pour chaque
sous domaine ;, ¢ = 1,..., M, la fonction (1.155) et pour chaque interface I, 41,
i=1,...,M —1, la fonction (1.156). Enfin une fonction est associée a chaque face
Iyy et Ippr. Par simple combinaison linéaire, on retiendra pour ces dernieres les
ondelettes

(Y50 = 9i0) @j00 KT (1.159)

pour [y, et
Vi0 @ (thjo — @j0) 0 Kyl (1.160)

pour Iy a au lieu des fonctions de \Ing (Vi0—0i0)@¢;0067" et ;0@ 0—pi0)0K, -
On obtient un total de 2M + 1 fonctions et donc d’ondelettes associées au sommet
V Neumann-Neumann. La correction de grille grossiere se calcule comme précédem-
ment et par des combinaisons linéaires similaires au cas du sommet intérieur on
obtient la base d’ondelettes au sommet V' suivante.

1

(%/)Jl‘,o — @j0) @00 KT,
Sico (=D (hj0 — @i0) @ (Vjo — pjo) okl i=1,..., M — 1,

Uivnn = 4 ©i0® (Yj0 — o) © Ky s (1.161)

Yio @ (¥i0 = ¢j0) © ki = (Y0 = @i0) @ joo ki, i= 1. M~ 1
>icy Yio @ jo 0k
On peut par exemple retenir cette base pour les ondelettes primales et la base duale

se déduit par inversion de la matrice de biorthogonalisation (U, v, ., Wy, ) qui
ne dépend que de M.

Sommet Dirichlet-Dirichlet

° I

12
Fic. 1.25 — Sommet Dirichlet-Dirichlet V.
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Les notations sont les mémes que précédemment. Les fonctions de la complétion
\Ing associées au sommet V' comportent pour chaque sous domaine ;,: =1,..., M,
la fonction (1.155) et pour chaque interface [;;41, ¢+ = 1,..., M — 1, la fonction
(1.156). Cette fois il n’y a pas de correction de grille grossiere dans la mesure ou il
n’y a pas de fonction d’échelle au sommet V. On obtient donc directement les 2M —1
ondelettes primales (et de méme duales) qu’il s’agit seulement de biorthogonaliser.

\I}‘V — (¢j,0_¢j,0)®(¢j,0_¢j,0)Olii_lv izlv"'va .
hrpp Pi0 @ (i — win) 0 k7 + (i — io) @ wjo0 kL, 1=1,....,M—1.

Sommet Neumann-Dirichlet

° I

12

Fic. 1.26 — Sommet Neumann-Dirichlet V.

A nouveau les notations sont identiques. Les fonctions de la complétion \Ing
associées au sommet V' comportent pour chaque sous domaine €;, 1 =1,..., M, la
fonction (1.155), pour la face Iy, la fonction (1.159) et pour chaque interface I; 11,
i=1,...,M —1, la fonction (1.156). Cette fois encore il n’y a pas de correction de
grille grossiere dans la mesure ou il n’y a pas ici non plus de fonction d’échelle au
sommet V. On obtient donc directement les 2M ondelettes primales (et de méme
duales) qu’il s’agit de biorthogonaliser.

(Vj0— ¢j0) @00 KT, o
iVeen = 4 (Wi0— @i0) @ (Yjo—wjo) ok, 1=1,.... M
@50 @ (jo — @j0) 0 k7" + (Y0 — pio) @ pjo0 /i;rlp i=1,...,M—1.

Y

Programmation des algorithmes de décomposition et recomposition. La
méthode de construction des ondelettes aux interfaces de la décomposition suggere
naturellement une programmation parallele des algorithmes de décomposition et re-
composition qui en outre tienne compte de la nature essentiellement tensorielle de
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ces transformations sur chacun des blocs de la hiérarchie des interfaces. Ces algo-
rithmes (par exemple pour les bases primales) iterent sur I’échelle j les changements
de bases a deux niveaux

(I)H_LQ S q)]‘7Q U \I}LQ.

[’idée consiste a procéder en deux étapes. Par exemple pour la décomposition (et
en sens inverse pour la recomposition)

(i) Décomposition correspondant au changement de base
i1 = Pja UV

qui “découple” sur chacun des p-interfaces pour p = d,...,0 et équivaut sur
chacun de ces p-blocs, dans les directions du p-interface, a une décomposition
canonique tensorielle en dimension p.

(ii) Correction aux p-interfaces pour p =d —1,...,0 selon les formules de correc-
tion de grille grossiere et de biorthogonalisation.

Décompositions multiéchelles anisotropes sur le domaine (). Certaines classes
de singularités anisotropes peuvent étre comprimées plus efficacement par des on-
delettes permettant de combiner des échelles fines suivant certaines directions et
des échelles plus grossieres selon les autres directions. C’est en particulier le cas des
couches limites le long de la frontiere du domaine ainsi que des singularités d’aretes
en dimension 3.

Dans ces exemples, les directions privilégiées se ramenent par les difféomor-
phismes ;' aux axes du domaine de référence, et il est donc naturel de chercher &
étendre la construction des bases anisotropes du §1.4.1, au cadre de la décomposition
de domaine.

[’idée consiste a partir de la décomposition isotrope

Pir10 = PaUV¥,q

et a effectuer une décomposition tensorielle anisotrope jusqu’au niveau jg des bases
de fonctions d’échelle apparaissant dans la décomposition en p — blocs, p=4d,...,1
de W, q. Si ces décompositions sont stables dans L? (avec des constantes indépen-
dantes de 7), la nouvelle décomposition aura les mémes propriétés de stabilité dans
H?* () que la décomposition isotrope.

Nous allons illustrer les différentes possibilités de telles décompositions dans le
cas du domaine en L précédent. Il est commode d’avoir en téte la base U; g rappelée
ci-dessous.

Les 2-blocs de VU . Associé au sous domaine )3 = [1 @ I4 on a retenu

UV @ UV e oMY NP g Y (1.162)

g Jida 0 T 50 e 0 T g0 Jda
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ou la notation * indique que 'ondelette correspondant a ’extrémité 0 ou 1 a été
otée. De meme associé au sous domaine 25 = [, ® [, on a

VAR R GARER ISR S (1.163)

Jil2 g1

et au sous domaine 3 = I, @ I3,

\11]12 @\Ilﬂs \11]12 ®<I>]13 , <I>]12 @\11]7[3. (1.164)
Les 1-blocs de U . Associées a la face I, on a les ondelettes d’interface
I,I N* N,D
(c,o]d + c,ojo) ® \I/] 7, et {;bj’(s) ,e=0,1}y @ (¥ in Ve, ), (1.165)
et de méme pour la face I,
W @ (et + @) et (Wn U)o ¢l e = 0,1} (1.166)

Les 0-bloc de W, . Ce sont les 7 ondelettes (1.151) calculées au sommet V.

Le plus simple est de redécomposer uniquement les bases de fonctions d’échelle
CI);(I’Y apparaissant dans les d-blocs (1.162,1.163, 1.164)

Xy Xy Xy
@J%¢IUU%F
I=jo
Ces décompositions sont bien siir uniformément stables dans L?.

[’alternative consiste a redécomposer aussi les bases aux interfaces 1, et I,. Pour
se faire la seule difficulté consiste, par exemple pour la face 14, a associer le terme
d’interface (c,oll + c,ol? ) @ U avec les 2-blocs @Y7 @ UMV et 0PV @ U Ces

NELZ 3,0 Il Jh Il VAL Jla
termes se réécrivent alors sous la forme

NN N
(® 10, @)U ( i ®{77Z)]2J s

et I'on remplace les bases de fonctions d’échelle CI)jYI’f\LLZ et CI)?TI’? par les bases mul-
tiéchelles ad-hoc, ces transformations étant uniformément stables dans L2.
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Chapitre 2

Problemes elliptiques

Ce chapitre traite du cadre des opérateurs elliptiques linéaires A adaptés
(1) au préconditionement diagonal en base d’ondelettes
(2) a la compression en base d’ondelettes.
La combinaison de ces deux propriétés donne lieu, sous certaines conditions, a des al-
gorithmes optimaux a la fois pour I’approximation linéaire et "approximation adap-
tative.

Ce cadre comprend les opérateurs différentiels fortement elliptiques d’ordre 2m
sur un domaine de Q C R%

. anfB,, —
Au . = ElaHﬁISm ao,30°0°u = f, sur , (2.1)
B = 0 sur 012,

ou l'opérateur B représente des conditions aux limites ad-hoc et ou le symbole prin-
cipal

Plw): = Z aaﬁwa‘m (2.2)
|orl,|Bl=m
vérifie la condition d’ellipticité uniforme

Pw)>~>0, Ywe R Ve e Q. (2.3)

Sous I'hypothese d’injectivité, 'opérateur A définit un isomorphisme de H*(2) dans
H*7?™ pour un certain intervalle de s, selon la régularité du domaine et des coeffi-
cients a, g.

[ Al gr—em ~ |[ul[zre.

Parmi les cas particuliers on trouve les opérateurs coercifs pour lesquels la forme
bilinéaire

a(u,v): = (Au,v) (2.4)
définit une norme équivalente

a(u, u) ~ [[ullm. (2.5)
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Dans les exemples numériques on considérera

(i) les opérateurs du second ordre a coefficients variables V- A(2)V (dont en particu-
lier le laplacien —A) avec conditions aux limites de Dirichlet, ou A est une matrice
définie positive uniformément en x.

(i) L’opérateur bilaplacien du quatrieme ordre A? avec conditions aux limites ho-
mogenes HZ.

Le deuxieme cadre d’application est celui des opérateurs intégraux coercifs dans
une norme de Sobolev H' d’indice positif ou négatif et dont la représentation dans
une base d’ondelettes U satisfait les propriétés de décroissance

o= (NI Aoy by < 27 IRHINIlo (1 4 g(n, V)7
ouo>d/2, >det
d(A,N) 2 =27 PHYD dist( Supp (¢4), Supp (1))

Ces propriétés sont vérifiées pour une large classe d’opérateurs, en particulier parmi
les opérateurs speudo-différentiels et ceux de Calderén-Zygmund. Elles sont a la base
de leur compression dans la base d’ondelettes W. Le parametre o est fonction de la
régularité des ondelettes alors que 3 dépend de l'ordre d’approximation de ’AMR
duale (cf 1.142) et de 'ordre ¢ de I'opérateur (voir sur ces sujets [81], [13], [89],[46],
[95], [88]). Les exemples les plus classiques sont les opérateurs de simple couche et
de double couche pour la formulation intégrale du laplacien.

Les apports de ce chapitre concernent le préconditionnement du systeme linéaire
obtenu apres discrétisation (§2.1) et la résolution adaptative de I’équation (1) (§2.2
et §2.3). La compression des opérateurs en base d’ondelettes est rappelée en Appen-
dice 3 sur 'exemple modele de 'opérateur laplacien. Le lecteur trouvera un exposé
détaillé de ces techniques dans [46], [89] pour une discrétisation uniforme et dans
[28] dans le cadre des algorithmes adaptatifs.

On introduit en particulier au §2.1.2 un préconditionnement presque diagonal,
dont l'idée consiste a exploiter les propriétés de compression de I'inverse de 'opéra-
teur A™! en base d’ondelettes. Les techniques SPAT (“sparse approximate inverse”),
qui calculent un inverse approché de la matrice sur un sous ensemble creux, sont
donc naturellement plus performantes dans de telles bases qu’en bases de fonctions

d’échelle.

On présente dans la suite du §2.1 une étude numérique des performances du
préconditionnement en base d’ondelettes. I’approche adoptée pour la construction
des bases d’ondelettes est celle de la décomposition de domaine exposée au §1.4 pour
divers choix de générateurs parmi la famille des ondelettes splines biorthogonales.

[’étude porte sur une comparaison des performances du préconditionnement en
bases d’ondelettes selon le choix des générateurs, la nature du préconditionnement
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(diagonal, SPAI, décomposition isotrope ou anisotrope pour des domaines tensoriels)
et le type de discrétisation (Galerkin ou Petrov-Galerkin). Afin d’évaluer la robus-
tesse du précondionnement en base d’ondelettes on va considérer quatre exemples
d’opérateurs: (1) 'opérateur laplacien, (2) les opérateurs différentiels du second se-
cond ordre a coefficients variables, (3) I'opérateur bilaplacien et (4) un exemple
d’opérateur d’ordre —1, 'opérateur de bord ¢ — w.

Le paragraphe 2.2 traite de I'approximation adaptative de I’équation (1). Ces
algorithmes reposent sur la détermination itérative d’une suite de sous ensembles
d’ondelettes A, C V et de solutions approchées t,, de la projection de Galerkin
de u sur 'espace d’approximation Vi, = S({¢, A € A,}). Le passage du couple
(A, @y, ) au suivant nécessite (1) une stratégie de raffinement de I'ensemble A,,,
(2) le calcul de la solution approchée t,,, par un nombre fixé d’itérations du
schéma itératif et moyennant la compression du produit matrice-vecteur dans la base
d’ondelettes {¢y, A € Aup1} et (3) un procédé de seuillage des petits coefficients
de la solution #a,,, de facon a contréler la croissance des ensembles d’ondelettes
successifs.

[’algorithme est alors optimal si la suite (A,, @y, ) satisfait ’estimation

[ =@, S (ML) (2.6)

des lors que la meilleure approximation de la solution u par une combinaison linéaire
de N ondelettes dans la base WU produit une telle estimation en O(N~*). En outre
le calcul de @y, doit idéalement s’effectuer globalement en O(#A,,) opérations.

Un tel algorithme optimal a été récemment con¢u dans [28] pour une large classe
d’opérateurs elliptiques et nous en dégagerons les principaux ingrédients.

On se contente par ailleurs dans ce paragraphe d’illustrer numériquement 1’op-
timalité d’une stratégie adaptative simplifiée pour I'exemple modele de 1"opérateur
laplacien sur le domaine  =]0, 1[*.

Le paragraphe 2.3 introduit un cadre général qui permettra en particulier d’étendre
les algorithmes adaptatifs précédents dans le cas de conditions aux limites de Dirichet
non homogenes pour les problemes du second ordre. Notre approche est adaptative
a la fois sur la donnée de Dirichlet au bord et sur la “partie homogene” de la solution
a 'intérieur du domaine.

Ce probleme se ramene a la construction d’une base d’ondelettes sur le domaine
Q, stable dans H'(), et dont les traces sur le bord du domaine I' = 9 (ou une
partie I'p de celui-ci), définissent une base d’ondelettes stable dans H'/2(T'). Cette
approche conduit naturellement a la construction d’opérateurs de relevement R
stables de B; (I'p) dans B;:Zl/p(ﬂ).

Sa réalisation pratique est étudiée dans le cadre de la décomposition de domaine
exposée au §1.4.
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2.1 Préconditionnement

2.1.1 Préconditionnement diagonal en base d’ondelettes

On considere des bases d’ondelettes biorthogonales
U= {yy, A€V} U={d, eV}

Ces bases seront toujours supposées caractériser les normes de Sobolev H® considé-
rées par les normes [? pondérées des coefficients d’ondelettes (cf (1.50)). On note W
et Wy les collections correspondant au sous ensemble d’ondelettes A et

Vi: = S(Ty), Vi = S(Ty)
les espaces engendrés. En particulier le sous ensemble
AJl :AoquU...UVJ_l

engendre les espaces de discrétisation uniforme Vj et \7J, pour lesquels on dispose
aussi des bases de fonctions d’échelle biorthogonales ®; et @ .

Soit A un opérateur d’ordre 2t appartenant a I'une des classes définies ci-dessus.
On va considérer deux types de discrétisation de I’équation

Au = f.
La premiere est la discrétisation de Galerkin pour 1’espace de fonctions test Vi:

{ Trouver up € Vj tel que (2.7)

<"4u1\7v1\> = <f7 UA>7 \V/UA S VA-

La seconde est une formulation de Petrov-Galerkin pour des espaces de fonctions
test et d’essai biorthogonales:

{ Trouver up € Vj tel que 2.8)
<AuA7ﬁA> = <f7 ﬁA>7 \V/ﬁA S VA- '
On notera dans le premier cas Ay, : = (AW,, Uy) et dans le deuxieme cas A@A&A :

= (AU,, \T/A> la matrice de rigidité résultant de la discrétisation de 'opérateur dans
les bases d’ondelettes Wy, Wa. Pour A = A les matrices dans les bases de fonctions
d’échelle seront elles notées Ag , et A@J@J.

Méthode d’approximation de Galerkin

Dans le cas d’'un opérateur associé a une forme bilinéaire a symétrique coercive
en norme H', 'optimalité du préconditionnement diagonal en base d’ondelettes de
la matrice Ay, est une conséquence facile de la caractérisation de la norme H' par
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la norme [* pondérée des coefficients d’ondelettes (cf [63], [41]). Soit Dy la matrice
diagonale

DA L= (2|/\|5/\,/\’)/\,/\’€A'

Pour uy = UEKIIA il suffit d’écrire les équivalences de normes

(Ag,Ur,Upn) = a(unp,uy)
~ uallz

~ <D12\tUA7 UA>7

pour conclure que la matrice Ay, est spectralement équivalente a la matrice dia-
gonale D3, ou encore que la matrice D' Ay, Dy est spectralement équivalente a
I'identité. Le nombre de conditionnement de Dy'Ag, Dy*, égal pour une matrice
symétrique au rapport des valeurs propres maximale et minimale, est donc borné
indépendamment de I'ensemble A. Il est facile de voir qu’une borne est donnée par

lall Cw
il 2.9
. (2.9)
ol o : = inf,epe a(u,u)/||ul|3 est la constante d’ellipticité de la forme bilinéaire
a, lal| = = sup, epme alu,v)/(|[ul|ge]|v]| ) sa norme et Cy,cy les constantes de

I’équivalence de norme (1.50) dans la base W pour s = .
De méme, la diagonale de 1'opérateur en base d’ondelettes

DA\I/A D= ((Aa, a)0a ) a v

est aussi spectralement équivalente a Ay, et en pratique ce choix est meilleur dans
la mesure ou il prend en compte les variations locales de "opérateur. En particulier
dans le cas d'un opérateur différentiel a coefficients variables, il devrait permettre,
sous des hypotheses de régularité des coefficients, de s’affranchir de la dépendance

n ”;L” Des résultats numériques abondant dans ce sens seront présentés au §2.1.4,
bien au’aucun résultat théorique ne soit pour I’heure établi.

Dans le cas général il faut disposer en outre d’une propriété de stabilité discrete
qui s’écrit sous la forme d’une condition inf-sup

(Aun,va)
inf  sup
un€Va uyevy [[uallmellval g

1 (2.10)

supposée vérifiée uniformément en A. Soient (5 et Q A les projecteurs biorthogonaux
(., \I/A> Uy et (., \IIA>T\I/A Il est facile de voir que cette condition est équivalente a
la propriété de stabilité

1QaAun = ~ |[uallme, Vua € Va. (2.11)

Celle-ci est immédiate dans le cas d’une forme bilinéaire coercive (méme non sy-
métrique). Sur le tore T% et pour une discrétisation uniforme A = A, elle est
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démontrée dans [45] dans le cas général d’un opérateur pseudo différentiel injectif,
borné et de symbole principal coercif. En revanche, I’extension de ce résultat a des
conditions aux limites non périodiques n’est pas établie. On notera ||.|| la norme
[? pour les vecteurs ainsi que la norme matricielle associée pour les matrices. La
proposition suivante est alors démontrée dans [45].

Proposition 2.1 On suppose Vi C H' et la stabilité H' de la base primale ¥ et
donc H™" de la base duale W. Sous l'hypotheése de stabilité discrete (2.11), le nombre
de conditionnement de la matrice By = DXtAq;ADXt

K(By) = = [IBallllBY] (2.12)

est borné indépendamment de A.

Preuve. En utilisant les équivalences de normes primale | XTWA |t ~ |[D4 XAl et
duale [|[Y W[ ~ ||[Dy Y4, il est facile de réécrire la condition de stabilité (2.11)
en terme matriciel. Pour tout Uy

DX Aw, Usll ~ [ Dy U],
et donc pour tout X (= DiUx)
DX Aw, Dy Xa || ~ |1 X4ll

qui traduit que la matrice By est uniformément bornée ainsi que son inverse. 0

Méthode d’approximation de Petrov-Galerkin

L’intéret des schémas de Petrov-Galerkin utilisant des fonctions tests et d’essais
biorthogonales réside dans le fait que 'opérateur identité 7 est alors représenté par
les matrices identités.

<\I/A,q/A> = [A ou <q)J7&)J> = [AJ‘

Cette propriété est particulierement intéressante dans le cas de schémas en temps
explicites ou "opérateur en espace se réduit a I'identité. On évite ainsi d’avoir recours
a la condensation de masse. On en tire aussi parti dans le cas d’une discrétisation
implicite de problemes paraboliques ou "opérateur en espace apres discrétisation en
temps est du type Z — v A avec v << 1 pour des petits pas de temps ou des grands
nombre de Reynolds dans le cas des équations de Navier Stokes.

[’aspect délicat de ce type de discrétisation est que méme dans le cas d’un opéra-

teur coercif autoadjoint, la stabilité du schéma n’est pas assurée. Soit un opérateur
A d’ordre 2t que I'on suppose définir un isomorphisme de H* dans H*™?* sur un
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certain intervalle de s (incluant s = t). La condition de stabilité de la discrétisation
(2.8) prend a nouveau la forme d’une condition inf-sup discrete

<.AUA, ﬁA>

un€Va g e [[uallme||oal gae-:

> 1 (2.13)

supposée vérifiée uniformément en A. En particulier ceci suppose Vi C H”® et Vi C
H?*7*. Le choix le plus naturel est bien sir s = ¢ mais la faible régularité des
fonctions test de Vi nécessite souvent d’augmenter s. Un cas extréme est celui de
la collocation ou les fonctions tests sont des distributions de Dirac et les fonctions
d’essai des fonctions d’echelle interpolantes (voir [10], [89]).

Grace a la biorthogonalité des espaces V) et Vi et & I’isomorphisme, cette condi-
tion est équivalente a la propriété de stabilité

1QaAun| o=zt ~ |Jua]|me, Yua € Va. (2.14)

Celle-ci est a nouveau démontrée dans [45] sur le tore T pour une discrétisation
uniforme et dans le cas général d’un opérateur pseudo différentiel injectif, borné et
de symbole principal coercif. On prouve alors de facon similaire a précédemment la
proposition suivante.

Proposition 2.2 On suppose V) C H* et Vi C H¥* et la stabilité H® de la base
primale U et H*'=* de la base duale W. Sous Uhypothese de stabilité discréte (2.14)
le nombre de conditionnement de la matrice By, = DZ_Q’:A@A&AD[ZS

K(By) = = [IBallllBY] (2.15)

est borné indépendamment de A.

Schémas itératifs

Matrices symétriques. Pour des matrices A creuses la résolution du systeme linéaire
AU = F geffectue le plus efficacement (en terme de stockage et de temps de calcul)
par des méthodes itératives.

Les plus simples de ces méthodes sont les méthodes de descente selon le gradient
de la fonctionnelle F(U) : = ||F'— AU||? qui calculent la solution du systeme comme
point fixe de la suite récurrente

Uk_|_1 — Uk = Oszk, Rk L= (F — AUk_l).

Le parametre ap = est choisi par exemple de facon a minimiser localement ’erreur
er, = (A(U—=Uy),U—Uy). Pour des matrices symétriques définies positives ce schéma
admet pour taux de convergence du résidu



tel que ||Rx|| < p*|| Rol| et ott K(A) est le nombre de conditionnement de A.

Le gradient conjugué CG est une méthode d’ordre 2 ou la direction de descente
Py, telle que Uy — Up = ay. Py, est cette fois une combinaison linéaire du résidu Ry,
et de P,_q, choisie a nouveau de fagon a minimiser localement l’erreur en norme
d’énergie (voir [73]). Il converge pour des matrices symétriques définies positives au
K(4)1/2-1 .

= X(a)yi23; bour un cout inchangé par itération.

taux p: X(A)

Pour un probleme elliptique d’ordre 2¢, le conditionnement de la matrice Ay,
est de Vordre de 22[tlimaz oy JImaz €st I’échelle la plus fine de la discrétisation Vi. De
meéme, en base de fonctions d’échelle @, le conditionnement de Ag, est de 'ordre
de 2211V 1] est donc indispensable de préconditionner au préalable le systeme i.e.
trouver une matrice C' creuse, symétrique, définie positive telle que C' ~ A7, On
applique alors le schéma itératif précédent au nouveau systeme équivalent

(01/2A01/2)(C—1/2U) — (01/2F)

Apres substitution le gradient conjugué préconditionné ou PCG admet comme nou-
velle direction de descente

Uk_|_1 - Uk = OszPk

Le taux de convergence est cette fois

IC1/2(01/2A01/2) -1
pr = K12(C12AC2) 4+ 1

et le prix a payer est le calcul a chaque itération du produit matrice-vecteur C' Py en
sus du produit AUj.

On voit que efficacité des schémas itératifs est fonction
(i) du conditionnement de la matrice C'/2AC/?,
(ii) de la complexité du produit matrice-vecteur AU,
(iii) de la complexité du préconditionnement C P

Il nous faut maintenant distinguer le cas des discrétisations uniformes V; des
discrétisations adaptatives V4 ou A est un ensemble a priori quelconque d’onde-
lettes. Dans le deuxieme cas les calculs s’effectuent bien stir en base d’ondelettes. Le
préconditionnement est alors simplement la diagonale

=2t —1
C' =D, ou DAq;A

qui fournit d’apres la proposition 2.1 un taux de convergence p < pp < 1 ou prim
est indépendant de la discrétisation A. Le produit matrice-vecteur nécessite une
compression en base d’ondelettes qui tienne compte a la fois de la décroissance des
termes de la matrice et de celle des coefficients du vecteur. Ces techniques sont ana-
lysées dans [28] dans le cadre de 1’étude de 'optimalité des méthodes adaptatives et
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seront rappelées brievement au §2.2.2.

Dans le cas d’une discrétisation uniforme, il faut distinguer le cas des opérateurs
différentiels ou le produit matrice-vecteur est toujours plus économique en base de
fonction d’échelle @ ; qu’en base d’ondelettes W, ,, du fait de I’absence d’interaction
entre les échelles. Dans ce cas le calcul du résidu Ry = F}, — AU, s’effectue dans
la base ®; et I'étape de préconditionnement nécessite deux transformées en onde-
lettes rapides. Soit M; l'opérateur de recomposition a deux échelles défini au §1.1.2
qui s’exprime & l'aide des filtres primaux H’ et GY. L’opérateur de recomposition
multiéchelle s’écrit alors

Tj — Mo...MJ_l.

L’opérateur transposé T'; est 'opérateur de décomposition sur les composantes du
résidu i.e. sur les produits scalaires (., ®;) — (., W, ) ou encore sur les coefficients
dans les bases duales. Rappelons aussi que I'inverse 7’7" n’est autre que I'opérateur
de recomposition des coefficients dans les bases duales qui s’exprime a 'aide des
filtres duaux H’ et GV i.e. B

Iyt =15

et Ty est I'opérateur de décomposition sur les coefficients dans les bases primales.
L’algorithme du gradient conjugué s’applique ici au systeme

<DXtTJAq>JTjDXt> DL\T7*U = DTy F.
Apres substitution, I’étape de préconditionnement se réduit au calcul de

CP, = TjDX?tTJPk ou mieux T}DZiA TP,
J

Pour des filtres primaux H’ et G7 creux (i.e. des ondelettes et fonctions d’échelle
primales a supports compacts ~ 277), la complexité du préconditionnement est donc
O(NJ) ol

NJ L= #AJ

et la constante est proportionelle a la largeur des filtres. On voit en particulier que
les filtres duaux n’interviennent pas dans le préconditionnement des discrétisations
de Galerkin et peuvent donc étre des matrices pleines sans pénaliser la complexité
du préconditionnement. C’est le cas en particulier des pré-ondelettes orthogonales
(ou quasi orthogonales) construites sur des triangulations dans [90].

Le produit matrice-vecteur dans la base ®; s’effectue bien stir en O(N;) opé-
rations et donc chaque itération a pour complexité O(Ny). Le nombre d’itérations
dépend lui de facon logarithmique de la précision. Pour une fonction de régularité
H" et un ordre d’approximation n > r, l’estimation d’erreur du schéma de Galerkin
donne classiquement

lu = wsllme S 2707 e (2.16)

~
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de sorte que O(logNy) itérations sont nécessaires pour obtenir la précision optimale.
La complexité du calcul est donc

O(leog NJ)

Remarque 2.1 [l est possible de recouvrer classiquement une complexité O(Ny)
par un algorithme de type “nested iterations” ou “full multigrid”. Celui consiste a
calculer successivement les solutions approchées correspondant aux discrétisations
des espaces emboités

Vo, Vi,..., Vs

a Uaide du schéma itératif PCG précédent. La solution initiale du schéma itératif
a létape j est injectée comme solution initiale du schéma itératif a l'étape 5 + 1.
Ainsi a chaque étape 3, seul un nombre constant, indépendant de j, d’itérations
est nécessaire pour atteindre la précision optimale (2.16) sur V;. Les complexités
de chaque élape j croissant exponentiellement en O(N;), la complexité globale est
donnée par le cout de la derniére itération soit O(Ny).

Les opérateurs intégraux ont en revanche généralement une représentation pleine
dans les bases @y et W, ,. D’apres les propriétés de décroissance de leur noyau et
les moments nuls des ondelettes ils peuvent par contre étre comprimés efficacement
en base d’ondelettes i.e. sans perdre la précision de la méthode et pour une com-
plexité du produit matrice comprimée vecteur ramenée a O(N;(logNy)*) pour un
parametre entier « fixé (voir [81], [13], [46], [89]). Dans ce cas le préconditionnement

diagonal se réduit a C' = Dy, et la complexité du calcul de la solution approchée
est de méme O(N;(logNy)*tt) voire O(Ny(logN;)*) en “full multigrid”.

Matrices non symétriques. Pour les problemes non symétriques, la bornitude de
(2.15) ne suffit pas a garantir la convergence des algorithmes itératifs classiques
comme GMRES ou BiCGstab. Néanmoins, la réalisation de la condition de stabilité
discrete implique le plus souvent des propriétés supplémentaires de la matrice Ay,
qui assurent la convergence du GMRES. Si tel n’est pas le cas, une solution consiste
a stabiliser le systeme de facon a le rendre défini positif sans détériorer la précision.
Une nouvelle approche de ces techniques de stabilisation est introduite dans [9] dans
le cadre d’AMR ou de discrétisations en ondelettes. En désespoir de cause, on peut
toujours considérer les équations normales pour se ramener a une matrice définie
positive.

Dans nos expériences numériques a suivre, les opérateurs seront toujours symé-
triques définis positifs et la disymétrie provient de la discrétisation de type Petrov-
Galerkin. On appliquera un simple algorithme du second ordre “Conjugate Residual”
CR ou la direction de descente Upyy — Up = apPr, Pr = Ry + 01 Pr_1 est choisie
cette fois de fagon a minimiser localement le résidu || Ry || (voir [73]). Cet algorithme
converge au meéme taux que le gradient conjugué pour la classe plus large des ma-
trices dont la partie symétrique est définie positive. Selon la proposition 2.2 il doit
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s’appliquer au systeme
(1)5—27,‘14~ D—S)Ds U = Ds—2tF
A WA, Uy A A A
si on exprime la matrice et le vecteur en base d’ondelettes et a
(D52 T A, 0,T5D3" ) DAT5 U = Dy Ty F

dans le cas d’un opérateur différentiel en discrétisation uniforme ou 'on exprime
la matrice et le vecteur en base de fonctions d’échelle &, ® ;. Contrairement aux
schémas de Galerkin, il est donc essentiel que les fontions d’échelles et les ondelettes
duales soient a supports compacts.

L’étape de préconditionnement se réduit comme pour 'algorithme PCG a
CP, = D" P,

dans le premier cas et a

C P, =T;D7¥T Py

dans le second cas. Pour ce schéma itératif, le calcul de ay et () est cependant plus
commode dans le cas d’un préconditionnement a droite du systeme initial

(ACYC™'U = F

que ’on obtient ici pour s = 2¢. C’est donc ce choix que 'on adoptera en pratique,
sous réserve que la stabilité soit vérifiée pour cette valeur de s.

Sous les hypotheses, ondelettes primales et duales a supports compacts, stabi-
lité du schéma selon la proposition 2.2, convergence optimale du schéma itératif,
compression du produit matrice-vecteur (sauf dans le cas d’une discrétisation uni-
forme d’opérateurs différentiels), on obtiendra comme précédemment un algorithme
de résolution optimal (éventuellement a un facteur logarithmique pres) en termes
de complexité et de stockage.

2.1.2 Preconditionnement presque diagonal en base d’onde-
lettes

Les performances du préconditionnement diagonal dépendent de I'opérateur (es-
sentiellement du ratio ||a||/c, dans le cas d’une forme bilinéaire coercive) et de la
base d’ondelettes choisie par le biais des constantes de 1’équivalence de norme. On
verra en particulier au §2.1.3, pour l'opérateur laplacien (et I'identité en formula-
tion de Galerkin) que les conditionnements obtenus dans le cas des ondelettes splines
biorthogonales [29] se dégradent tres vite avec I'ordre des splines. D’autre part dans
le cas des opérateurs a coefficients variables il n’est pas clair que le choix du précon-
ditionnement DZiv bien que prenant en compte les variations locales des coefficients,
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suffise a obtenir des nombres de conditionnement indépendant des coefficients A(x).

Dans le but d’améliorer la robustesse du préconditionnement en base d’onde-
lettes, on propose naturellement de prendre en compte des termes non diagonaux.
(voir [95]). Pour se faire on exploite le fait, qu’en base d’ondelettes, une large classe
d’opérateurs parmi les opérateurs intégraux, les opérateurs différentiels et sous cer-
taines conditions leurs inverses admettent une structure presque diagonale. Cette
propriété, fausse en base de fonctions d’échelle, est issue de la décroissance du noyau
de l'opérateur hors de la diagonale combinée aux moments nuls et a la régularité
des ondelettes.

A titre d’exemple, soit 'opérateur de dérivée seconde avec conditions aux limites
homogene sur 'intervalle |0, 1]

{Au:: "= f

On montre facilement que sa représentation Ay dans la base d’ondelettes U telle

que (Ag)an = (A, ), satisfait
|(A‘IJ)/\,/\’| < 2j+j’2—aa|j—j’lxlmlw

ou o > inf (o — 1,7+ 1) et I est le support de ).

Les propriétés de décroissance des termes de la représentation en base d’onde-
lettes de 'opérateur A sont stables par multiplication et addition (Algebre) mais
n’entrainent pas systématiquement les mémes propriétés pour les termes de la ma-
trice inverse. Ceci nécessite des hypotheses supplémentaires sur I'opérateur (voir
[95]). C’est par exemple le cas des opérateurs différentiels a coefficients réguliers sur
un domaine régulier ainsi que de I'opérateur laplacien sur un domaine polygonal (en
dimension 2).

(est aussi le cas de exemple simple ci-dessus ot I'opérateur inverse A~! admet
une représentation creuse dans la base duale W. On a précisémment dans ce cas
I’estimation

9=a—1lj—J']

(1 + 2min(3d) |27 f — 2-9"k!|)P’

N

|(A$1)/\,/\/| = |<A_17Z)A,7Z)/\/>| 5 2_j_]

ot a1 > inf (64 2,n), B> 2n — 1.

Moyennant ces hypotheses, les propriétés de décroissance de l'inverse Ag' sug-
gerent fortement le recours aux techniques de préconditionnement connues sous le
nom de “Sparse Approximated Inverse” ou SPAI (voir par exemple [62]). On va
considérer ci-dessous une discrétisation uniforme, qui est plus adaptée au calcul de
tels préconditionnements, bien que ces techniques s’appliquent aussi dans le cas
d’une discrétisation non uniforme.

Soit S un sous ensemble d’indices (A, A') de Ay x Ay. L’idée de ces méthodes
consiste a calculer une inverse approchée GGs de la matrice de Galerkin A\IIAJ (resp.
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Petrov-Galerkin A@A U, ) dont tous les termes sont nuls hors de ’ensemble d’indices
J? J

(creux) S. La matrice G's est uniquement déterminée en résolvant le probleme de
minimisation

inf ||/ — GsAw, |Ir

ol

[Mlp =" M
il

est la norme de Frobenius.

L’avantage de cette stratégie est qu’elle s’adapte parfaitement au calcul parallele
dans la mesure ou chaque ligne de la matrice GGg se calcule indépendemment en
résolvant le probleme de minimisation

(clél)f <zl: i = Z(GS)i,k(A‘IJAJ)kJP).

k

La difficulté principale de ces méthodes réside dans le choix de ’ensemble S. Cet
ensemble peut étre fixé a ’avance selon des regles heuristique mais il existe aussi
des techniques adaptatives ou ’ensemble S est raffiné de facon itérative de facon a
faire décroitre la norme de Frobénius (voir [62]).

L’intérét des ondelettes est ici double. Tout d’abord la matrice inverse est com-
primée en base d’ondelettes bien plus qu’elle ne I'est en base de fontions d’échelle,
ce qui légitime la recherche d’une inverse creuse. De plus nous proposons de tirer
simplement avantage des structures similaires de la matrice et de son inverse en
choisissant S a partir de la compression de la matrice A\IIAJ (resp. Ay, o, ).

J? J

Une alternative consiste a exploiter aussi dans un premier temps le précondition-

nement diagonal. Soit Ay, ~symétrique définie positive, on note

B; = DZi/AQJ A‘IJAJD_l/Q

AQAJ7

AM, Am ses valeurs propres extrémales et K = Ay /A, son conditionnement. Alors la

norme de Ry: = 1[; — ﬁBJ satisfait I’estimation
1—x
Ryl <
IRl < 1
et Kj: = w Ef:o R’ l'estimation
A Am /1 — g\ K+
R e e
2 1+&

Soit Ry une compression (cf Appendice 3) de la matrice Ry, 'ensemble S est alors

défini comme I’ensemble des indices des termes non nuls de Ry, R%,... R%. Dans ce

cas le préconditionnement en base d’ondelettes s’écrit GsDZi . Si l'on suppose &
Ay
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suffisament petit et indépendant de J, on obtient une bonne approximation de la
matrice inverse.

L’idée d’associer les techniques SPAT a la représentation de 1'opérateur en base
d’ondelettes afin de bénéficier des propriétés de compression de I'inverse est aussi
développée indépendamment dans [21]. Dans ces travaux une transformée en on-
delettes orthogonales est appliquée a des matrices éléments finis avant le calcul de
I'inverse creuse approchéee. La différence principale est que les auteurs ne tiennent
pas compte de l'interaction entre les niveaux dans leurs expériences numériques,
afin de simplifier le calcul de la matrice Gs. Dans notre contexte, nos expériences
numeériques montrent que la prise en compte de ces interactions est cruciale pour
améliorer de facon significative le préconditionnement diagonal.

Une stratégie assez proche dans ’esprit de la notre bien que conceptuellement
différente est proposée dans [74] pour le préconditionnement d’opérateurs elliptiques
a coefficients variables. Elle repose, suivant les travaux théoriques de [94], sur I'uti-
lisation de “vaguelettes” et une méthode de type “gel des coefficients” dans le cadre
d’ondelettes périodiques.

Dans nos expériences numériques, on considérera toujours le choix issu de la
compression d’un opérateur différentiel en discrétisation de Galerkin Ay, ou de
Petrov-Galerkin Ag g , ce qui revient a définir 'ensemble S comme suit. Soit la
renumérotation des indices d’ondelettes selon la bijection A : {1,..., N;} — A;, on
définit pour ¢ > 0 I’ensemble

Se = {(k ), [Ara]l = e A} U{(E, 1) = (Mk),MD)) € AT},

qui comprend O(N;) termes pour ¢ fixé (voir figure 2.1).
L’inverse approchée (s, sera calculée selon la technique introduite dans [69], qui
minimise la norme de Frobenius de poids A\IIAJ (resp. Ay, q,J).

Petrov-Galerkin: Vi € S, résoudre Z (A@J7¢J)i7k(G55)k7l = 521», Vi (i,l) € S,
k:(k,1) €S-
Galerkin: Vi € S. résoudre Y Gru(Ay, )i =68, Vk: (ki) € S, i >k,
1:(k,1)ESe, 1>k

Gt
VG

Pour la discrétisation de Galerkin, on obtient le préconditionneur a gauche GIS; Gs.,
alors que pour la discrétisation de Petrov-Galerkin, on obtient le préconditionneur
a droite Gig,.

(GSE)k,l = , Vi (k,l) - SE, { > k.

114



F1G. 2.1 — Pour le générateur 5 et Uopérateur V-vN sur Uintervalle [0, 1] discrétisé
en formulation de Galerkin avec J =8, (i) termes non nuls de la matrice de rigidité
Ay, avecv =1, (partie triangulaire supérieure 7398 coefficients non nuls). Termes
non nuls du SPAI Gg, pour ¢ = .1 pour: (ii) v(z) = 1 donnant #S. = 1400,
IC(GISLA\I;AJGSE) = 1,81, et (i) v(z) =1+ 107° —sinwa, donnant #S. = 1439,
IC(GISLA\I;AJGSE) = 2,33.

Complexité du calcul de G'g,. La difficulté du calcul de G, provient de la prise en
compte de I'interaction entre les niveaux. Cependant les calculs restent de 1’ordre
de Nj et la constante peut étre maintenue petite pour les raisons suivantes.

Tout d’abord on ne prend en compte que les termes comprimés de la matrice en
base d’ondelettes, soit O(N;) termes avec une constante dépendant de . Ensuite,
pour chaque ligne, la détermination des éléments de G5, implique le calcul supplé-
mentaire d’un nombre indépendant de N; de termes non nuls de la matrice. De plus
dans le cas d’opérateurs différentiels a coefficients constants il faut tenir compte de
I'invariance par translation de la matrice en dehors des bords. Soit L., le nombre de
niveaux d’interactions de la matrice comprimée. En dehors d’un voisinage des bords
dépendant de e, les blocs < W;, W, >,... < W,, W;,1. > ont une structure de type
Toeplitz et les lignes correspondantes de Gis, sont donc simplement déduites 1'une
de lautre par translation. Dans ce cas le calcul de G, est simplement proportion-
nel au nombre de niveaux i.e. O(log(Ny)). Dans le cas d’opérateurs différentiels a
coefficients variables, un gel local des coefficients peut étre envisagé pour réduire la
complexité du calcul de Gg,. Dans tous les cas le calcul parallele des lignes de G's,
s’applique naturellement (voir [62]).

2.1.3 Exemple 1: opérateur laplacien

Dimension 1: tore T' et intervalle [0, 1].

A. Galerkin

On présente dans ce paragraphe, pour la famille des splines biorthogonales, les
nombres de conditionnement des matrices de masse M\IJAJ i = (Ua,,Wy,) et de
rigidité Ay, : = (¥} , ¥} ) préconditionnées par la “diagonale”. Le premier ob-
jectif est de vérifier numériquement le bien fondé du choix des ondelettes de bords
de la construction sur l'intervalle du §1.3, en comparant les résultats obtenus sur
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I’intervalle & ceux obtenus sur le tore T!. Le second objectif est d’évaluer 1’efficacité
du préconditionnement diagonal pour différents générateurs choisis parmi la famille
des ondelettes splines biorthogonales et de leurs duales. On se restreint ici au cas
d’une discrétisation uniforme dans la mesure ou les performances du précondition-
nement diagonal ne dépendent que des constantes d’équivalence de norme et donc,
a la limite, sont indépendantes de ’ensemble A.

Selon les notations du §1.3 pour la famille des splines biorthogonales, on va
considérer pour l'espace d’approximation et les bases d’ondelettes, les générateurs
duaux (qgl’ﬁ,;zl’ﬁ) pour 7 = 3,5,7,9 et les générateurs splines (¢, 1*?), (¢*, *?),
(6, 6°9), (6,499) et (6%, 4%9).

On notera jo le niveau minimal imposé par la construction sur 'intervalle et Ag,
la matrice de rigidité dans la base ®;,. Pour

A-IJ— = AJ/AJO

les matrices diagonales D = (2|/\|5/\7/\')A,/\'6A‘}' et D, = (<V¢MV¢A>5AA’)A,NGAJ} sont
cette fois restreintes aux indices des ondelettes A¥. De facon & s’affranchir du
choix des ondelettes de bord sur 'intervalle [0, 1], on va aussi considérer la ma-
trice diagonale par blocs Dj confondue avec D, pour les ondelettes intérieures et
égale au bord 0 (et symétriquement au bord 1) & 2¥ By a chaque niveau j, ol

= {27% (.0, 055 1M o A= ',- On définit ainsi trois préconditionneurs de la matrice
de rigidité:

AL 0 AL 0 AL 0
CJD — ( S)JO D—2 ) , CJDa — ( S)Jo D—l ) , CJDb — ( S)JO Db—l ) .

Au niveau jo, on a ici simplement retenu I'inverse exacte Ag' W . Il est clair qu’en
dimension supérieure, selon la taille de cette matrice, il peut étre souhaitable de la
remplacer par une inverse approchée, issue par exemple d’une factorisation incom-
plete LLT.

Les tables 2.2, 2.3, 2.4 présentent les nombres de conditionnement sur I'intervalle

[0,1]

Ky = K(My,)

NS K((O?)é (CP)2)
K(CP) A, (€2
(

(
= K((C7")7 Aw,(C7")7).

Noter que les ondelettes aux extrémités 0 et 1 étant par construction choisies ortho-
gonales, elles sont d’ores et déja optimales pour le conditionnement de la matrice de
masse et il s’avere inutile de préconditionner celle-ci par I'inverse de sa diagonale.

Les résultats doivent étre comparés a ceux obtenus dans le cadre idéal des on-
delettes périodiques ou d’une part aucune adaptation aux extrémités 0 et 1 n’est
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nécessaire et d’autre part la décomposition s’effectue jusqu’au niveau jo = 0 (avec
Vo = Span{l}, le mode constant étant bien str filtré dans le cas de la matrice de
rigidité).

La table 2.1 présente, sur le tore T!, les nombres de conditionnement Kys de la
matrice de masse et Kp de la matrice de rigidité préconditionnée par la diagonale
2_2|A|5A7A/, pour différents générateurs parmi la famille des ondelettes splines biortho-
gonales ™7 et leurs duales ™. Noter que d’apres les relations de biorthogonalité
<\Ilv,\pv> = [V, on a

lim Kp, = lim Ky,
J—o0 Ag J—o0 Ay

D’autre part, les relations de dérivation/intégration sur la famille des ondelettes
splines biorthogonales (cf §3.2) %;/}”’ﬁ = — 4" FL (pesp. %;/N)”’ﬁ = 4;/:”"’1’71_1)
impliquent sur le tore T'! ’égalité des conditionnements Ky, associé au générateur
P (vesp. ;/N)”"'l’ﬁ_l) et Kp associé au générateur ™" (resp. "~ 17+,

Ces deux observations étant faites, pour interpréter les conditionnements obte-
nus sur le tore, il va suffire de considérer ceux des matrices de masse associées au
générateur ™. Tous les autres cas de figure, générateur dual ¥™" ou matrice de
rigidité, s’y ramenent. Heuristiquement, on distingue alors le cas n = 1 des autres
cas n > 2. Dans le premier cas, plus n augmente, plus on s’éloigne de la base de Haar
orthogonale obtenue pour n = 1. On s’attend donc a voir augmenter le nombre de
conditionnement de la matrice de masse. Au contraire, pour n > 2, plus n augmente,
plus on stabilise dans L? la base d’ondelettes et on s’attend donc a voir diminuer le
nombre de conditionnement de la matrice de masse. On constate aussi que lorsque
n augmente le conditionnement de la matrice de masse augmente tres rapidement a
n “fixé”.

TAB. 2.1 — Sur le tore T, pour J = 8 et différents générateurs, nombres de condi-
tionnement de la matrice de masse Kyy et de la matrice de rigidité préconditionnée
par la diagonale Kp.

générateur ¢2,2 ¢2,4 ¢3,3 ¢3,5 ¢4,6 ¢4,8 ¢6,12 ¢1,3 ¢1,5 ¢1,7
Ky 81 | 4.1 56 19 105 | 69 | 1100 | 2.9 | 4.0 | 5.0
Kp 29 | 43 | 4.1 | 4.0 16 16 260 83 | 4.1 | 4.0
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TAB. 2.2 — Pour les générateurs (qgl’ﬁ,;zl’ﬁ), sur l'intervalle, nombres de condition-
nement Ky, Kp, Kp,, Kp,-

nl J [ Kp|Kp, |Kp, | Kn 2| J |Kp| Kb, | Kb, | Kt
Go=3] L | 1 | 1 [120] |jo=4] 1 | 1 1| 1.20

3| 7 |116|7.08|7.06(340|5| 7 |66 | 477 | 4.04 |3.67
8 [ 123]7.61|7.59 | 3.80 § | 69 | 496 | 4.10 | 4.25
Go=5] L | 1 | 1 [149] |jo=5] 1| 1 1| 227
707 |92 5374764029 7 |255|16.05|11.52 | 9.98
8 106 6.19 | 5.62 | 5.04 § | 301|185 | 131 | 121

TAB. 2.3 — Pour les générateurs (¢*,¢*?) et (¢?,0**), sur Uintervalle, nombres de
conditionnement Ky, Kp, Kp,, Kp, -

(4 J Ky | Kp | Kp, | Kp, | ¥ J Ku | Kp | Kp, | Kp,
Jjo=21 2.1 1 1 1 jo=41 2.9 1 1 1

2?2 7 7.6 40 3.7 | 275 | 424 7 4.3 68 6.1 5.1
8 8.2 41 3.8 2.9 8 4.5 73 6.7 5.9

TAB. 2.4 — Pour les générateurs (¢°,¢*?), (¢°,4*5) et (¢*,¢®), sur Uintervalle,
nombres de conditionnement Ky; et Kp,.

Y J Kp, | K| v | Kp, | Ky | ¥ J Kp, | Kp, | Km
jo=4 1 8.0 1 8.0 jo=5 1 1 21

33 7 | pal | 31 | w5 | 567 | 177 | et | 7 | 222 15 | 67
8 5.42 38 571 18 8 22.3 16 68

De ces résultats numériques, on conclut tout d’abord que les nombres de condi-
tionnement obtenus sur l'intervalle [0, 1] sont quasi optimaux comparés a ceux du
cadre “ideal” périodique pour la matrice de masse et la matrice de rigidité précon-
ditionnée par l'inverse de la véritable diagonale de 1'opérateur D,. En revanche les
facteurs d’échelle 2_2|A|5A7A/ donnent des résultats médiocres qui se dégradent tres
vite avec 'ordre d’approximation (i.e. aussi le nombre d’ondelettes de bords).

D’autre part, on constate dans le cas des ondelettes spline ©)™" que les nombres
de conditionnement obtenus aussi bien siir I'intervalle que sur le tore T"' se dégradent
tres vite avec l'ordre des splines. En pratique ils sont déja médiocres pour n > 3
pour la matrice de masse et n > 4 pour la matrice de rigidité. Au contraire, les
ondelettes duales 1b'* donnent de bons résultats pour des ordres d’approximation 7
jusqu’a 7,9.

118



B. Petrov-Galerkin N

Etant données les AMR biorthogonales (V;,V;) telles que V; C Hj N H?*™* et
‘N/j C H§, pour un certain 0 < o < 1, on considere la discrétisation de Petrov
Galerkin du laplacien avec conditions aux limites homogenes. On supposera un do-

maine suffisamment régulier tel que 'opérateur laplacien définisse un isomorphisme
de H= dans H3() N H*=*. Pour f € H™, uy est solution du systeme

{uJEVJ,

- . N ~ 2.17
< —Auy, vy > H-H Y= <f7 UJ>H—a,H5~ Yoy € V. ( )

[’existence, 'unicité et I'obtention d’estimations d’erreurs optimales sont assujéties
a la condition inf-sup

< —Auy, vy >H-o,He

> 3> 0, (2.18)

inf su p
UJGVJ{}JG‘I;J [wsllm2=al[Os|mp

avec une constante 3 indépendante de .J.

Soient Ag

lettes, D, la diagonale de Ay, restreinte aux indices d’ondelettes Af et Ag
JIAg

_ " 4 . « e e, s 9
N —(Wh , Wi, )g-a me la matrice de rigidité en bases d’onde-

]07@]0
la matrice de rigidité au niveau jo en bases de fonctions d’échelle.
Selon la proposition 2.2, la condition inf-sup (2.18) équivaut & une borne uniforme

sur le nombre de conditionnement

0 D!

a

A7l 0
Kp,(a) = K((CF) 2 Ag 4 )(CP)1 1), oi c?az( )

que 'on va donc calculer numériquement pour plusieurs valeurs de « et J.

Pour les générateurs spline ¥»*® and 1>® des fonctions d’essais, les conditionne-
ments obtenus table 2.5 sont similaires aux conditionnement des matrices de masse
de Galerkin. A nouveau, on constate a la lecture de la table 2.6, que les résultats
sont meilleurs pour le choix des générateurs duaux DY R =579 (la valeur n = 3
est & rejeter dans ce cas car ¢l'" ¢ H3/**t%) comme générateurs des fonctions d’essai.

TAB. 2.5 — Pour les générateurs (¢°,1>") (fontions d’essai) et (%3,;/;3’71) (fonctions
test), n = 3,5, nombres de conditionnement Kp,(0) de la matrice de rigidité pré-
conditionnée sur [intervalle.

W J | Kp,(0) | ¢ J | Kp,(0)
o=d | =d 1
6 29.5 6 17.7
G 7 | 328 || 7 | 204
8 34.9 8 21.9
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TAB. 2.6 — Pour les générateurs (qgl’ﬁ, ;/N)lﬁ) (fontions d’essai) et (¢, "") (fonctions
test), n = 5,7,9, nombres de conditionnement Kp,(0) de la matrice de rigidité
préconditionnée sur lintervalle.

Al J | Kp.(0) | Kp.(2) [Kp.(5)
Go=4] 1 1 1
6 7.55 7.31 7.86
5 7 9.69 9.27 10.3
8 11.1 10.5 12.3
Al J | Kp.(0) | Kp.(-15) | Kp.(5)
Jo=5 1 1 1
6 5.01 4.92 5.01
7 7 8.08 7.96 8.56
8 10.0 9.95 11.24
Al J | Kp.(0) | Kpu(2) |Kp.(5)
Jo=5 1 1 1
6 7.36 6.98 6.86
9 7 11.5 11.0 11.4
8 14.4 13.9 15.1

C. Préconditionnement presque diagonal.

Les tables 2.7 et 2.8 indiquent les conditionnements obtenus sur 'intervalle [0, 1]
pour le préconditionnement presque diagonal des matrices de rigidité et de masse
(Galerkin) ainsi que la complexité du préconditionnement #5. = C'(¢)N; qui cor-
respond au cout d’'une application de la matrice G'g,. Les conditionnements obtenus
par préconditionnement diagonal K'p, et Kjs sont rappelés a titre de comparaison.

TAB. 2.7 — Conditionnements des matrices de masse et de rigidit€ préconditionnées
sur Uintervalle pour les générateurs 18 et YY" et le taur de compression e = .1.

Y [T Kp, [ Ku [ Cu(1) [K(GTMy, G) ] Cu(1) [K(GT Ay, G)
882231 68 5 6.80 7 1.41
O3 8 [ 7.61 | 3.80 2 2.47 11 2.15
b5 8 | 4.96 | 4.25 4 2.36 5 1.81
HUT 81 6.19 | 5.04 5 2.70 5 1.84
S0 18 [18.5 [ 12.1 5 3.26 6 2.25
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TAB. 2.8 — Conditionnements des matrices de masse et de rigidit€ préconditionnées
sur Uintervalle pour les générateurs 1 et V" et le tauxr de compression ¢ = .01.

Y [J[Kp, [ Ky [ Cu(01) [K(GTMy, G) [ C4(01) [ K(GT Ay, G)
88223 68 11 4.60 15 2.32
O3 8 1 7.61 | 3.80 7 1.29 15 1.70
b1 | 8 | 4.96 | 4.25 9 1.19 14 1.23
S8 16.19 | 5.04 10 1.23 13 1.30
S0 8| 18.5 | 12.1 11 1.88 15 1.40

On observe par rapport au préconditionnement diagonal une diminution considé-
rable du nombre de conditionnement, en particulier dans le cas du générateur spline
P48, D’autre part, le coilit du préconditionnement reste toujours bien inférieur au
cout cumulé du produit matrice-vecteur en base de fonctions d’échelle et des trans-
formés en ondelettes.

La figure 2.2 étudie la dépendance, vis a vis du taux de compression ¢ et de
I’échelle maximale J, de la complexité C'(e) (~ max(log(1),log(N;)) et du condi-
tionnement K(GE Ay, Gs,) (par le biais du nombre d’itérations nécessaire pour
obtenir un taux de décroissance du résidu de 107° par I'algorithme PCG).

Le générateur sur R est (qgl’ﬁ,;zl’ﬁ) pour n = 5. On constate d’une part que la
dépendance en J du conditionnement est quasi inexistante et d’autre part que le

nombre d’itération minimal est quasiment atteint des e = 0,1 a 0,01.

(A) (B)
T T T

25 |

20

PCG ITERATIONS
#S_epsilon/2A)

L L
-14 -12 -10

-8 -6 -8 -6
LOG_10(EPSILON) LOG_10(EPSILON)

Fia. 2.2 — (A) Nombre d’itérations pour un taux de décroissance du résidu de 107°
par Ualgorithme PCG. (B) complexité C(c) du préconditionnement presque diagonal.
Le générateur sur R pour la construction sur Uintervalle est (¢, p""™) pour i = 5.
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Dimension 2: domaines tensoriels et décomposition de domaine

Les figures 2.3, 2.4 représentent la convergence des gradients conjugués précon-
ditionnés pour les schémas de Galerkin et de Petrov-Galerkin sur le carré ]0,1[2.
Pour de tels domaines tensoriels, on considere les décompositions isotrope ou aniso-
trope et le préconditionnement est soit diagonal (C?“), soit presque diagonal. Les
générateurs pour ’espace d’approximation V;(]0,1[*) sont sur R l'ondelette duale

d’ordre 5 de la fonction boite (%1’5,;/;1’5) ou les ondelettes splines affines (¢?, ¢*")
pour n = 2,4.

La figure 2.5 représente la courbe des résidus de I’algorithme PCG avec précon-
ditionnement diagonal (C?“) dans le cas du domaine en L. Les générateurs sur R
sont les ondelettes affines (¢?,9?") pour 7 = 2,4 et la construction des ondelettes
d’interfaces est celle décrite dans le §1.4.3. Comme c’est le cas aux extrémités de
I'intervalle, le choix des ondelettes aux interfaces est déterminant pour préserver
Iefficacité du préconditionnement diagonal en base d’ondelettes. Ici les ondelettes
sont celles du §1.4.3 dans I'exemple du domaine en L avec conditions aux limites ho-
mogenes (voir figures 1.20 et 1.21). En particulier, le choix aux faces I3 et I, d'une
ondelette symétrique et d’'une ondelette antisymétrique (1.149) induit localement
des matrices de masse et de rigidité 2 — 2 diagonales, ce qui semble naturellement
avantageux pour le préconditionnement diagonal.

Les résultats obtenus sont conformes a ceux sur l'intervalle du point de vue
des ordres de grandeur obtenus ainsi que de la comparaison des performances des
générateurs testés. En particulier, heuristiquement, pour les générateurs D5 et h22,
le préconditionnement isotropique est meilleur que 'anisotropique, dans la mesure
ou la matrice de rigidité (préconditionnée) sur l'intervalle est mieux conditionnée
que la matrice de masse.

Le préconditionnement presque diagonal améliore de facon significative les ré-
sultats mais est cependant beaucoup moins spectaculaire qu’en dimension 1 sur
Iintervalle [0, 1]. Ceci est du au fait que I'inverse de 'opérateur en base d’ondelettes
a une structure moins proche de 'opérateur lui méme dans le cas d’un domaine
polygonal en raison de la présence de coins. Il faudrait en tenir compte dans le choix

de 'ensemble 5.
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Fi1G. 2.3 — Résidus de Ualgorithme PCG (Galerkin) ou PCR (Petrov-Galerkin) sur
Uespace des fonctions d’essai V;(]0,1[*) avec les générateurs sur R (%1’5,;/;1’5) et
la solution exacte u = sin407xsin407y. (A) Préconditionnement diagonal aniso-
tropique (Galerkin), (B) Préconditionnement diagonal isotropique (Galerkin), (C)
Préconditionnement diagonal anisotropique (Petrov-Galerkin), (D) Préconditionne-
ment presque diagonal isotropique (Galerkin) avec ¢ = .05 donnant #S. ~ 6.2%7

pour J =T et #5. ~ 12.2%7 pour J =6. (1) J =6, (2) J=7.

X0+ 0

LOG(RESIDUAL)

90

F1a. 2.4 — Résidus de lalgorithme PCG en discrétisation de Galerkin sur Vy(]0, 1[?),
J =8, les générateurs sur R (¢?,10>"), et la solution exvacte u = sin 40wz sin 40my.
(A) préconditionnement diagonal anisotropique pour i = 2, (B) préconditionnement
diagonal isotropique pour n = 2, (C) préconditionnement diagonal anisotropique
pour n =4, (D) préconditionnement diagonal isotropique pour n = 4.
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2
PCG avee préconditionnement diagonal (C?“) sur le domaine en L en discrétisation

de Galerkin a Uéchelle J = 8 et le choix de générateurs sur R (¢, 4>™); (A) n =2,
(B) i =4. (2) solution approchée et (3) erreur d’approximation pour J = 8.

FiG. 2.5 — Pour la solution exacte v = sin(Fx)sin(Fy): (1) résidus de Ualgorithme

2.1.4 Exemple 2: opérateur elliptique du second ordre a co-
efficients variables

Dans ce paragraphe, on teste numériquement les préconditionnements diagonaux
C?“ et CF, et presque diagonaux GIS; (s, dans le cas d’opérateurs d’ordre 2 a coef-
ficients variables

A==V v(z)V

avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes. On suppose v € L™ et a =
sup,eq V() > 0, de sorte que la forme bilinéaire associée a soit elliptique de constante
d’ellipticité a. On note ||la|| la norme de la forme bilinéaire. Les facteurs d’échelle
272 ne prenant pas en compte les variations locales de v le conditionnement de
(CP)2 Ay ,(CP)2 va se comporter pour J suffisament grand comme ||a||/a. En re-
vanche, le préconditionnement diagonal D;' et plus encore le préconditionnement
presque diagonal GIS; (s, prend en compte ces variations en les moyennant a 1’échelle
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du support des ondelettes ¥\. On s’attend donc, pour des coefficients assez régu-
liers, a un conditionnement indépendant a la fois de I’échelle maximale J et du ratio
||a]| /e, bien que cette conjecture soit pour ’heure toujours ouverte.

On considere sur 'intervalle [0, 1] les coefficients réguliers v(x) = 14 p —sin(mx)
pour lesquels le rapport ||a||/c est de I'ordre de p et de dérivée bornée indépendam-
ment de u. Le générateur sur R est I'ondelette spline duale d’ordre 5 (%1’5, ;/;1’5). Les
tables 2.9, 2.10, 2.11 montrent que la dépendance en ||a||/c est tres faible dans les
deux derniers cas contrairement au premier. A nouveau sur l'intervalle, le précon-
ditionnement presque diagonal améliore de facon spectaculaire le conditionnement,
comme le montre aussi la figure 2.6.

En dimension 2 sur le carré ]0, 1[* 2.7, on obtient des résultats similaires a ceux
présentés sur l'intervalle, bien que moins spectaculaires en ce qui concerne le pré-
conditionnement presque diagonal, comme c’était le cas pour l'opérateur laplacien.

TAB. 2.9 — Nombres de conditionnement de K((C?)%AQJ(C?)%).

TAB. 2.10 — Nombres de conditionnement de IC((C?“)%AQJ(C?“)%).

TAB. 2.11 — Nombres de conditionnement de IC(G§TEA¢JG§E) avec ¢ = .1 donnant

Jlpu=1|p=10""p=10"2 | p=10"| p=10"*
7| 127 69 381 2768 8311
8| 136 74 438 3802 21455

Jlpu=1|p=10""p=10"2 | p=10"| p=10"*
7 5.5 7.5 8.5 14.0 24.0
8 5.7 7.6 8.7 14.4 25.4

#5. ~6.27.
Jlpu=1|p=10""p=10"2 | p=10"| p=10"*
7 1.8 2.0 2.2 2.3 3.7
8 1.9 2.1 2.2 2.3 3.9

125




PCG ITERATIONS

(A) (B)
25 30

25 | B
20

20 e ]

#S_epsilon/2A)
&
T
.

0 L L L L L L 0 L L L L L L

-8 -6 -8 -6
LOG_10(EPSILON) LOG_10(EPSILON)

F1a. 2.6 — Opérateur sur lintervalle pour p = 1073, (A) Nombre d’itérations pour un
tauz de décroissance du résidu de 1075 par Ualgorithme PCG. (B) complexité C(¢)
du préconditionnement presque diagonal. Le générateur sur R pour la construction
sur lintervalle est (qgl’ﬁ, ;/N)lﬁ) pour n = 5.

(A) (B)
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Fia. 2.7 — Résidus de [’algorithme PCG sur Vi(]0,1[*) pour le générateur sur R
(%1’5,;/;1’5), la solution exacte u = sin40mxsind0my, et les coefficients variables
v(z,y) =1+ 107% —sinwa. Le préconditionnement est diagonal (CF*) ou presque
diagonal avec ¢ = .05 donnant #5. ~ 13.2*7 pour J = 6 et #5. ~ 8.2%7 pour
J="7.(A):J =6, (B): J=T.

2.1.5 Exemple 3: opérateur bilaplacien

Il est particulierement intéressant de tester la robustesse du préconditionnement
diagonal en base d’ondelettes pour des problemes d’ordres plus élevés que 2. On
considere dans ce paragraphe 'opérateur biplacien

A=A*

avec conditions aux limites homogenes HZ sur le carré |0, 1[%. On peut envisager des
domaines plus généraux comme le domaine en L dans le cadre de la décomposition
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de domaine avec raccord C'' (voir §1.4.2).

Pour ce probleme, un choix commode de générateur sur R est la famille des
ondelettes interpolantes du §1.2.3 (qgo’zﬁ, ;/N)O’Zﬁ) d’ordre d’approximation 2n. La dé-
composition est stable dans H® pour d/2 < s < 7 ou 7 est la borne supérieure de la
régularité de A2 qui est strictement supérieure & 2 dés que 7 > 2.

Pour ce générateur, la construction sur l'intervalle est particulierement aisée
(voir [10], [56]). Il suffit de retenir comme AMR duale V; I’espace engendré par les
distributions de Dirac aux points 277k pour k = 0,...,2’. Une base biorthogonale
(interpolante) de ’AMR primale est alors directement obtenue en considérant les
polynomes de Lagrange aux points entiers 0,...,2n — 1 au lieu des monémes, dans
la définition des fonctions d’échelle de bord (cf §1.3.2). On vérifie sans peine que les
ondelettes sont naturellement les fonctions d’échelle

95]+172k+1 pour k= 07 s 72j - 17

i.e. celles associées aux points de la grille complémentaire A1 /A;. Ces ondelettes
satisfont par définition les conditions aux limites H}(]0,1[). Dans notre cadre, il
nous faut imposer les conditions aux limites HZ(]0, 1[). Pour se faire, le plus simple
est d’opter pour ’AMR duale

Vi= S{8(x),8(x —277k), k=0,...,27, §'(xz — 1)}

de telle fagon que les ondelettes soient a nouveau obtenues en retenant les fonctions
d’échelle associées a la grille complémentaire A;;1/A;. La base biorthogonale de V;
est cette fois définie par les fonctions d’échelle

2n—2

Gio: = Z H (k)30 a=0,...,20 — 1, (2.19)

k=—2n42

au bord 0 et symétriquement au bord 1 et les fonctions d’échelle intérieures

Gint =00, k=2n—1,...27 —2h + 1. (2.20)
ou Hy:. désigne les polynomes d’interpolation de Lagrange aux points entiers 0,...,2n

2 et d’Hermite au point 0.

Les conditions aux limites HZ s’obtiennent par restriction
VP =VinH(10.10) = 8 ({is k=12 ~1}),
Le choix de ’AMR duale
VP= S{0(x —27k), k=1,...,2 — 1}
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0.5

assure une stabilité dans H*(]0, 1[) pour 1/2 < s < 7 et les ondelettes associées sont
par construction inchangées i.e. ¢;y1 9541 pour k=0,...,2/ — 1.

La construction sur |0, 1[* s’obtient par produit tensoriel (cf §1.4.1) et la décom-
position isotrope est stable dans H*(]0, 1[%) pour d/2 < s < 7.

Il faut noter dans le cadre de la remarque 1.23 que la décomposition anisotrope
n’est pas stable dans la mesure ou la décomposition sur 'intervalle est instable dans

L*(]0,1]).
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FIG. 2.8 — Pour la solution exacte u = sin®*(mx)sin®(wy): (A) résidus de algorithme
PCG avec préconditionnement diagonal (CD“) sur le carré en discrétisation de Ga-
lerkin et les générateurs sur R d’ordre 6 (¢°°,4%). (B) solution approchéee et (C)

erreur d’approzimation pour J = 6.

Les résultats obtenus sont comparables a ceux des opérateurs d’ordre 2. Ce n’est
guere surprenant dans la mesure ou pour ce générateur
(772}0,271)// — i@z}2,2ﬁ—2
16
et donc la matrice dérivée 4ieme préconditionnée par la diagonale admet sur le tore
T! le méme conditionnement que la matrice de masse pour le générateur 222
(donc a la limite J — oo aussi pour le générateur »27~2).
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2.1.6 Exemple 4: un opérateur H~'/%(T') elliptique, I’opéra-
teur de bord v — w

On termine cette série d’exemples par un probleme elliptique en norme négative.
En dimension 2, on considere le probleme de Stokes en formulation ¢ — w

A = w sur
—Aw = f sur )
Y=g, 0,00 = hsur I' = 09,

pour g € H¥*(T'), h € HY*T), f € L*(Q) et Q un domaine régulier ou polygonal
convexe. Sa formulation variationnelle conduit a un probleme mixte qui se discrétise
par une méthode de Galerkin (voir [58]). Soient V; C H*(Q), V) : = Vy;n Hi(Q),
Vi(I') : =~Vj et g; une projection de la trace g sur Vy(I'). On cherche wy, vy € Vj
solution unique du systeme

(Vip7,VO5) + (wy,05) = (h,v0;), ¥0; € V;
(Vws,Veos) = (f,e1), Yos€ V7
Y5 =gJ.

La difficulté de résolution de ce systeme consiste dans I’absence de donnée de Diri-
chlet pour la trace de wy. Une méthode introduite dans [59] consiste a trouver dans
un premier temps cette trace manquante kj. Soient r; un relevement quelconque de
V;(T') dans Vj et le couple (109,w9) € Vy x V7 solution du systeme

<v¢97v99a7> + <w9799J> = 07 \V/S‘QJ € V})
(Vw3, Vs = (f,p1), Yos€ V7
’WJS =47

On définit I'opérateur de bord Aj; par 1’équation variationnelle (indépendante du
choix de ry)

(Agpr,qs) s = (Vs Vrgqr) + (&1, m505), Y pr,qr € Vi(D)
ot Gy € Vi, by € VY sont solutions du systeme

(Vb V05 + (@7,05) =0, V05 € V?
(Vos,Vey) =0, Yoy €V}
YWy =pJ.

La trace kj de wy est alors solution du probleme de bord
(Askr,qr) = (hyqr) — (VU5 Vrrqr) — (W5, 75q5), ¥ a5 € Vi(T).

Le calcul de A;q; revient donc a inverser 2 laplaciens discrets pour lesquels on peut
utiliser, par exemple, un algorithme PCG avec préconditionnement diagonal en base
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d’ondelettes. Notre but est maintenant de construire un préconditionnement efficace
pour 'inversion du probleme de bord par une méthode itérative.

En formulation continue, la trace k de w est dans H='2(T') et Ak € HY*T)
n’est autre que la trace de la dérivée normale de ¢. L’opérateur de bord A est alors
classiquement elliptique en norme H~'/2(Q). Cette propriété est toujours vraie pour
lopérateur discret A; dans le cas d'une discrétisation uniforme et pour un domaine
régulier ou polygonal convexe (voir Appendice 6). On a précisément

(Aspr,pr) = H@JH%%Q) ~ HpJHiI_lp(F)'

Une idée naturelle est donc d’envisager un préconditionnement diagonal en base
d’ondelettes de cet opérateur discret.

On considere le domaine carré Q =]0, 1[? et la discrétisation V; par éléments finis
@y sur les grilles dyadiques uniformes. Les ondelettes sur le bord I' sont construites
partant des générateurs sur R (¢? "), fi pair, par décomposition de domaine (en
4 segments) avec raccord C'° selon les techniques décrites au §1.4. Les AMR bior-
thogonales sur I' ne sont autres que les traces des AMR biorthogonales tensorielles
sur le carré. Ici la biorthogonalité est obtenue directement par rapport au produit
scalaire canonique sur I' et par conséquent (cf §1.4) la décomposition est stable dans

HY2 des que ¢>7 € H'/?+5(R) soit pour 7 > 4 ( cf P2 ¢ H'?(R)).

Pour cet opérateur, la diagonale exacte n’est d’une part pas invariante par chan-
gement d’échelle et d’autre part chere a évaluer dans la mesure ou pour chaque
ondelette de bord v, le calcul de

(Asa, ) = [[@s ()] 72q)

implique I'inversion d’un laplacien discret a ’échelle J. On peut cependant calculer
une excellente approximation de la diagonale exacte en exploitant les symétries et
la quasi invariance par translation a niveau fixé |A| a ’exception des ondelettes de
coins. Soit 3 le nombre d’ondelettes modifiées au bord 0 sur I'intervalle [0,1]. On
distingue alors les deux ondelettes de coins a supports sur deux cotés adjacents du
carré, les # — 1 ondelettes de bord a support sur un seul coté et enfin 'ondelette
“intérieure” 1, ;. Le calcul exact pour ces seules ondelettes se réduit a (5 + 2)
inversions du laplacien discret au niveau .J pour chaque niveau |A| = jo,...,J — 1,
soit I’équivalent de (3 + 2)(J — jo) itérations du gradient conjugué.

Enfin on constate numériquement que la convergence du PCG est déja optimale
si I'on se contente d’extrapoler (en 271 les valeurs obtenues de la diagonale &
Iéchelle J = jo 4+ 1. En revanche il importe de distinguer les (5 + 2) ondelettes
pour lesquelles les coefficients different fortement. Ainsi I’évaluation de la diagonale
approchée de l'opérateur revient a résoudre (3 + 2) laplacien au niveau jo + 1 fixé.

Noter que le préconditionnement retenu au niveau jg est I'inverse de 'opérateur
A, en base nodale, qui n’est pas la sous matrice de Aj; restreinte aux fonctions
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d’échelle @, 1 dont I’évaluation est trop coiteuse, mais en constitue une bonne

approximation.
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F1G. 2.9 — Pour lopérateur de bord Aj et le générateur ¢*: résidus du gradient conju-
gué sans préconditionnement (CG) en base nodale et résidus du gradient conjugué
préconditionné (PCG) avee préconditionnement diagonal en base d’ondelettes pour

le générateur 4.
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(C) ERREUR D’APPROXIMATION PSI (D) ERREUR D’APPROXIMATION OMEGA

e

i”' ...}!@AJAVAA \
7
: .llllli,',';f.f,;:‘),),’,’:’:’t’l'l"i'y:&\\\\i\\\\\w
LR

N
Y

0.5

F1G. 2.10 — Pour J = 6 et la solution exacte ¢ = xsin(2ra)sin(2my), w = A: (A)
et (B) solutions approchées iy et wy, (C) et (D) erreurs d’approximation p — )y et
W —wy

2.2 Approximations adaptatives

Le taux d’approximation d’une fonction dans les espaces emboités V;, d’ordre
d’approximation n, est relié a ses propriétés de régularité dans 1’échelle des espaces
de Sobolev H*. Si N; désigne la dimension de I'espace V;, une fonction u de H?,
t < s <n s’approxime dans V; selon I'estimation

inf Hu—u]HHt < (N]‘)_(S_t)/dHuHHs (221)
uz €V ™~
et la réciproque est “presque” vraie.
En outre, pour la large classe de problemes elliptiques décrite en introduction,

I’approximation de Galerkin de la solution u du paragraphe précédent, fournit une
solution optimale au sens suivant.

— (i) On obtient asymptotiquement (i.e. a une constante pres indépendante de
J), pour un probleme d’ordre 2¢, la meilleure approximation en norme H’.

— (ii) La solution approchée se calcule a la précision optimale (2.21) en O(N;)
opérations et stockage (avec éventuellement un coefficient logarithmique).

La régularité de la solution dans les espaces H*® détermine donc la performance en
terme de rapport précision/complexité que l'on peut attendre d’une telle approxi-
mation de Galerkin dans les espaces d’approximation linéaire V.

Lorsque la solution présente des singularités, la régularité dans 1’échelle des es-

paces de Sobolev H*® est tres faible et la performance d’une telle méthode d’ap-
proximation est donc pénalisée par rapport au taux optimal d’approximation n des
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espaces V;. L’alternative consiste alors a considérer des espaces d’approximations
non plus uniformes (i.e. comportant une seule gamme d’échelle sur 1’ensemble du
domaine), mais “adaptés” aux singularités de la solution (i.e. la gamme d’échelle
varie localement). Ceci conduit classiquement aux raffinements de maillage en élé-
ments finis. Dans notre cadre il s’agit de trouver un sous ensemble de N ondelettes
Wy, choisies dans une base U fixée, engendrant I’espace Vj,, ou la solution u puisse
étre approximée a une précision optimale. En considérant 1’ensemble

EN D= {UN € S(\I}A), #A = N}7

des combinaisons linéaires de N ondelettes, on recherche la meilleure approximation
de u par un élément de Ky dans une norme donnée, par exemple la norme d’energie

it
inf ||u— un| g (2.22)

uNEEN
Deux questions se posent alors naturellement.

— (i) Peut-on relier la décroissance asymptotique avec N de (2.22) aux propriétés
intrinséques de régularité de u?

— (ii) Existe t-il un algorithme performant (idéalement en O(N)) de calcul de
I’approximation uy et donc en particulier du ou des ensembles optimaux Ay?

On va rappeler dans un premier temps au §2.2.1 la théorie de "approximation
non linéaire, introduite dans [52] (voir aussi [26] pour une présentation détaillée),
qui apporte des réponses positives a ces deux questions dans le cas ou la fonc-
tion u est une donnée, donc sous ’angle de la compression d’information. On verra
que la régularité de la solution u mesurée dans ’échelle des espaces de Besov B;:'];t
avec zla = 2 4 1 entraine la décroissance de (2.22) en O(N~%/?) et la réciproque est
presque vraie. D’autre part, cette approximation est asymptotiquement atteinte par
un simple algorithme de seuillage en retenant les NV plus grands coefficients d’onde-

lettes |uy||[¥a]|me de u pondérés en norme H'.

Dans le cas ou la fonction u est une solution d’un probleme elliptique, on ignore
a fortiori ses coefficients d’ondelettes et il s’agit de concevoir un algorithme permet-
tant de déterminer, idéalement en O(#A,,) opérations, une suite asymptotiquement
optimale (A, C V,uy, € Vi) (cf (2.6)) au sens ou cette suite réalise, pour une
certaine plage de s, le taux d’approximation O(N~*/%) deés lors que la meilleure
approximation non linéaire de la solution u vérifie cette propriété.

Un tel algorithme a récemment été con¢u rigoureusement dans [28]. On se conten-
tera d’en dresser les grandes lignes en invitant le lecteur a se reporter cette référence
pour une étude détaillée.

L’apport original de ce paragraphe se limite a tester numériquement un algo-
rithme bien plus simple que celui proposé dans [28] mais proche dans I'esprit. On
étudie alors son optimalité asymptotique, dans 'exemple de 'opérateur laplacien
sur le carré 10, 1[2.
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2.2.1 Approximations non linéaires

Pour un réel ¢ fixé et un domaine Q C R?, on va considérer ’échelle “non linéaire”
des espaces de Besov sur €2

5_|_t1_1 S

A R
qui le cas échéant peuvent inclure des conditions aux limites qui ne jouent aucun
role déterminant dans I'analyse qui suit. Soit W une base d’ondelettes que 1’on sup-
posera toujours caractériser les normes Besov considérées par les normes discretes
des coeflicients d’ondelettes. Ainsi, pour u = Y, ¢ urt)y, en se référant aun §1.1.7,
on a les équivalences de norme

{ lull e ~ [[(2Mus)revle
luall pgge ~ Nl(2M ur)rewllie,

ou on voit en particulier que les espaces de Besov B! s’injectent dans H' de part
I'injection naturelle [* C [? pour tout 5 =142

En réordonnant par ordre décroissant les coefficients pondérés 27 uy| notés
2, |, n € N, on voit que asymptotiquement (i.e. moyennant une constante

indépendante de N) I'infimum inf, . cg, |[u — un| g+ est atteint par la série tronquée
uy = Y unthy,
n>N

avec l’estimation de type Jackson sur I’ensemble Fy

(3, 2P 7)1/
N
N oy

infuyemy lv—un||m

AN AN 2

D’autre part on peut aussi obtenir sur £y une estimation de type Bernstein en
utilisant I'inégalité de Holder entre [9, (2 et [%/*. Pour toute combinaison linéaire de
N ondelettes v € En, on a

(2P0 ) rev ]l
N/ (2P, ) e |
NS/dHUHHt.

[0]] g5

ININ 2

Le mécanisme décrit au §1.1.7 dans le cas des espaces vectoriels emboités V; C
Vit1 se généralise (voir par exemple le théoreme 38.1 de [26]) dans le cas d’espaces
non linéaires 3; C X,y vérifiant la propriété

Z]‘ + Z]‘ C Zﬂ_a

pour une constante a fixée. On va donc pouvoir appliquer les théoremes généraux
du §1.1.7 aux espaces ¥; = Ey, avec par exemple la suite géométrique croissante
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M; = 27 puisque dans ce cas ¥; + %; C ;4. Pour conclure il nous faut connaitre
les résultats d’interpolation des espaces H' C B;‘;t qui découlent des équivalences
de normes et des résultats classiques sur 'interpolation des espaces [?:

r 1 r
H', B, =Bt ol —=— 4 —.
[H, q,q]/,p PP p 2+d
On peut alors énoncer le théoreme suivant (voir par exemple [26] pour une démons-

tration complete).

Théoreme 2.1 On suppose que la base d’ondelettes VU caractérise les espaces de
Besov B2t 5 = %—I— £ sur [intervalle 0 < s < S. Alors pour tout 0 < s < S, on a
les équivalences de norme

[ullpgee ~ 127 infyem,,; llu—villa)izoll

. 1/q
~ (S NN it ey llu = oxll)?)

Ce théoreme se généralise facilement dans le cas ou I'on cherche a approximer la fonc-
tion dans une norme Besov B} . En outre, de fagon plus surprenante, le résultat est
encore vral pour 'approximation en norme LP, 1 < p < oo, bien que ces espaces
n’admettent pas une caractérisation simple en base d’ondelettes, contrairement aux
espaces de Besov (voir [26]). D’autre part, afin d’atteindre asymptotiquement 1’in-
fimum inf, ecm, ||v — un||x il suffira de retenir la série tronquée des N plus grands
coefficients d’ondelettes |uy||[1x||x normalisée en norme X = H', B | L".

On voit que contrairement a "approximation linéaire, la régularité de la fonction
u doit étre mesurée dans 1'échelle “non linéaire” de régularité B;%°, 5 = % + 3, et
non plus dans 1’échelle “linéaire” H**'. D’autre part dans le cas ou la fonction u est
une donnée (précisément si tous ses coefficients d’ondelettes sont connus par ordre
croissant de |uy||[1)]|x) il suffit de retenir les N plus grands coefficients d’ondelettes
pondérés en norme H' pour obtenir asymptotiquement une approximation non li-
néaire optimale.

L’intérét de ce résultat théorique est que de nombreux signaux et solutions de
problemes numériques admettent une régularité s + ¢ bien plus élevée dans 1’échelle
des espaces de Besov Bt 5 = % + 5 que dans les espaces de Sobolev H***. Cette
échelle tolere par exemple les discontinuités de premiere espece le long d’une variété
de codimension 1: la fonction Xpo 1) appartient a tous les espaces de Besov B; ,
5 = % + 5 alors que dans I’échelle des espaces H® sa régularité est limité par 1/2.
Intuitivement, il suffit de raffiner localement au niveau des discontinuités pour bien
approximer cette fonction alors que le nombre d’ondelettes rajoutées reste tres faible.

De méme, de nombreuses singularités développées par les solutions d’EDP ad-
mettent une régularité bien supérieure dans cette échelle. En particulier les singula-

rités de domaine polygonaux de 1'opérateur laplacien sont dans tous les espaces de
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Besov Bt (voir [27]).

L’algorithme de “troncature” des coefficients d’ondelettes conduit dans le cas
d’analyse de données a de nombreuses méthodes performantes de compression de
signaux et d’images mais il est bien sir caduque pour la résolution d’équations ou
la fonction u est 'inconnue du probleme et non la donnée. Cette problematique est
I’objet du paragraphe suivant.

2.2.2 Stratégies adaptatives

On considere une forme bilinéaire symétrique a coercive dans une norme de
Sobolev V' = H* (incluant le cas échéant des conditions aux limites homogenes) et
s’inscrivant dans le cadre décrit dans I'introduction du présent chapitre. Le probleme
variationnel

u €V telle que a(u,v) = (f,v) Vv e V.

définit un isomorphisme A : V — V’. Etant donnée une base d’ondelettes
¥ = {¢A7 A€ v}

on associe a chaque sous ensemble A C V la projection de Galerkin u, de u sur
I’espace

VA: = S(\I/A), \I/Ai :{77/)/\, )\ EA}

i.e. la solution du probleme variationnel
up € Vi telle que a(up,v) = (f,v) Yo € Vi,

ou plutot une approximation @y de celle-ci obtenue par un certain nombre d’itéra-
tions de I'algorithme PCG préconditionné par la diagonale en base d’ondelettes.

L’idée de base des algorithmes d’approximation adaptative de la solution w
consiste, partant des seules données (le second membre f et 'opérateur A), a générer
de facon itérative une suite de sous ensembles

Aoy Aty ooy Ay o

et les projections de Galerkin approchées associées iy, . Cette suite est dite asymp-
totiquement optimale si elle vérifie I’estimation

lu = an,llmre S (#A) ™

des lors que la meilleur approximation dans Fy de la solution u la vérifie, ce qui est
en particulier le cas si u € B! pour zla = % + 2.
De plus, I'algorithme sera de complexité asymptotiquement optimale si le calcul

de 1, s'effectue en O(#A,) opérations et avec un stockage O(#A,,).
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Avant de présenter quelques expériences numériques sur un algorithme adaptatif
simple, on résume les grandes lignes de I'algorithme récemment introduit dans [28]
et dont optimalité asymptotique est rigoureusement démontrée.

(1) Cet algorithme repose, en premier lieu, sur un controle de lerreur &, : =
||u — @a, || établi & I'aide d’estimations a postériori introduites dans [7], [37]. Celles-
ci expriment, par 'isomorphisme A, la norme d’énergie de 'erreur en fonction du
résidu:

= tin,[[me ~ ||f = Atia, [l ey
Dans le cadre de discrétisations en base d’ondelettes, I’équivalence de norme dans

la base duale ¥

1 = Ada, gy ~ 12T = Ay, ) Daevlle

permet de calculer explicitement I'erreur en fonction des données iy, f et A. Cette
somme étant de complexité infinie il faut en outre comprimer, a une précision fonc-
tion de ¢, la donnée f et le produit “matrice-vecteur” Atiy, en tenant compte pour
ce dernier a la fois de la compressibilité de la matrice et du vecteur.

1/2 équivalente a la norme H'. L’étape suivante,
dont I'idée a été introduite dans [37], consiste & déterminer, a I'aide des estimations

(2) Soit ||.]| 4 la norme d’énergie a(.,.)
a postériori précédentes, un ensemble A, 1 tel que 'hypotheése de saturation

s,y = wanlla 2 Bllu = ua,la

soit satisfaite pour un parametre 3 €]0, 1] fixé, .

Grace a la symétrie de la forme bilinéaire a, 'orthogonalité de la projection de
Galerkin en norme d’énergie ||.|| 4 garantit alors le taux oo : = 4/1 — 32 (indépendant
de n) de réduction de I'erreur:

lw =g, la < aflu = ua,[la-

n+1 H

(3) De fagon a obtenir une suite asymtotiquement optimale telle que

u—ﬁAn Ht < En
{H (VSN

il faut controler la croissance des ensembles #A,,. Pour cela il s’avere nécessaire d’ef-
fectuer, suite a I'étape (2), un seuillage des petits coefficients d’ondelettes de Ug, ., ):

(A1, ﬂAnH) — (Apt1, Ua,,,, ) qui doit en outre préserver la précision asymptotique.

Afin d’obtenir une complexité asymptotiquement optimale, la mise en oeuvre de
cet algorithme nécessite, outre la compression du second membre f et du produit
matrice-vecteur Auy, dans le calcul des estimations a posteriori, le calcul efficace
de la projection de Galerkin approchée @y, préservant la précision asymptotique.
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Pour cela, on utilise 'algorithme du gradient conjugué préconditionné par 1'in-
verse de la diagonale en base d’ondelettes qui converge a un taux indépendant de A,,.
Cet algorithme est initialisé par la projection biorthogonale Qy, @A, _, sur V,, de la
solution iy, _,

de n, d’itérations du PCG va suffire pour atteindre la précision souhaitée. La com-

n—1

a I’étape n — 1. Ce faisant, il est clair qu'un nombre fixé, indépendant

plexité du calcul de la solution @y, équivaut donc au céut d’une itération du PCG
et donc du produit matrice-vecteur. Dans le cadre d’une discrétisation uniforme on
a vu que cette propriété est vérifiée, moyennant pour les opérateurs intégraux une
compression de la matrice en base d’ondelettes. Ici, la situation est plus complexe
car ’ensemble d’ondelettes A, étant quelconque a priori, la matrice de Galerkin

Ap, 0 = a(Vy,,Py,)

peut eventuellement étre pleine, méme dans le cas d’un opérateur différentiel. Afin
de recouvrer une complexité O(#A,) du produit matrice-vecteur Ay, Uy, a la pré-
cision optimale, il faut a nouveau comprimer a la fois la matrice et le vecteur en
utilisant les mémes techniques que dans le calcul des estimations a postériori (ap-
pliquées ici aux sous matrices Ay, ).

On propose ici une stratégie adaptative beaucoup plus simple qui s’avere cepen-
dant contenir les caractéristiques essentielles de I'algorithme précédent.

o Raffinement des ensembles d’ondelettes successifs A,,.
e Calcul de la projection de Galerkin approchée par le schéma itératif PCG.

o Seuillage des coefficients d’ondelettes de la solution approchée de Galerkin.

En suivant I'approche de [78] introduite pour les problemes paraboliques (voir
aussi [10]), le raffinement et le seuillage s’effectuent directement a la lecture des
coefficients d’ondelettes de la solution courante a I’étape n (A, @y, ), sans passer
par I'analyse du résidu. Ces coefficients fournissent une prédiction de la localisation
en espace et en échelle des singularités de u qui va nous permettre de définir un
ensemble A, a priori adapté.

Pour se faire on définit deux parametres de troncature ey, et e, 1 > &y, > e >
0 que l'on va faire décroitre géométriquement avec n. Soit par ailleurs ¢ps le maxi-
mum de 2Py | pour A € A,. Alors, si le coefficient d’ondelette normalisé 21\|a, |
est inférieur au seuil cpe? , cette ondelette est otée de I'ensemble A, 4. En revanche
si le coeflicient est supérieur au seuil ¢pse’y;, on va ajouter un sous ensemble d’onde-
lettes voisines a l'ondelette ¥ d’indices dans le voisinage Ay de A. En pratique, ce
voisinage comporte quelques ondelettes voisines de méme échelle j = |A| et d’échelle
immédiatement supérieure j + 1.

L’inconvénient majeur de cette stratégie réside dans ’absence de relation claire
entre la valeur des parametres de troncature ¢, et € et I'erreur commise in fine. La
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connaissance de celle-ci passe en effet par ’analyse du résidu qui n’est pas exploitée
icl.

Néanmoins, cet algorithme tres simple fournit dans les exemples ci-dessous une
approximation non linéaire asymptotiquement optimale de la solution. Précisément,
cette stratégie permet de raffiner de facon asymptotiquement optimale une singula-
rité si celle-ci a été préalablement détectée a un niveau grossier et si elle ne présente
pas de “trous” dans sa gamme d’échelles. Il est donc impératif d’amorcer I’algorithme
par un choix ad-hoc du premier ensemble grossier d’ondelettes Ag. On 'obtient par
compression du second membre f et par une prédiction des singularités de la solution
non issues du second membre mais liées par exemple aux singularités du domaine.
La force de I’algorithme [28] est au contraire de pouvoir détecter ce dernier type de
singularités sans aucunes informations a priori.

Exemples numériques. Pour simplifier la mise en oeuvre, on va considérer une
base d’ondelettes anisotrope sur le domaine bidimensionnel ]0, 1[?

o0

U={y=19), @, A€V}, V: = U (=} x Vi) x (ay} < Vi),

Jerdy=jo—1

ou par convention ¥ _15: = @jo.k-

Pour le raffinement des ensembles d’ondelettes A,, on a retenu les 12 ondelettes
voisines de 'ondelette ¢y, @ vy, suivantes (avec les modifications ad-hoc pres de la
frontiere)

Aoy = {(jl, 1,2k + aNy), (Vasjy + 1,2k, +0), a,b=0,1
(Jo + 1,2ky + a,5, + 1,2k, + b), a,b=0,1
(s o @, Gy by + ), @b =+1, -1}

[’ensemble initial Ay est choisi selon les plus grands coefficients d’ondelettes du se-
cond membre dans la base duale ¥ normalisés en norme (H")" (les solutions seront
régulieres aux coins du domaine dans nos expériences numériques).

L’opérateur est le laplacien avec conditions aux limites homogenes et 'ondelette
mere sur la droite réelle est la spline duale ¢'°. Le nombre d’itérations de I’algo-
rithme PCG a chaque n est fixé a 5. Pour simplifier la mise en oeuvre, on fixe en
outre ici artificiellement une échelle maximale J = 8 au dela de laquelle on ne pro-
cede a aucun raffinement de l'ensemble A,. Les parametres de troncature €, et &%,
sont divisés par deux a chaque n et le rapport €}, /e” est fixé égal a 10.

Afin de représenter les ensembles d’ondelettes (Fig. 2.12 et 2.14), on convient
d’associer a chaque ondelette o\ = j, r, @ ¥;, &, un point (mgz,m,) du carré
(0,27 — 1] x [0,27 — 1] ot m, = 20= + k, (ky si jo = jo — 1) et my, = 2v + k,
(ky si gy = jo—1).
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Les Fig. 2.11 et 2.12 représentent les résultats obtenus pour la solution exacte

u(z,y) = ¢5000(z=y)? sin(ma) sin(my).

comportant un fort gradient le long de la diagonale. On vérifie Fig. 2.11 que I'al-
gorithme génére une approximation optimale au sens ou la courbe de décroissance
de Derreur de 'algorithme adaptatif est parallele a celle obtenue en retenant les N
premiers coefficients d’ondelettes normalisés de la solution tronquée a 1’échelle J.
En outre, I’écart entre ces courbes est faible ce qui signifie que les constantes d’ap-

proximation sont proches.

Quelques commentaires s’imposent sur l'influence des parametres intervenant
dans ’algorithme.

Choix initial des parameétres ey et €, 1l ne change pas le résultat asymptotique dans
la mesure ou 'on prend soin de préserver I'information sur les singularités contenue
dans Ag (i.e. il faut imposer par exemple Ag C A,,Vn > 1). Dans le cas contraire,
pour des valeurs de ¢, trop grandes, on risque de perdre définitivement la trace des
singularités les plus faibles en les déraffinant totalement.

Tauz de décroissance des paramétres ey et &,,: soit p > 1 tel que €%, = p~"eY,
et e = p~"e¥ . 1l existe un seuil p; au dela duquel I'algorithme adaptatif n’est
plus asymptotiquement optimal. Ce comportement est du au fait que, pour p >
pi, les parametres ey, et e décroissent plus vite que les coefficients d’ondelettes
des singularités lorsque 'on passe de 1’échelle j a ’échelle j + 1 (qui définit ici le
taux maximum de décroissance compte tenu qu’a chaque itération adaptative on a
choisi de rajouter qu'un seul niveau d’échelle). Le taux limite p; dépendra donc des
singularités de la solution.

En revanche plus p se rapproche de 1, plus on constate que la courbe suit de pres

celle obtenue par 'approximation non linéaire. Bien str, il faut alors augmenter le
nombre d’itérations adaptatives pour atteindre une précision donnée et un compro-
mis est donc a trouver en terme de cout.
Rapport epg/e,, - il détermine 'importance du déraffinement. Notons que dans nos
expériences le comportement asymptotique optimal est obtenu méme en "absence
de déraffinement (i.e. pour ¢, = 0) et celui-ci permet seulement d’améliorer la
constante.

Les Fig. 2.13 et 2.14 étudient le cas ou la singularité est situé le long d’un des
axes:
u(z,y) = ¢ 5000(z=5)* sin(ma) sin(my).
Dans ce cas on vérifie que I'algorithme sélectionne bien les ondelettes d’échelles fines
dans la direction orthogonale a la singularité seulement. C’est un résultat important
en pratique dans la mesure ou de nombreuses classes de singularités sont générées
le long de la frontiere du domaine. Dans le cadre de la décomposition de domaine
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du §1.4, la frontiere est I'image, par les difféomorphismes «;, de faces du domaine
de référence, et une base anisotrope telle que celle définie au §1.4.3) sur le domaine
en L pourra donc comprimer efficacement de telles singularités.

On a en outre tracé Fig. 2.13 (B) la courbe d’approximation obtenue par la
projection de Galerkin sur Vi en définissant A par les #A plus grands coefficients
d’ondelettes normalisés en norme H~! du second membre f (dans la base duale \i/)
On voit que, contrairement a 1’algorithme adaptatif, cette stratégie élémentaire ne
conduit pas a une approximation asymptotiquement optimale car elle ne prend pas
en compte 'action de 'opérateur A dans le choix des ensembles A.

(A) ERREUR L2 (B) ERREUR H10
T T 100 T T
ALGORITHME ADAPTATIF —— ALGORITHME ADAPTATIF ——
APPROXIMATION NON LINEAIRE ~+-- APPROXIMATION NON LINEAIRE —+--
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"
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I
o
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w
o
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1000 10000 100000 100 1000 10000 100000
#LAMBDA #LAMBDA

(C) ERROR

FiG. 2.11 — Pour la solution evacte u = e 7000(==v)° sin(ma)sin(my) : (A) et (B)
erreurs obtenues en conservant les N = #AN plus grands coefficients d’ondelettes
de Py @ Pgu normalisés en norme L* (resp.Hj )et erreurs L* el H) sucessives de
Ualgorithme adaptatif. (C) erreur de projection biorthogonale sur Vg @ Vs.
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Fig. 2.12 — Premier et dernier ensembles d’ondelettes Ay et As construits
par algorithme adaptatif et erreurs associées, pour la solution exacte

= 5000(z—y)? sin(mz) sin(7y).
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FiG. 2.13 — Pour la solution eracte u = e~"°°C=2)" sin(nwx)sin(ny): (A) erreurs

obtenues en conservant les #£A plus grands coefficients d’ondelettes de Ps @ Psu nor-
malisés en norme L* et erreurs L* sucessives de algorithme adaptatif. (B) méme
chose en norme Hg avec en outre la courbe d’erreur des projections de Galerkin
sur les ensembles d’ondelettes A obtenues en retenant les #AN plus grands coeffi-
cients d’ondelettes du second membre [ normalisées en norme H™'. (C) erreur de
projection biorthogonale sur Vg @ V.
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Fig. 2.14 — Premier et dernier ensembles d’ondelettes Ay et A7 construits

par Ualgorithme adaptatif et erreurs associées, pour la solution evacte u =

¢—5000(z—3)? sin(w:}c) sin(Wy)'

2.3 Conditions aux limites et construction de re-
levements stables

L’objectif de cette partie est d’étendre les algorithmes adaptatifs précédents dans
le cas de conditions aux limites de Dirichlet non homogenes.

Soit un domaine ) de R? de frontieére I' supposée Lipchitz et réguliere par mor-
ceaux, et soit I'p une partie de la frontiere, sous variété de dimension d — 1 de méme
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régularité que I'. On définit classiquement par prolongement 'opérateur de trace vp
continu de H'(Q) dans H'/?(T'p) et son noyau V : = HA(Q2). On considere alors le
probleme elliptique du second ordre

{ a(u,v) = <f7U>V’,V7 VvoeV

we HI(Q), ypu=g (2.23)

ot a est une forme bilinéaire continue sur H'(Q) x V et coercive sur V, f € V’ est
le second membre et g € H'/?(I'p) est la donnée de Dirichlet.

Ce probleme se ramene a des conditions aux limites homogenes par relevement
de la trace g. Soit R(g) € H*(R2) un relevement stable de g i.e. vérifiant

1R(g) =g et Ry S N9lmrr,)

La fonction

up: =u—R(g)

est solution unique (par Lax Milgram) du probleme variationnel classique

{ a(ug,v) = (f,v)v vy —a(R(g),v), YveV

v eV (2.24)

L’idée consiste a appliquer les algorithmes adaptatifs a ce probleme homogene ob-
tenu par correction du second membre par le relevement des conditions aux limites.
Afin de préserver 'optimalité de ces algorithmes, il faut cependant étre en mesure
de construire explicitement une base d’ondelettes Wy, de H'(Q) et un opérateur de
relevement R tels que ug et R(g) aient les mémes propriétés de compression que la
solution u dans la base d’ondelettes Wg,.

Pour cela, on va construire une base d’ondelettes
g ={yl, A eV}
stable dans H'(Q) et qui vérifie les propriétés remarquables suivantes.
Propriété 2.1 La base d’ondelettes U admet une partition
Uy = U U vl

telle que (i) o .
W= {5, AEV

. .. Al o .. .
soit une base d’ondelettes de Hp,(Q) et (i) que la trace 2_%71) définisse une bijection
de Wb, sur une base d’ondelette

Ur, ={¢,, 0 € 53}
de H'*(Tp).
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[’opérateur de relevement R est alors défini par cette correspondance entre Wl
et Ur,: chaque ondelette ¢, = 2_%71);/); de WU, est relevée par l'ondelette ¢ de

A

§ moyennant le facteur d’échelle 9-5 qui traduit la normalisation dans L? des
ondelettes du bord et du domaine.
En d’autres termes, la partition de la base d’ondelettes ¥§ induit la décompo-
sition w : = wug + R(ypu) qui préserve les propriétés de compression de u dans
cette base. En outre Uy caractérisera naturellement les espaces de Besov B31!(Q)

ou zla = % + 2 ce qui permettra d’appliquer les résultats d’approximation non linéaire

du §2.2.1.

Une telle base étant construite ’algorithme adaptatif de [28] s’applique tel quel
au probleme variationnel corrigé (2.24).

Notons que la compression du second membre de (2.24) nécessite de comprimer
f dans la base duale U9 de U9, mais aussi a(R(g),.) en tant qu’élément de V'. Pour
ce dernier terme, ceci revient a comprimer la trace ¢ dans la base Ur . Pour ¥ C 3,
et Per, @ = EU€E<.,¢N)U>¢U ol \TIFD désigne la base duale de Wr_, on a en effet
I’estimation

la(R(g — Peryp9),-)|lv lal[ | R(g — Perp9)lla e

<
S o= Perpdllaree,)

Il faut remarquer que les propriétés 2.1 de la base d’ondelettes ¥g, ne sont pas
vérifiées par les constructions usuelles. Par exemple sur le demi-plan 2 = R x [0, oo,
la trace des ondelettes tensorielles comprend les ondelettes sur R ¢, 7 € Nk € Z,
mais aussi les fonctions d’échelle ¢, 7 € N,k € Z. Dans ce cas, ces fonctions ne
sont donc méme pas linéairement indépendantes.

D’autre part, supposons que la base g soit stable dans H*(Q) et la base Wr
dans H*'/%(T'p). La propriété 2.1 implique alors l'existence d’un opérateur trace
vp continu de H*()) dans H*~'/2(I'p). On voit donc que nécessairement s > 1/2, ce
qui s’interprete naturellement par le fait que la base duale \ilfz de U§ est constituée
pour A € V; des distributions ’YJB@ZN’U(A)- En particulier la base U§ ne sera pas stable
dans L*() mais cette stabilité n’est pas utile ici. C’est la stabilité de la base W,
dans L?(Q) qui éventuellement importe pour la robustesse du préconditionnement
du systeme (2.24) apres discrétisation dans le cas d’un opérateur dégénéré du type
T+ eA et pour e << 1.

Dans le cas d’une discrétisation adaptative de (2.23), le choix du relevement
de la trace est déterminant afin de préserver la compression de la solution. Au
contraire, dans le cas d’une discrétisation uniforme sur 1’espace V;(Q) C H'(Q),
le relevement peut étre choisi quelconque de V() dans V;(I'p). Dans ce cas, on
définit classiquement les espaces

{ VR(Q): = V() 0 HL(Q) (2.25)

Vi(I'p): =y Vi(Q)
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et pour une bonne approximation fixée ¢g; dans V;(I'p) de la trace g, on résoud

{ a(ug,vs) = (f,vr)viy, Yoy € V)(Q) (2.26)

uy € Vi(Q), ypus = g5 € Vi(I'p).

Ce probleme se ramene a nouveau a une formulation de Galerkin classique en consi-
dérant un relevement

ry: VJ(FD) — VJ(Q),

qui conduit au systeme

{ a(u,vy) = (fovn)viy —a(ri(gr),vs), Yog € VP(Q) (2.27)

uG s =uy—ry(gs) € VI(Q).

D’apres Lax Milgram la solution est unique et on vérifie facilement qu’elle est en fait
indépendante du relevement choisi de V;(I'p) dans V;(€), ce qui garantit I’existence
et 'unicité de la solution du probleme (2.26).

On introduit dans le paragraphe suivant un nouveau cadre théorique qui permet
de construire de telles bases Ug, et d’analyser leurs propriétés de stabilité qui en outre
vont déterminer la stabilité du relevement. Le point de départ est la donnée de deux
bases d’ondelettes W2 et W, associées aux AMR Vjo(ﬂ) et V;(I'p) issues par (2.25)
de la méme AMR V() de H'(Q). On définit alors un projecteur biorthogonal (voir
§1.1.6) tel qu’il existe une base d’ondelettes associée W§ satisfaisant la propriété 2.1.

Les paragraphes 2.3.1 et 2.3.2 illustrent ce formalisme abstrait en commencant
par les exemples simples du demi-plan et du carré puis en étendant la construction
a un domaine “général” dans le cadre de la décomposition de domaine du §1.4.

2.3.1 Cadre abstrait
Soient
Vi(Q) C Vi (), yeN

une suite de sous espaces fermés emboités (AMR) de W*?(§) avec s > 1/p de fagon
4 pouvoir définir Uopérateur trace vp de W*P(Q) dans W* Y/PP(I'p). On notera
W5P(Q) le noyau de cet opérateur.

La définition

{ V) = V() n WEH()
Vi(lp) = = V;(Q)

induit deux autres AMR respectivement de W;P(Q) et de W*='/»#(T'p).

J

VI(Q) C V3L(Q) CWER(Q)
{ Vi(Tp) C Vi (Tp) € We=/er(Tp)

147



Pour chacune de ces AMR on se donne un choix de décomposition multiéchelle induit
par un projecteur biorthogonal (voir la définition §1.1.6) noté PP, pour 'AMR V()
et P;r, pour TAMR V;(I'p). On notera

W( ) _Q],Q ]—I—l( )0{1 Q]Q P]—I—IQ PO

et
Wi(I'p): = QirpVisr(Ip) ot Qiry, = Pivar, — Firy
les espaces d’ondelettes associés et WY, Wr  un choix de bases d’ondelettes dont

les propriétés de stabilité seront précisées ultérieurement. On a alors la propriété-
définition suivante.

Proposition 2.3 On définit pour v € D(Q) et r; un relévement quelconque de
Vi(Tp) dans V()

Prou: = P]?Q <u —r;oPr,o0 7D(u)> +rjo Pir, ovp(u). (2.28)
Cette définition est clairement indépendante du choix de r; et de plus

(i) Prq est un projecteur biorthogonal sur Vi(Q) i.e.

I Prg = Vi(Q)
(P]*Q) P;
PJ*QP]*-H Q P]*Q'

)

(i1) Le triplé (P}q, Plqo, Pir,) satisfail les propriétés

{ Ypo Piqg = P]ID o yp (commutation), (2.29)

*
Pralve @) = Plalvo, @)-

Preuve. La propriété de commutation résulte directement de la définition. D’autre
part, on a clairement Im P> C Vi(Q) et Prqu; = u; pour tout u; € V;(Q2). En outre
POQ étant par hypothese un projecteur, on voit facilement que POQP*Q = P o et
donc

(Pia) = P <P;Q —rjo(Pir,)*e ’YD)) +rj o (Piry)* o vp

- P;Q
ou on a utilisé le fait que P;r, est un projecteur. La propriété P;Q|VJO+1(Q) =
PJ?Q|VJO+1(Q) est immédiate dans la mesure ou, restreint aux fonctions de trace nulle

sur I'p, le projecteur P’ coincide avec P]?Q. La biorthogonalité du projecteur P’
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se déduit de la biorthogonalité des projecteurs P]?Q et Pjr, et de la commutation
Yoo Pl = P10, 0.

* * _ 0 0 i i . .
Pj,QPj-H,Q = Pj,Q <Pj+1,Q([ — 7410 Piiar, ovp) + 75410 Piyar, 0p

o(Pjr,Pisirp)o ’YD) +rjo(Pirp Piyviry) oo

Le projecteur biorthogonal P’y induit une décomposition multiéchelle associée a

I’AMR V;(£). Soit
W]*(Q) = Q;Q‘/ﬂ'l(g) ou Q P]*+1 Q P;Q

I’espace d’ondelettes associé. Les propriétés (2.29) traduites sur les espaces complé-
mentaires entrainent les relations

00 — 0
Wi () = W, (')
On voit clairement qu’elles assurent ’existence d’'une base d’ondelettes Uy, (définie
au moins formellement pour le moment) associée au complémentaire W7 () telle
que

Uy =0 U vl

. . . e - _A
et ot la collection W} soit en bijection avec Wr, par la trace 2 > vD-
On note

1\ D:{¢U7 o€ Yy}
U = {3}, A e V).

Alors la bijection 27 & ~vp sur les bases induit une bijection A" : ¥, — V, sur les
indices d’inverse 0" avec |\ (0)| = |o|. Lopérateur de relevement R associé est défini
(formellement pour le moment) par la formule

Z 2__ gv¢cr ¢AT (231)

CTEEb

ol \TIFD = {;/N)U, o € Y} désigne la base duale de Up, et < .,. > le crochet de
dualité associé.

Les propriétés de stabilité des bases Ug et Ur, vont déterminer les propriétés
de stabilité de 'opérateur de relevement R. Elles s’analysent classiquement par le
biais des estimations directes et inverses, objet du paragraphe suivant.
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Estimations directes sur {2 et ['p

Ces estimations seront obtenues moyennant un certain nombre d’hypotheses qui
seront naturellement vérifiées dans le cadre de la construction par décomposition de
domaine au §2.3.3.

L’hypothese de localité suivante introduite dans [72] (voir aussi [71]) s’averera es-
sentielle pour la suite.

Hypotheése 2.1 Pour tout g; € V;(I'p) on a

inf sy ~ 27775l 2o p)- (2.32)

u; €V5(Q)vpu;=g;

Lemme 2.1 Cette hypotheése est en particulier vérifiée des qu’il existe une base

(locale)
00 ={¢je, ¥ €Gja}
de V;(Q) stable dans LP(Q) (cf lemme 1.4) et telle que

Oir, = {272 ppi., v € G5 C Gial

soit une base stable dans L*(I'p) de V;(I'p) alors que les fonctions de base restantes

de
00 ={¢jw, v €Gia/Glq}

ont une trace nulle sur I'p.

Preuve. En effet pour ¢g; = Exegbﬂgj,x’YD‘Pj,x on pose u; = Exegbﬂ Jjzpix €t par
7 7
définition de la stabilité dans L? on a

(L_Ly(d—
lgjllzrrp)  ~ 2/ 1)"(2%-9]71’)9069;@”1?

—i/poi(t=1)d

= 2 ]/p 2](2 P) H(g]vl’)l’eg]byﬂ"lp
~ 277 |l o).

D’autre part, d’apres I’hypothese de stabilité de @, o et de trace nulle des fonctions
de (I)?,Q on a clairement

; inf ; .
HUJHLP(Q) ~ UJGVJ((;)I:I’VDUJZQJ HU]HLP(Q)

On voit que dans le cadre de la construction du §1.4 par décomposition de do-
maine, la base locale @, (1.131) vérifie naturellement les hypotheses du lemme et
donc la propriété de localité.
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On suppose en outre vérifiées I’hypothese d’approximation suivante dans V;(2).

Hypotheése 2.2 Soit p € [1,00]. Il existe un projecteur biorthogonal P;q sur V;(9)
vérifiant Uestimation directe

lu — Pioullir) < 277 |lullwer@) (2.33)

pour tout 0 < s < n et u € W*P(Q).

Noter que les mémes estimations en norme Besov B () s’en déduisent par
interpolation pour 0 < s < n.
On suppose en outre que les projecteurs P]?Q et P;r, sont uniforméments stables

dans LP.
Hypotheése 2.3 Soit p € [1,00], alors || Ploullr) S ||ullzre)-
Hypothese 2.4 Soit p € [1,00], alors ||Pir,gllirars)y S 9llze@s)-

Enfin I'espace V;() est aussi supposé vérifier des estimations inverses ou inéga-
lités de Bernstein.

Hypothése 2.5 On note 7(p) la borne supérieure de la régularité W*? de V;(Q).
Alors pour tout u; € V;(Q) et 0 < s < 7(p)

lullzg,@ S 27 luillone). (2.34)

Avant d’écrire les estimations directes et inverses sur I'p il nous faut préciser
le cadre fonctionnel sur le bord I'p. On s’intéresse naturellement dans cette étude
aux espaces fonctionnels sur le bord définis comme espaces de trace et non pas de
fagon intrinséque par atlas et partition de 'unité. Dans ce cas, 1'espace L?(I'p) est
défini classiquement par la mesure de Lebesgue sur le bord et pour s > 0, les espaces
de Sobolev W*?(I'p) (resp. de Besov B’ (I'p)) sont définis comme I’ensemble des

s+ L s+L . .
traces sur I'p des espaces W +113’p(ﬂ) (resp. Bp,g”(€2)) munis de la norme quotient

N D= inf il 2.35
lgllwerrp) uews+%}§zm:w:g leell et £ g (2.35)

et de méme pour les espaces de Besov
l9llB; ) = = inf HUHB;Z% (2.36)

s+ =
uEprqp (Q):vpu=g

On conviendra naturellement que W?(I'p) = LP(I'p). Pour les indices négatifs les
espaces sont définis par dualité. En particulier pour I" et s < 0

. o . B 11 11
w 7p(F) =W "’ (F)/7 Bp,q(F) L= Bp’,q’(r)/7 E—I_ p = 17 ; + ? = 1.
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Cette définition coincide avec la définition intrinséque pour |s| < 1 + zla dans le cas
d’un domaine Lipschitz et régulier par morceaux (voir [68]).

FEstimations directes et inverses sur I'p. L’obtention sur I'p des estimations directes
et inverses est déja étudiée dans [72]. Elles résultent des estimations sur  (2.34),
(2.33), de I'hypothese de stabilité du projecteur 2.4 et de I'hypothese de localité
(2.32).

Proposition 2.4 Sous les hypothéses 2.1 et 2.5, pour tout g; € V;(I'p) et 0 < s <

T(p) — l, on a lestimation inverse
»

lgillzs 00 < 2°Mgillies)- (2.37)

Preuve. Par définition de la norme quotient pour s > 0

ngHBi;,p(FD) = inf“JGVJ(Q)WDuJZQJ HUJ"B;;}—,(Q)
. lﬂfuj €V;(Q):vpuj=g; Hu] HLP(Q)
2\l gill e p)

< 2](5+11§)
S

ol on a appliqué successivement I’estimation inverse (2.34) et ’hypothese de localité

(2.32). D

Proposition 2.5 Soit p € [1,00], sous les hypothéses 2.1, 2.2, 2./, 2.5 et 7(p) >
1/p, pour tout g € By (I'p) et pour 0 < s <n — zl?’ on a [’estimation directe

lg = Pirogllisws) S 2 lglns, 0. (2.38)

Preuve. On reprend la preuve proposée dans [72]. D’apres 'hypothese de stabilité
du projecteur 2.4, il va suffire d’évaluer I'erreur de meilleure approximation dans
V;(I'p). Pour s > 0 on considere par le théoreme de trace, une fonction u quelconque
de B;:;l/p telle que ypu = g. D’apres les hypotheses 2.2 et 2.5, la décomposition
multiéchelle induite par le projecteur biorthogonal P;q de 2.2 est stable dans B, |
pour 0 < s < 7(p). Alors

[vp(u = Pjau)llLer )
H’YD 212]‘ QI,QUHLP(FD)
s o Quaullerp) (2.39)
EIZ]‘ QI/pHQl,QUHLP(Q)

, 1/p
o—is <Elzj(21(s+1/p) HQZ,QUHLP(Q))p>

inngGVJ(FD) lg — ngLp(rD)

AR ZAN VAN IR VAN
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ou on a utilisé 'hypothese de localité 2.1 et I'inégalité de Cauchy Schwartz. Rappe-
lons I'inégalité, pour tout 0 < ¢ < n

) 1/p
(@ IQueull@)) " < lullsy,@ (2.40)

1>0

qui est une conséquence de I’hypothese 2.2 démontrée dans I’Appendice 1 (cf (3.63)).

s+1/p
P

On a donc pour tout u € By, de trace ypu = g.

i — < 9-is .
I I e e

et on conclut par définition de la norme quotient sur I'p. O

Estimations directes pour Plq. Flles s’obtiennent dans le méme esprit que précé-
demment en combinant les estimations pour P;q et Pjr .

Proposition 2.6 Soit p € [1,00], sous les hypothéses 2.1, 2.2, 2.3, 2./, 2.5 et
7(p) > 1/p, on a pour tout u € By () avec 1/p < s < n, lestimation directe
lu— Prgullire) < 277°|ulls; @) (2.41)

~

Preuve. Soit g € B;;l/p(FD) la trace de u. L’erreur de projection se réécrit

U — P;Qu =(I - P]?Q)(u —r;0Pir,g).

ou r; est n'importe quel relevement de V;(I'p) dans V;(2). Le projecteur PPq, étant
d’apres I'hypothese 2.3 uniformement stable dans L?(£2), il va suffire d’estimer

infrj Hu —7r;o0 P]‘IDQHLP(Q) = iﬂfuJeVJ(Q):wDuJ:PJ,ng Hu - uj"LP(Q)
< lu = Pioul[raq)
o 1Pjou = wjl o).

+ mfu] GVJ(Q)WD“J:PJ,FD

[’estimation du premier terme du membre de droite résulte directement de I'hypo-
these 2.2. Pour le second on utilise a nouveau I’hypothese de localité 2.1, d’ou

infujevj(g);wuszJ,FDg HPQU — UjHLP(Q) ~ 2_]:/?7”7DP]‘,QU — Pj,FDQHLP(FD)
S 27909 = Pirogllieers)
_|_2_]/pH"}/D(u - Pj,Qu)HLp(FD)'

Le premier terme s’estime par la proposition 2.5 et le théoreme de trace et le second
se traite comme en (2.39). m

Cas des projecteurs P;r, instables dans LP. C’est le cas lorsque p €]O, 1] qu’il est

153



essentiel de savoir traiter pour I'approximation non linéaire et adaptative (cf §2.2.1
et 2.2.2). Cette analyse nous servira aussi dans la premiere construction sur le carré
au §2.3.1 ou le projecteur P;r, sera interpolant aux quatre coins du carré et donc
instable dans L2,

Pour p < 1, I’hypothese de localité reste vraie en général dans la mesure ou la
stabilité des bases @, g et ®;1, demeure classiquement vérifiée pour p < 1 sous une
hypothese d’indépendance linéaire locale des fonctions d’échelle. Il en résulte que la
proposition 2.4 s’applique toujours pour p < 1.

En revanche la stabilité des projecteurs P;r, et P]?Q dans LP n’est plus vérifiée
et donc la démonstration des estimations directes pour P’ et P;r;, ne s’étend pas
ap<l.

Pour le projecteur P elles doivent alors étre démontrées au cas par cas (en
suivant les techniques du §III de [26]). L’estimation directe pour le projecteur P;r,
s'en déduit en utilisant dans (2.39) le projecteur P’q, qui par définition préserve la
trace, ce qui permet d’estimer directement |g — P;r,g|/zer,). On évite ainsi une
démonstration directe délicate car il faut manipuler des normes quotients.

Proposition 2.7 Soit 0 < p <1 et un r € [1,00] fiz€ tel que Pjr, soit stable dans
L"(T'p). On suppose vérifiée Uhypotheése de localité 2.1, T(p) > 1/p, les estimations
directes

lu = Prgullpny < 27" ullsy @
pour tout % + % — % <t < n, et les estimations inverses
luillsy 0 S 2 uillee)
pour tout u; € V;(Q) et 0 <t < 7(p). Alors on a estimation
lg = Pirpgllresy < 27 gllsg, 0 (2.42)
pour(d—l)(}%—%)<s<n——.

d—1
dans L"(I'p) et donc que les projecteurs P;r, sont définis sur cet espace. En outre,

Preuve. Noter que la condition > zla — % entraine que 'espace By (I'p) s’injecte

t = s+ 1/p satisfait alors £ —1/p > % — 1/r de sorte que P;r,yp sont définis sur

I’espace B;};l/p(ﬂ) qui s’injecte dans B%r(ﬂ)
Les hypotheses d’estimations directes et inverses impliquent, par application du

théoreme 1.4 (§1.1.7), la stabilité de la décomposition induite par P}, dans B} ()
pour &+ % —% <t < min(n,7(p)). On applique alors la démonstration de la proposi-
tion 2.5 & ||g— P;r, 9|ty ) en remplagant P;q par Pq et I'inégalité triangulaire par

la p-inégalité triangulaire. Pour tout (d — 1)(}% —<s<n—1/petuc B;};l/p(ﬂ)
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tel que ypu =g on a

lg = Pirpdllreryy = [vp(u— Pigu)llier,)
= ZIZ]' QI*,QUHLP(FD)

= (S Qo)
S (T @ Qigulme)) (2.43)
< 27is <Elzj(21(s+1/p)HQZ*,QUHLP(Q))P>l/p
N Q_jSHuHB;;l/p(Q).
O

Stabilité des bases Ur,, U5 et du relevement R

Théoréme 2.2 Soit p,q € [1,00], sous les hypotheses 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 et
7(p) > 1/p, la décomposition multiéchelle induite par le projecteur biorthogonal Pr
est stable dans By () pour tout 1/p < s < min(7(p),n) i.e.

el 00 ~ Pl eviay + 11 (2 1@t laiey) e (2.44)

et la décomposition induite par le projecteur Pjr,, est stable dans By (I'p) pour tout
0 < s <min(7(p),n)—1/p ie.

91155, 000 ~ IPox ol ooy + 1 (27 1Qur s gl (2.45)

e
320

Preuve. Les espaces B; (I'p) sont des espaces d’interpolations d’apres leur défini-
tion (2.36) comme espaces quotients des espaces B, (). Ces équivalences de normes
résultent donc de I'application directe du théoreme 1.4 du §1.1.7. 0

Pour définir un opérateur de relevement stable il va désormais suffire de construire
a chaque niveau fixé j > 0 des relevements

R]‘: W]‘(FD) — W]*(Q)
tels que

IRk peg) ~ 277 | 2o(r ) (2.46)

et un relevement R_y de Vo(I'p) dans V5(Q) tel que ||R-1g0rr(@) ~ ||g0]|r(ry)- Le
relevement multiéchelle R s’écrit alors

R = R_1P07FD + ZRJQLFD (2.47)

>0
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Pour se faire, le plus simple est de supposer les bases d’ondelettes Wr, et W,/
uniformément stables dans L?, propriétés obtenues classiquement par un argument
d’indépendance linéaire locale des ondelettes. On obtient alors 'opérateur de rele-
vement (2.31).

Sur un domaine borné 'existence des opérateurs R; peut se déduire de I’hypo-
these de localité 2.1 moyennant la stabilité L” de la décomposition a deux niveaux

Vinr () = V(@) © WH(Q).

Proposition 2.8 Soit Q un domaine borné. Sous ['hypothese de localité 2.1 et de
stabilité de la décomposition a deux niveaux, pour tout u; € V;(Q), w; € Wi (Q),
Ujpr = Uuj + w;

[wjalle@) ~ llusllr) + [lwsllzr @),

les espaces Wr(Q) et W;(I'p) vérifient la propriété de localité

inf Mroion ~ 27921 Bl e 5 48
wJGWJ*(g)lWDwJ:hJ sz () 152 (I'p) ( )

el pour un domaine ) borné, il existe des opérateurs de relévement R; vérifiant

(2.46).

Preuve. Soit w41 = u; + w; tel que ypu;41 = h; € W;(I'p) et u; € V;(Q),
w; € Wi(Q). On déduit de la propriété de commutation du projecteur Pl avec
la trace que ypu; = 0. D’apres 'Hypothese 2.1 appliquée au niveau 7 4+ 1 on a les
équivalences

272\ hy|| e ey~ info, eV @apusi=h, 4 llze@)

~ lnfuJGV](Q)7wJEWJ*(Q):'VDw]:h]7’VDu]:0 Huj-l-lHLp(Q)
~ infwjeW]*(Q):Wijzh] ijHLP(Q)' =

Théoréme 2.3 Soit p € [1,00]. Sous les hypothéses du théoréme 2.2 et d’uniforme
stabilité dans L des bases d’ondelettes Wi g et Wi, le relevement (2.51) est stable

de By (I'p) dans B;:Zl/p(ﬂ), i.e.
IR sy < Il o
pour tout 0 < s < min(7(p),n) — 1/p.

Preuve. C’est une conséquence directe de la caractérisation des normes Besov du
domaine et du bord par les normes discretes des coefficients d’ondelettes pondérés
des facteurs d’échelle. Noter qu’au niveau grossier, on retient en dimension finie
n’importe quel relevement de Vo(I'p) dans V5(€2) et en dimension infinie un rele-
vement stable de LP(I'p) dans LP(£2) obtenu par exemple sous les hypotheses du
lemme 2.1.
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Pour p < 1 les théoremes précédents s’étendent sous les hypotheses de la propo-
sition 2.7.

Théoreme 2.4 Soit p,q €]0, 1], sous les hypotheses de la proposition 2.7 on a pour
tout + + % — % < s < min(7(p),n)

Il o0 ~ | Esaull v + 11 (21 Q5aullney) _ e (2:49)

et pour tout (d — 1)(}% — 1) < s <min(r(p),n) — 1/p

91150 ~ IPox ol ooy + 1 (2 1Qur s gl (2:50)

e
320

Sous reserve de stabilite dans LP des bases \II;Q et W;r, on en déduit la stabilité du
relévement (2.31)

IRty S ol
pour tout (d — 1)(}% — 1) < s <min(r(p),n) —1/p

Preuve. C’est une application directe du théoreme 1.4. O

2.3.2 Exemples simples de constructions
Demi-plan © =]0, co[xR

La nature du relevement multiéchelle apparaitra clairement sur cet exemple élé-
mentaire.
On considere sur R un choix de générateurs biorthogonaux a supports compacts

(¢, qg) avec ¢ € C°(R). On note 1) et W les ondelettes méres, O, g, U,g les bases de
fonctions d’échelle et d’ondelettes des espaces V;(R) et W;(R), et P le projecteur
biorthogonal correspondant qui joue ici le réle du projecteur P;r.

Partant de ce couple de générateurs, on construit sur la demi-droite, selon le

§1.3.4, des AMR biorthogonales V;(]0, 0o|) et V;(]0, 00[) munies des bases de fonc-

tions d’échelle
;10000 = {@sks k € N} et ®jj0 cof = {Gjk, k € N}

supposées vérifier (au bord 0 ici) les propriétés de la proposition 1.9. En particulier
on a p;r(0) = cOZj/2507k et les bases biorthogonales

O%10,0; = {jk, k € N¥} et (i)?,]o,oo[ = {jx, k € NT}

engendrent les AMR V?(]0, oof) et \N/jo(](), oo[). On notera

0
4:]0,00[
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une base d’ondelettes de I’espace
W (10, 00) = V3,110, 00[) 1 (V(10, o))"

et Pjo]o oo le projecteur biorthogonal associé.

Par produit tensoriel on définit PAMR V;(Q) : = V;(]0,00[) @ V;(R) et le projec-

teur biorthogonal P]?Q = PJO]O oo @ P;p sur Vjo(ﬂ). On vérifie facilement que dans

ce cas, le projecteur P’ de la proposition 2.3 est aussi un produit tensoriel

Prg = Pon( @ Pig (2.51)

Js

olt Pr, . est le projecteur biorthogonal sur V;(]0, oo)

* L, ~
Prioortt = =2 u(0)050 + Y (1, 15) 04 (2.52)

¢
0 keN+

Du fait de cette interpolation en 0, I’espace d’ondelettes associé a ce dernier projec-
teur n’est autre que W?(]0, 00[) d’ott I'on déduit par produit tensoriel

W7 (Q) = V;(]0,00[) @ Wi(R) & W)(]0,00[) @ Vi(R) & W(]0, 00]) @ Wi(R)

J
et
Fa = Piloeel @ Wik U Wigo oo @ @iz U Wiiof © Y.
On en déduit que l'opérateur de relevement R consiste simplement a relever les
ondelettes 1, sur R a I'aide de la fonction d’échelle ¢; o de méme échelle j:

R(g) = Z <97¢00> ©0,0 @ dor + Z 97?/’], ) 0 @ ik

kEZ jeN ez 0

Ceci qui traduit bien sa nature multiéchelle.

Remarque 2.2 Le fait que la fonction d’échelle de relévement ;o soil orthogonale

a \N/jo(](), oo[) apparait inutile dans ce contexte. On peut en effet s’en passer, quitte a
renoncer au cadre de la définition (2.28) du projecteur Pq. Dans ce cas on suppose
seulement

0in(0) = o260k, k €N et (B0 1, B0 1) = I+

On conserve alors les définitions 2.52 el 2.51 du projecteur Plq. el on vérifie faci-
lement que l'on a toujours

{P]Roy fyoP*
Q|V]+1 Q) = Q|VJ-|-1 (©)

qui sont les propriétés essentielles a la construction du relevement stable R. Fn
revanche Plq ne coincide avec la définition (2.28) que si la fonction d’échelle o; o

est orthogonale a \N/jo(](), ool).
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Remarque 2.3 Les estimations directes pour les projecteurs Pir et Prq el inverses
pour les espaces Vi (R) et V;(Q), sont ici élémentaires. Notons que du fait de la nature
tensorielle des fonctions de base et du domaine, les estimations directes et inverses
sur le bord I' sont obtenues respectivement sur les intervalles

0<s<netl<s<t(p)
ou 7(p) est la régularité W*P(R) du générateur ¢ et non sur
O<s<n—1/pet0<s<rt(p)—1/p
comme c’est le cas des propositions 2.4 et 2.5.

Remarque 2.4 Pour p € [1,00] tel que & € L7, le relévement R vérifie en fait la
propriété de stabilité

IR ey S lollag o
sur Uintervalle — min(7(p'),n) < s < min(7(p),n)—1/p ou 7(p') désigne la régularité

W#P(R) du générateur ¢ et ou lespace B) () pour t < 0 est par convention égal
a B];tq,(ﬂ)’. Ceci découle du fait que les ondelettes utilisées pour le reléevement sont
aussi associées a la décomposition multiéchelle induite par le projecteur biorthogonal

P]Q = Pj,]O,OO[ ® Pij Od Pj,]O,OO[ = <'7 éj,]o,oo[>T q)jv]ovoo[7

stable dans B;q(ﬂ) pour —min(7(p’),n) < s < min(7(p),n).

Premiére construction sur Q =]0,1[?

Partant des générateurs sur R (¢, qg) du paragraphe précédent, on construit cette
fois sur 'intervalle 0, 1] les AMR biorthogonales V;(]0,1]) et V;(]0,1[) et les es-

paces d’ondelettes W;(]0, 1) et W;(]0, 1]) que I'on suppose vérifier les propriétés des
propositions 1.9 et 1.10. On notera

{ ?17]071[ = {S‘QjJﬂv k=0,... 7dj}
®17]071[ = {9‘517167 k= 07 SR 7dj}

les bases biorthogonales (1.101) de V;(]0,1]) et ‘N/j(](), 1]) et

®opoa = {wim b =1,....d; =1}
Qoo =A@k k=1,....d; — 1}

les bases biorthogonales (1.102) de V?(]0, 1[) et \N/jo(](), 1[). Les projecteurs biortho-
gonaux associées sont notés Pjj | et Pﬁ]m[. De meme les bases d’ondelettes bior-

thogonales (1.105) des espaces W;(]0, 1]) et Wj(]O, 1[) et (1.106) des espaces

{wmmzﬁmmm@mmL
Wo(0,1[) = V2, (10, 1) 1 vV°(J0, 1])*
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sont notées W;o 1], KTIL]OJ[, \1197]071[ et @?7]071[.
Tout comme pour le domaine ]0, co[ xR, on définit par produit tensoriel les AMR
Vi(Q) = V;(10, 1)) @ V;(J0, 1[) et VP(Q) = V(]0,1[) @ V(]0,1[)
et le projecteur biorthogonal sur V(1)
Pra = Pioar® Pioar

Posant I' : = 09, la difficulté nouvelle réside dans la définition du projecteur
biorthogonal P;r sur Vj(I'). Pour cette premiere construction on va simplement
interpoler aux coins du domaine de facon a conserver la nature tensorielle du pro-
jecteur Prg. Ce choix n’est pas optimal en terme de stabilité et fera I'objet d’une
stabilisation lors de la deuxieme construction.

On définit par prolongement de I’exemple précédent le projecteur biorthogonal

sur V;(]0, 1)

dj—1

. 1 ) 1
Phou = 52]/%(0)%0 + Y (u Gindein + EQJ/QU(l)%,dw (2.53)
k=1

ol ¢;0(0) = 21/2¢q et @i, (1) = 21/2¢,. On obtient par tensorisation le projecteur

biorthogonal sur V;(Q)

P’jQ = P;]O,l[ ® P‘7]071[. (254)

J

Il est facile de vérifier que 'opérateur
Pir: =~yoPigor (2.55)
est indépendant du relevement r et définit un projecteur biorthogonal sur
Vi(T) = Vi(9).
D’autre part on a clairement

* _ pO
Pj79 |V]0+1(Q) - P]vﬁ |V]0+1(Q) '

Les propriétés
pio L VOQ) et pji L V2(Q) (2.56)

de la proposition 1.9, assurent que les projecteurs P’ et P;r s’inscrivent en fait
dans le cadre de la définition (2.28). Néanmoins selon la remarque 2.2 on pourrait

ici se passer des relations (2.56) en renongant au cadre de la proposition 2.3.
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Afin d’expliciter le projecteur P;r on note C 'ensemble des quatre coins
0 =1(0,0), A=(1,0), B=(0,1), C=(1,1)

et £ 'ensemble des quatre cotés. Les isométries affines de l'intervalle de référence
OA sur les quatre cotés sont les transformations canoniques

ROoA = Id, ROB = ROtog, KRBCo = TI’@, RAc = TI’OjROtog. (257)

On définit ainsi les AMR biorthogonales “traces” sur le coté e € £

Vile) : =2Vi(Q) et Vi(e)
engendrées par les bases biorthogonales (par rapport au produit scalaire sur e ici)

{ Cje ={e5p: =wjnons’, k=0,....d;}
CI)]‘@:{L,E;,C: :¢j7koﬁg1, k:(),...,d]‘}.

On notera V7 (e), ‘N/jo(e) les AMR biorthogonales engendrées par les bases biortho-
gonales
{ (P?,e = {c,ojk =0kt k=1,...,d; — 1}
CI)?6 = {cﬁjk =0kt k=1,...,d; — 1}
et

0o _ 0 1 T,0 _ T,0 -1
Wie = Wipapore et Wi =Wy ok,

[

les bases d’ondelettes associées.
Alors ’AMR trace V;(I') sur le bord I' est engendrée par la base de fonctions
d’échelle

r: = U q)?,e U{ej., c€CY

ec&
ol
00 =270 @ @i0),
eia: =272, @ 9i0),
e =2"3y(pj0 ®@iq),
vic: =270 @ i)

On peut supposer ici par commodité d’écriture ;0(0) = @;4,(1) = 2112 quitte a
renormaliser les fonctions d’échelle ¢;0 et @; 4. qui ne jouent aucun role dans cette
premiere construction.

Ces notations étant fixées, le projecteur biorthogonal P;r (2.55) s’écrit simple-
ment

Pirg="> 27"g(c)pjc+ > _ Pyl (2.58)

ceC eel
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et correspond au choix de la base biorthogonale interpolante aux quatre coins

(i)]‘I L= U &)?76 U {Z_j/Qéc, S C}

eel

ou 4. est la distribution de Dirac au coin ¢. Du fait de cette interpolation, la base
d’ondelettes associée n’est autre que la réunion des bases sur chaque coté

Wi =Jwl,, (2.59)

eel

ce qui va permettre une écriture tres simple des opérateurs de relevement R;. Il
suffit d’écrire pour cela la base d’ondelette W7 associée au projecteur P qui se
décompose suivant la partition

a=0 Ul (2.60)
ol
0 0 0 0 0 0 0
Wi =951 @ V001U W530110 @ 000U Wio.ap @ Yo (2.61)
et
\I}?Q L= U <‘PJ}6 ® \I}?,]O,l[ U \I}?,]O,l[ ® ‘PJ)E) (2-62)

e=0,d;
=720 — .
avec 277/ YWiqg=Y,r.

La stabilité du relevement R va dépendre des estimations inverses des espaces
Vi(Q) et V;(T') et des estimations directes des projecteurs P et Pir.

Les estimations inverses sur V;(§) sont classiques (voir §1.3.5 et 1.4.1). Pour
V;(T') il faut établir 'hypothese de localité 2.1 par application du lemme 2.1. Pour
cela il suffit de montrer la stabilité L?(I") de la base ®; par un argument d’indé-
pendance linéaire locale rappelé a I’Appendice 4. Les estimations inverses sur V;(I')
s’obtiennent alors par application de la proposition 2.4. Toutefois, comme sur le
demi-plan, selon la remarque 2.3 , la nature tensorielle des fonctions de base de @,
permet en fait de ne pas se restreindre a 0 < s < 7(p) — 1/p mais de couvrir I'in-
tervalle 0 < s < 7(p). La démonstration de ce résultat optimal utilise le théoreme
de relevement des traces sur un domaine polygonal (voir Grisvard [60]). Elle est
présentée dans I’Appendice 4.

Pour les estimations directes, on sort ici du cadre de ’analyse générale du §2.3.1
dans la mesure ou le projecteur P;r n’est pas stable dans LP. Cependant 'obtention
des estimations directes pour le projecteur P’q releve du folklore de la théorie de
I’approximation et on réfere au §I1I de [26] pour une démonstration pour p € [1, oo] et
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p €]0,1[. En particulier, du fait de I'interpolation aux coins du carré, ces estimations
sont obtenues dans By  pour s > d/p avec ici d = 2 (i.e. pour r = oo dans la
proposition 2.7).

Il suffit ensuite d’appliquer un argument similaire a celui de la preuve de la
proposition 2.7 pour r = oo pour en déduire les estimations pour P;r. Comme pour
les estimations inverses, selon la remarque 2.3, ces estimations ne sont pas optimales.
On peut en effet les obtenir sur 'intervalle 1 /p < s <nmetnonl/p<s<n—1/pen
utilisant le théoreme de relevement des traces sur un domaine polygonal, du moins
pour p €]1,00[. La démonstration est détaillée dans 1I’Appendice 4.

On peut alors énoncer le théoreme de stabilité du relevement multiéchelle.

Théoreme 2.5 Pour p €]0,00], soit 7(p) la borne supérieure de la régularité B,
du générateur (a support compact) ¢ € C°(R) et n son ordre d’approzimation. On
suppose en outre que ¢ € LY(R). Le relévement R induit par les bases d’ondelettes
(2.59) et (2.62) vérifie la propriété de stabilité

HRgHB;f;”p(Q) < HgHBé,q(F)

pour tout 1/p < s < min(r(p),n) — 1/p.

Preuve. La base U, est trivialement L? stable des que \1197]071[ I’est sur I'intervalle
de référence, qui est un résultat classique. Pour W7 o on utilise un argument classique
d’indépendance linéaire locale pour démontrer cette stabilité. Il suffit alors d’appli-
quer le théoreme 2.4 avec ici r = oo pour s’assurer de I'injection de B;:Zl/p(ﬂ) et

B;q(F) dans les fonctions continues. O

Deuxiéme construction sur Q =0, 1[?

Avec le choix précédent du projecteur P;r on n’obtient pas en particulier la sta-
bilité du relevement de H'/%(I') dans H'(f2), nécessaire & la résolution des problemes
elliptiques d’ordre 2.

Pour recouvrer cette stabilité il nous faut définir P, dans le cadre des techniques
de décomposition de domaine du §1.4.3. Pour cela, il faut supposer les générateurs
(¢, qg) soit symétriques soit orthogonaux (i.e. b = ¢). Par commodité d’écriture on
opte plutot pour la premiere hypothese de sorte que les fonctions d’échelle et les
ondelettes sur I'intervalle de référence possédent les propriétés des propositions 1.9,
1.10 et de symétrie (1.123). Le générateur primal ¢ étant supposé continu, on notera
alors

ot =275050(0) = 275¢;0(0) = 2754 (1) = 272491 (1),

En reprenant les notations du paragraphe précédent on définit ’TAMR V;(I') trace
de V;(12), engendrée par la base de fonctions d’échelle

(I)]I L= U (I)?,e U {99]‘7@ c e C}

eel
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ol

©5,0 2759(p0 ® ¥50),

©j.A 272y(@ja; @ ©io),
©;.B 272y(@j0 @ i),
pic: = w27 0(pia, © 9ia,).

Selon les techniques du §1.4.3, une AMR biorthogonale \N/J(F) est engendrée par la
base biorthogonale

b;r: =80 U{g. ceC)

e€€
ou
Pi0t = 5($400 Kou + Pio 0 Kop),
Piat = 5(Bia, 0 Kigu + Pio 0 Kac),
YiB = %(‘P] 0° ’QJEIC + Pid; © KoB):
Pict = 5(@ia, 0 Kpo + @ia, 0 Ka)-

Elle coincide rigoureusement avec I’AMR trace de V](Q) pour un générateur dual
& continu. Dans ce cas particulier, contrairement au cadre de la décomposition de
domaine du §1.4.3, la biorthogonalité est définie par rapport au produit scalaire sur
I qui coincide avec le produit scalaire (1.133).

Les ondelettes aux coins se construisent selon les techniques du §1.4.3 et 1’on
obtient la base d’ondelettes primale

rro=|JHwon k=12 =2} U {0l ceC)
eef
ou par exemple pour le coin O
{ jo 1 = J5(Wi00 kgl + i kop),
-1 -1
Jot = %((¢]70 — ©j0) 0 kiga — (Y0 — ®j0) 0 Kop)-

La base biorthogonale W; s’écrit de méme avec les indices .

On applique alors le formalisme (2.28) pour définir le projecteur biorthogonal Prq,
sur V;(§2). Il s’agit de construire une base d’ondelettes W%, associée a ce projecteur
telle que

« b
Vg =VioU¥ig

ou la base \Il?@ est donnée par (2.61) et 2—1/271)\11?79 =U;r.

Pour se faire on va utiliser une technique similaire a celle de la construction du
§1.4.3 des ondelettes aux p-faces de la décomposition de domaine. Le point de départ
est la base (2.60) du paragraphe précédent, notée ici

Wrh =00 U,
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qui engendre un espace complémentaire de V;(€Q) dans V;11(€2). Alors une base de
W(§2) est définie par la correction grossiere

Vo= (- P]*Q)\I’]*xﬁ)

qui par la propriété (2.29) laisse invariante \I/? En outre la correction de W% ;g ne
porte qu’aux quatre coins i.e. les sommets de la décomposition de domaine du bord
I'. Par exemple au coin O, il faut corriger les deux ondelettes

Pi = (50 — i0) ® @40
W%ﬁ = j0 @ (Yo —@jo)-

La projection P;r de la trace de ces ondelettes se réduit par exemple pour la premiere
a
(¥, ¢i0) @i0

dont le relevement “canonique” r; s’écrit

1
_99]70 ® S‘Qj70'

O’)/OP]F@/)Tl’ﬁ— 5

Pour ce choix naturel de relevement
Plo(I—rj0 Piroy) ;s =0

d’apres les relations d’orthogonalité ¢;o L V Jo.1[ € (Yjo—pjo) L V - La correc-
tion grossiere par P o se réduit donc a soustralre r;oPiroxyet ELIHSI

1 1 1
¢j,0 = —rjoPiro7) @Z’ = (Y0 — 99]7 ) @ @0 (2.63)
On obtient de méme pour la seconde ondelette au coin O
2 1
¢j,0 = 0@ (Vj0 — 5%‘,0)- (2.64)

En prenant les combinaisons (\/— \/—) et (3,—3) de ces ondelettes on aboutit aux
deux ondelettes de relevement au coin 0

Vilo = % <¢j,0 @ @jo0 + @0 @ Y0 — @i ® %‘,0),
Vo = %(%0 ® Pj0 — io® %/Jj,o),

dont les traces sont égales a COQj/2¢}7O et COQj/2¢?7O

Cette construction explicite des ondelettes aux coins acheve la construction du
relevement. Elle sera généralisée aux p-faces de la décomposition du bord I'p au
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paragraphe suivant. Il faut maintenant analyser les propriétés de stabilité du rele-
vement ainsi construit.

Tout d’abord, il s’agit de montrer la stabilité L? des bases d’ondelettes W, et
V%o, Pour la premiere, si p > 1, et & € L¥, cest une conséquence facile de la
biorthogonalité des bases a supports compacts W, et \T/Lp. Pour p < 1, il faut
a nouveau invoquer l'indépendance linéaire locale des ondelettes en choisissant un
découpage ad-hoc de I', en particulier aux coins (voir Appendice 4).

Pour la base W% on utilise la méme technique.

Il nous reste seulement a établir les estimations directes des projecteurs P;r et

Prq.

Pour p > 1 et en supposant ¢ € L?, la stabilité L? du projecteur est un lemme
facile. On peut donc appliquer les résultats généraux des propositions 2.5 et 2.6.
Tout comme précédemment, on peut toutefois obtenir les estimations du projecteur
P;r sur I'intervalle 0 < s < n en tenant compte de la nature tensorielle du domaine
et des fonctions d’échelle (voir Appendice 4).

Pour p < 1 il faut établir, selon les techniques du §III de [26], les estimations
d’erreur pour le projecteur P’g qui est local et reproduit les polynomes de P,_;.
Noter qu’il est défini par la base biorthogonale de ®; ¢ suivante

&)*Q _ (I)? & (I)? U6:0%{£2_]§55 & 95]‘71“ éZ_%Saj,k & (SE, k= 1,... ,d]‘ — 1}

" U. crmon{55272(0: @ @i ey + @jie) @ )3,

ou par convention (0) = 0 et (1) = d;. On applique ensuite la proposition 2.7 au
projecteur P;r.

Tout compte fait on obtient le théoreme de stabilité du relevement multiéchelle
par application directe des théoremes 2.3 et 2.4.

Théoréme 2.6 Soit p € [1,00] tel que b € LP. Avec les notations du théoréme 2.5,
le relevement R vérifie la propriété de stabilité

HRgHB;f;”p(Q) S HgHBﬁ,q(F)

pour tout 0 < s < min(7(p),n) —1/p.
Soit p €]0,1[ et r € [1,00] tel que ¢ € L™, alors le relévement R est stable pour

= | =

(d = 1)(

) < s <min(7(p),n) —1/p.

==

Un choix spécifique des ondelettes de relevement aux coins permet d’obtenir une
stabilité accrue du relevement tout comme dans la remarque 2.4.
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Soit V;(€) : = V;(]0,1]) @ V;(]0,1]) TAMR duale usuelle de V;(Q) et W;(€)

I’espace d’ondelettes associée engendré par la base canonique
Pia = Yijoar @ ®ijoarY 011 @ Wigoar Y Wigoar @ Yo
On a alors le lemme suivant
Lemme 2.2 Soit w; € W;(2), alors w; € W (Q) si et seulement si yw; € W;(T).

Preuve. La condition est bien siir nécessaire, montrons qu’elle est aussi suffisante.
Comme yw; € V;11(I'), elle est équivalente & P;r o yw; = 0 et on a donc

* . — po )
Pj7Qw] = Pj7Qw]

qui est nul d’apres la propriété des AMR ‘N/jo(ﬂ) C ‘N/J(Q) O

Ainsi, si 'on peut prouver que W;(I') C vW;(Q), on va pouvoir choisir les on-
delettes de relevement dans W;(Q) et bénéficier de la stabilité de la base Wq. Cette
propriété est immeédiate sauf pour les ondelettes de coins. Elle sera démontrée dans
le cadre général de la décomposition de domaine avec raccord C° au paragraphe
suivant. Ici on vérifie facilement (par exemple au coin O), que les ondelettes

{ Vio = % Yi0 @ Yj0,

2.65
%fO = %(%90 ® @0 — @0 @ %/Jj,o), ( )

sont dans W;(€2) et vérifient v}, = COQj/2¢}7O et Y = c02j/2¢]270.

Théoréme 2.7 Soit p,q € [1,00] tel que & € LP'. Selon les notations de la remarque
2.4, pourle choix des ondelettes de relévement aux coins (2.65), R vérifie la propriété
de stabilité

HRgHB;f;”p(Q) S HgHBﬁ,q(F)

pour tout —min(7(p’),n) < s < min(7(p),n) — 1/p.

Preuve. C’est une conséquence directe de la stabilité des bases d’ondelettes Ut en
norme B’ (I') et Wq en norme B; (1) pour —min(7(p'),n) < s < min(7(p),n). O

Remarque 2.5 Dans le théoréme précédent, la terminologie “relévement” de B;:Zl/p(ﬂ)
dans B} (') pour s <0 est bien sur un abus de langage dans la mesure ou l'opéra-
teur trace n’est pas défini pour ces valeurs de s.
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Quelques résultats numériques

On considere pour ces illustrations numériques la premiere construction sur le
carré. Dans ce cas le projecteur biorthogonal P’ (2.54) a la propriété remarquable
d’étre un produit tensoriel. On va en conséquence pouvoir définir un relevement
“anisotrope”, de facon a pouvoir prolonger les exemples du §2.2.2 dans le cas de
conditions aux limites de Dirichlet non homogenes.

La base d’ondelettes \I/]*OJ[ sur l'intervalle ]0, 1] associée au projecteur biorthogo-
nal P;]OJ[ s’écrit simplement du fait de 'interpolation aux extrémités 0 et 1

\I}]*O,l[ = q)]‘07]071[ U U \I}Q7]071[.

J>jo
On en déduit la base anisotrope associée a P’ par produit tensoriel
Vo' = o @ Vo
Cette base se décompose comme dans le cas isotrope en
*a . _ 0, b,a
Ut =0 Uy

N 0 . ., . . . .
ot Wo" est la base anisotrope associée au projecteur P]QQ i.e. le produit tensoriel de
la base d’ondelettes monodimensionnelle

0 _ 0 0
Vo1 = @5y 011V U Wioar

72740
Les ondelettes restantes

b,a
Vg = < U (@jo,e ® q}](JO,l[ U q}](JO,l[ @ ‘P]’o@)) U < U Pio,e & ‘Pjo,e’)

e=0,d; e,e'=0,d;

sont en bijection avec la base W, (2.59) par 'opérateur trace. Cette bijection définit
formellement un opérateur de relevement anisotrope. Contrairement au relevement
isotrope on voit que les ondelettes du bord sont ici relevées par les fonctions d’échelle
©i0.0 €t ), 4, au niveau grossier, indépendamment du niveau de I'ondelette de bord.
Cet opérateur n’est défini rigoureusement qu’au niveau discret dans la mesure ou la
base W, est instable dans L*(]0, 1) et donc la base anisotrope W5 instable dans
les espaces de Sobolev H*(92) (cf §1.4.1). Cela suffit cependant pour la résolution
numérique des problemes du second ordre.

La figure 2.15 représente le relevement isotrope et anisotrope dans le cas d’une
trace discontinue. Ils sont construits en utilisant les générateurs sur R (!5, ¢1?).

On voit clairement que le relevement isotrope lisse la discontinuité du bord.

Les figures 2.16 et 2.17 illustrent les expériences numériques de ’algorithme
adaptatif du §2.2.2 pour le laplacien ou 'on a incorporé les conditions aux limites
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de Dirichlet. La base d’ondelette \Il?@ retenue étant la base anisotrope, on utilise
le relevement anisotrope précédent. La donnée de dirichlet g est tout d’abord com-
primée dans la base U par simple troncature des coefficients d’ondelettes calculés
au niveau maximum .J, puis cette compression est relevée définitivement. Le reste
de l'algorithme est en tout point identique a celui du §2.2.2, les sous ensembles
d’ondelettes de la base homogéne \Il?@ étant raffinés ou déraffinés par troncatures.

On vérifie sur les figures 2.16 et 2.17 que l'optimalité de I'algorithme adaptatif
est préservée au sens ou l'on obtient le méme comportement asymptotique que la
meilleure approximation non linéaire.

(A) TRACE

0.
0.

.9,
OOLONOWORO
[SIoERTINIG IR NN oI

(B) RELEVEMENT ANISOTROPE (C) RELEVEMENT ISOTROPE

POO 00000000
wihmomhvwroON®

Fia. 2.15 — (A) trace discontinue, (B) relevement anisotrope et (C) relevement iso-
trope (tronqués au niveau J = 8), pour les générateurs sur R (¢'° )15),
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ERREUR L2

(A) TRACE

(B) RELEVEMENT ANISOTROPE

(C) ERREUR L2
0.1 .

X ALGORITHME ADAPTATIF —o— (D) ERREUR H1
| APPROXIMATION NON LINEAIRE -+-- 100 T

ALGORITHME ADAPTATIF —<—
APPROXIMATION NON LINEAIRE —+--

ERREUR H1
5
T

0.001 |

0.0001 L 1 L
100 1000 10000 100 1000 10000
# LAMBDA # LAMBDA
(E) ERREUR
0.02 -
. _ _ 12 .
Fia. 2.16 — Pour la solution exacte u = e 5000—3) sin(ma) sin(my) +

e 5% cos(ma) cos(my) + 1 de —Au = f, yu = g: (A) projection Psrg ot ¥ est
définit par la troncature ¢ = 110™* et le niveau maximum J = 8 engendrant 116
ondelettes de bord. (B) relévement anisotrope de Psrg. (C) et (D) erreurs de pro-
jections L* (resp. H') avec les N = #A plus grands coefficients de Psqu en base
anisotrope, normalisés en norme L* (resp. H') et erreurs L* (resp. H') de l'algo-
rithme adaptatif sur les ensembles d’ondelettes successifs. (E) erreur de projection

sur Vs @ Vi.
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—5000(y—1)2

Fic. 2.17 — Pour la solution ezxacte u = e sin(ma) sin(my) +
e cos(ma) cos(my) + 1 de —Au = f, yu = g: premier et dernier ensembles d’on-

delettes N3, A et erreurs de la projection de Galerkin associées. Le niveau mazximum

est firée J = 8.

2.3.3 Construction par décomposition de domaine

On reprend les hypotheses et les notations de la décomposition de domaine avec
raccord C? du §1.4.3 pour des générateurs (¢, qg) sur R symétriques. On supposera le
générateur primal ¢ continu ou plus précisément la borne supérieure de sa régularité
W#?_ r(p) > 1/p pour un p donné dans [1, c0]. La dimension d est au moins égale a
2 et la frontiere I'p non vide, car dans le cas contraire le probleme devient trivial.

La construction du §1.4.3 nous permet de définir explicitement les AMR bior-
thogonales “sans conditions aux limites”

{ Vi(©) = 5(®;0)

Vi(Q) = 5(®;0),

le projecteur biorthogonal P;g et les bases d’ondelettes biorthogonales

Via, ¥;a.

)
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D’autre part on sait aussi construire les AMR avec conditions aux limites homogenes
de Dirichlet sur I'p (pour 'AMR primale, TAMR duale étant définie symétrique-
ment)
{(0): = o) e = st
Vi) = S5(®54),

ot C'9(Q) désigne I’espace des fonctions continues nulles sur I'pp. Le projecteur bior-
thogonal associé est noté P]?Q et les bases d’ondelettes biorthogonales

La décomposition de domaine (£, £;);=1,.. n de € induit par restriction une décom-
position de domaine de la frontiere I'p.

Soit I';; les (d—1)-faces de ©,NI'p images de &, par le difféfomorphisme ;. On défi-
nit les isométries affines canoniques py de la (d—1)-face de référence I =]0,1[*"' x {0}
sur les (d — 1)-faces 63, du domaine de référence €2 =]0,1[* (voir I'exemple 2.57 en
dimension d = 2). Alors les sous domaines I';; et les transformations

kiopr: I — Ty

définissent une décomposition de domaine C'° conforme de la frontiere I'p que 'on
notera

(& )iz, Np -

On vérifie en effet facilement la propriété (1.122). Pour toute p-face commune aux
sous domaines I';; et Iy y image de & par x; 0 p; et de &' par ks o py, alors

(ki 0 p1)™" o (kyopy) = pl_l o(k;' oky)opp

est une isométrie affine de ' dans &.

En revanche, un raccord géométrique d’ordre supérieur C™, m > 1 de la décom-
position du domaine n’implique pas un tel raccord géométrique sur la décomposition
de la frontiere I'p du fait de la présence éventuelle de coins.

On peut donc construire, en appliquant a nouveau les techniques du §1.4.3 a
cette décomposition de I'p et pour les générateurs (¢, qg), les AMR biorthogonales

Villp) = S(®)r,)
{ Vi(Tp) = S(@r,).

le projecteur biorthogonal P;r, et les bases d’ondelettes biorthogonales
Virp, Wirp:

Ces AMR coincident bien siir avec les AMR “traces” définies du moins rigoureuse-
ment lorsque les générateurs ¢ et ¢ sont continus. L’avantage de cette définition est
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en outre de démontrer la biorthogonalité et la régularité W*?(I'p) des AMR dont
la borne supérieure est égale (dans le cas général) pour ’AMR primale a

. 1
min(7(p), 1 + ];)

et non pas seulement a min(7(p) — ]l), 1) comme I'indiquerait une application directe
du théoreme de trace. Ce dernier résultat résulterait aussi du théoreme de releve-
ment sur les domaines a coins de [60] (voir I’exemple du carré en Appendice 4).

[’étape suivante consiste a appliquer le formalisme général du §2.3.1 en définis-
sant le projecteur biorthogonal sur V;()

Pj*Q L= ﬁQ(I_rjOPj,FD O’)/D(u)>—|—7“]‘OP]‘7FD ovp.

On a alors le lemme suivant

Lemme 2.3 L’hypothése de localité 2.1 du couple (V;(Q),T'p) est vérifiée pour tout
p €0, 00].
Preuve. C’est une application directe du lemme 2.1 et de la stabilité L? des bases

®,q et ;1 pour tout p €]0,00], le générateur ¢ étant supposé continu. 0

On rappelle d’autre part, d’apres le §1.4.3, que les projecteurs P, sont unifor-
mément stables dans L? pout tout p € [1,00] tel que ¢ € L7 (cf lemme 1.4). De
méme les estimations inverses pour V;(9) et directes pour P;q font I'objet au §1.4.3
des propositions 1.16 et 1.17. Il ressort alors du cadre général du §2.3.1 la proposition
suivante.

Proposition 2.9 Soit p €]0,00], on a les estimations inverses
l9llBs vy S 2”Mlgsllirry), Ygi € Vi(Tp)

pour tout 0 < s < min(7(p) — 1/p,1).

Soit p € [1,00] tel que ¢ € L¥, on a les estimations directes
Hg - P}FDgHLP(FD) ,S Q_jSHgHB;’;,p(FD)
pour tout 0 < s <n—1/p et
lu = Proullney < 27 |lulls; (@

pour tout 1/p < s < n.
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Preuve. C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.4 et des propositions
2.5 et 2.6. 0

Pour p €]0,1[ il nous faut appliquer la proposition 2.7 et donc démontrer au
préalable les estimations d’erreur pour Prq en utilisant les techniques du $III de

[26].

Pour définir explicitement le relevement multiéchelle, il nous reste maintenant a
construire une base d’ondelette W% o uniformément stable dans L? telle que I'on ait
la partition

et que I'opérateur trace 27//2~p définisse une bijection de \II?Q dans U, .

Pour cela on va légérement modifier la technique de construction des ondelettes
aux interfaces du domaine présentée au §1.4.3: il faudra ici retrancher la projection
Pro au lieu de Pjq et tenir compte des interfaces supplémentaires introduits par
la décomposition de la frontiere I'p. On illustre a nouveau cette construction par
I’exemple du domaine en L introduit au §1.4.3 avec ici I'p = T.

On commence par définir la hiérarchie des p-interfaces de la décomposition de
domaine (£2;, k;)i=1,...n selon la définition 1.4. Ici cette décomposition est complétée
par la hiérarchie des interfaces de la décomposition (I';,&;)i=1,.. N, de la frontiere I'p
définie de méme.

FEtape 1. La base ®;q est décomposéee en p blocs correspondant a la hiérarchie
des interfaces du domaine pour la base CI)]Q, p = d,...,0 et de la frontiere I'p,
p=d—1,...,0 pour les fonctions de base restantes notées CI)?Q Dans I’exemple du
domaine en L on obtient

D,D D,D D,D
fo= (I)ﬂl ®(I)]I4 y (I)JDI ®q)]ISDDU (I)]I2 ®(I)]I4 (2.66)
o (S‘Q]d —I_S‘Q]O)@q)]Ll U q)][2 ®( ],d ‘I‘S«Q )
et
q)?ff)@‘pw’ - <I>ff®<pf4d D ®q>”4
®®]13 U ]d ®®]13 U ®]12 ®S‘Q§?dj
1y
®®]I4 U ®]12 ®S‘Q]7O
g = ®%o U ¢k ®%d U ol ® ol (2.67)

LRwl U2 @0k U ek @ek
%d ®99 U ‘P],]®‘P],0
I4 IQ IS
(99], +99 )®99 U P ®(%d ‘|"P]0)
U(g)y, ®%d +o @ e +99], ® 7).
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Etape 2. On applique a chacun des p-blocs de @9, () et ®%_ () les décompositions

j+1
a deux niveaux tensorielles de meéme conditions aux limites.

Proposition 2.10 En excluant les fonctions d’échelle, on obtient ainsi une com-
plétion
*,f 0,4 b,
Via="aU g
de ®;q dans V;11() ou \Il?g est la complétion définie par la proposition 1.18 pour
VAMR V(). Dans notre exemple du domaine en L \Il?g est définie en (1.152) et

I I
9910 % \I}J I4 U \I}J 11 % 99140 U \I}J 11 % (foj:ldg
b.f I
Vg = @ vy 13 1;@ ‘I’ﬂlg U @ el (2.68)
® \I/] I U \I}J L ® S‘Q]:}O'
Preuve. Elle est en tout point similaire a celle de la proposition 1.18. O

FEtape 3. On applique la correction grossiere
* * .
Vi = (= Pia)Vjq.

Sur \Il?g la correction P;Q se réduit a P]?Q et on retrouve donc la construction de la
base d’ondelettes
07
W0 = (1 — Py W%.

Sur \I/{;g, la correction P’ s’annule sauf aux p-interfaces de la décomposition de
I'p pour p=d—2,...,0. A ces interfaces, P’ se réduit a r; o P;r, o~p, pour le
choix du relevement r; utilisant uniquement les fonctions d’échelle de référence ¢; o
et ¢;q,. Comme c’est le cas pour le calcul aux interfaces du domaine, par produit
tensoriel, le calcul de ces ondelettes de relevement aux p-interfaces de la décompo-
sition de I'p pour 1 < p < d — 2 se réduit au calcul des ondelettes de relevement
pour un O-interface en dimension d — p. Le nombre de ces ondelettes a construire est
celui du O-interface correspondant de la frontiere I'p (i.e. en dimension d —p —1) et
elles s’obtiennent de la méme facon que pour la décomposition de domaine du §1.4.3.

Dans I’exemple du domaine en L il y a 8 O-interfaces a traiter, dont seulement 1,
le sommet V', est aussi une interface de la décomposition du domaine 2. Pour chacun
de ces sommets, il nous faut construire 2 ondelettes de relevement correspondant
au nombre d’ondelettes d’un sommet en dimension d — p — 1 = 1. Ils sont tous
équivalents et on va considérer 1’ exemple du sommet V.

Les deux ondelettes concernées de U" ;o au sommet V/ (i.e. qui s’écrivent exclusi-
0,5
5,29-1

{ (¢;12J_1 S‘Q], ) @ 99]7
I I
S‘Qj,O @ ( S‘Q], )

vement a l’aide de ij 4, 99]'707 (o et L/JO 13) sont les suivantes:
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La correction r; o P;r, o vp appliquée a 'une quelconque de ces fonctions s’écrit
dans les deux cas

—1/2(¢3y, @ Pl + 01 @ 9l + 1% O ¢j)-

En prenant les combinaisons linéaires (1,1) et (1,—1) des ondelettes obtenues apres
correction il vient

I I I I I I
@b;,lv = %}2]_1 ® ‘Pﬁdj + 99]',20 ® @/)j,so + 99]‘,20 ® ‘Pﬁdj

T T I I I I
¢;2V = (¢j712J_1 - ‘P]‘,ld]) ® ‘Pﬁdj - 99]‘,20 ® (¢j,30 - ‘Pﬁo)a

dont les traces sont proportionnelles (avec le coefficient 2//2¢;) aux deux ondelettes
de I" au sommet V' qui se construisent en suivant le §1.4.3 dans le cas d’un sommet

1D.

I I
{ v = Uk Y (2.69)

1 i I I
]2',V = (¢j712j_1 - S‘Qj,ld]) + (‘P]‘?o - ¢j?0)‘
Lemme 2.4 La base d’ondelettes W7 est stable dans LP pour tout p €]0, o0].

Preuve. Les bases \Il?@ et U, sont localement linéairement indépendantes respec-
tivement sur des partitions dyadiques de ) et leurs traces sur I'p. Cette propriété
reste trivialement vérifiée pour W7, = \Il?@ U \II?Q Le résultat est alors classique
dans la mesure ou par hypothese le générateur ¢ est dans LP pour tout p €]0, co]. O

On peut désormais énoncer le théoreme de stabilité du relevement multiéchelle.

Théoréme 2.8 Soit p € [1,00] tel que le générateur ¢ € LP'. Le relévement R
vérifie la propriété de stabilité

IRl peyoimey S Nl

pour tout 0 < s < min(7(p) —1/p,1).
Soit p €]0,1[ et r € [1,00] tel que ¢ € L™, alors le relévement R est stable pour

—_

(d—1)(—— l) < s <min(7(p) —1/p,1).

7

3

Tout comme dans le cas du carré au §2.3.2, il est possible de choisir les ondelettes
de relevement dans 'espace W;(Q) de facon a obtenir des propriétés de stabilité
supplémentaires du relevement multiéchelle. Ce résultat repose sur le lemme 2.2
qui reste vrai dans le cadre de la décomposition de domaine dans la mesure ou
Vjo(ﬂ) C V;(Q). 1l reste a associer a chaque ondelette ¢, r, € U, , une ondelette
de relevement dans 'espace W;(Q) de trace proportionnelle & ¢; 1. On commence
par démontrer le lemme suivant.

Lemme 2.5 Toute fonction ;r, € Viu1(I'p) qui s’écrit exclusivement par le biais
des paramétrisations &, =1,..., Np, des fonctions d’échelle et des ondelettes sur
Uintervalle @;0, 054,050,221, est la trace d’une ondelette de W;(§2).
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Preuve. La fonction ¢, est associée a un (ou plusieurs) O-interface frontiere de
la décomposition noté V € I'p. Tout d’abord on releve 1, canoniquement sur 2
en utilisant exclusivement des produits tensoriels des mémes ondelettes et fonctions
d’échelle sur 'intervalle 0, ¢;.4,,%;0,%;2-1 et les transformations ;. On note ;/)59
cette fonction de V;41(Q). Elle est d’ores et déja orthogonale a toutes les fonctions
d’échelle de &)]‘79 a l’exception de celle associée au sommet frontiere V notée ¢, /. Soit
I'indice ¢ tel que V' € Q;. Par commodité d’écriture on peut convenir que V' = &;(O)
et on considere alors la fonction

Pyt =@ (Y0 — o) 0 K]

de trace nulle sur I' et orthogonale a toutes les fonctions d’échelle de &)]‘79 horsmise

@jv. Alors
77/)‘9 _ ¢ﬁ . (¢§,97¢j7v) 0
I 7,9 ( ?7‘/795],7‘/) 7,V
est une ondelette de W;(Q) de trace v(¢jq) = ¥, r. m

[’obtention des ondelettes de relevement dans W;(§) découle alors de la propo-
sition suivante dont la preuve est constructive.

Proposition 2.11 La propriété W;(I'p) C vp W;(Q) est toujours vérifiée dans le
cadre général de la décomposition de domaine avec raccord C°.

Preuve. Soit l'ondelette ¢;r, € W,;r,, il nous faut construire explicitement une
ondelette ;o € W;() telle que yp(¢¥;0) = Yir,-

On va considérer pour se faire successivement le cas d’une ondelette 1, associée
aux p-faces de la décompositions de I'p pour p = d — 1 (cas d’un sous domaine I';)
puisp=d—2,...,0.

Dans le cas d'un sous domaine I';, le relevement est canonique i.e. un simple
produit tensoriel dans le domaine de référence Q.

Le cas d’une ondelette associée a une p-interface, p = d — 2,...,0 de I'p se ra-
mene par produit tensoriel a I’étude d’une ondelette associée a une 0O-interface en
dimension d — p — 1. Cette derniere ondelette s’écrit exclusivement a ’aide des fonc-
tions d’échelle et ondelettes sur I'intervalle de référence ;o,9;4;,%;50,%;2i-1. Le
relevement dans W;({2) d’une ondelette associée a une p-interface, p =d —2,...,0
de I'p s’obtient donc “par produit tensoriel” a partir de calculs similaires a ceux
présentés dans la preuve du lemme 2.5 (qui correspond a p = 0). O

Dans l'exemple du domaine en L et I'p = I, les ondelettes ilk pour k =

-, 27 —2 admettent comme relevement les ondelettes éZ‘j/Q@b;lk@@][fdj de W;(Q).
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I
7,29-1°

+ ;/)f’o et un relevement immédiat

Ecrivons aussi le relevement de 1'ondelette associée au sommet V, ;5 =

I

Son extension canonique sur I" est ¢;p =%, |

dans W;(Q) est proportionnel a I'ondelette
(#5_, @ 90, + e 0wk, + 9l 0 uh).

Théoréme 2.9 Soit p € [1,00] tel que le générateur & € L*". Pour le choix par-
ticulier d’ondelettes de relevement donné par la proposition 2.11, le relévement R
vérifie la propriété de stabilité

HRgHB;f;”p(Q) < HgHBé,q(F)
pour tout —min(7(p),1/p) < s < min(r(p) —1/p,1).

Preuve. C’est une conséquence directe de la caractérisations des espaces de Besov
par les bases d’ondelettes Wq sur le domaine et U sur I'p. O

Ondelettes de relevement aux interfaces de I'p pour un domaine () bidi-
mensionnel. Tout comme dans le cas des ondelettes associées aux interfaces de la
décomposition du domaine 2, on va définir de facon exhaustive les ondelettes de
relevement dans le cas d’'un domaine bidimensionnel. La tache est particulierement
simple ici car elle se réduit a traiter les O-interfaces ou sommets de la décomposition
de la frontiere I'p. Les ondelettes de relevement associées aux sous domaines I'; de
la décomposition de I'p sont, elles, canoniques.

On distinguera les sommets V € I'p (sommet D — D) et V € I'p N Ty (sommet
N — D). Les notations sont les mémes qu’au paragraphe 1.4.3.

Sommet Dirichelt-Dirichelt

° fonctions d’échelle Q2
o fonctions d’échelle Ty, I3

X ondelettes
+ ondelettes 1'1‘)

FiGc. 2.18 — Sommet Dirichelt-Dirichelt V.
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Rappelons les conventions du paragraphe 1.4.3
= ki(0),
loa

Uﬁ
k() = ki

..., M,
( )—IOMv
:[zz—l—lal—l M—l

’\1>P?‘

)

Pour la décomposition de I'p on pose donc I'y = Iy, I'ng = Ioas et
51 = li1|j et fM = KM OR07§|j.

Les deux ondelettes de W, associées au sommet V' se construisent comme au
§1.4.3. On obtient par exemple

Vo0& + o0&y
{ (Y50 = 950) 0 & — (Y0 — @i0) 0 &3y - (2.70)

. " b .
Les fonctions de la complétion \Ing associées au sommet V' comportent les deux
fonctions

(Yj0 — j0) @ @jo0 KT
associée a 'y et
Pio @ (Y0 — @jo) 0 Kyp

associée a I'yr. La correction grossiere par Prg (cf Etape 3) sur I'une quelconque f
de ces fontions se réduit a ajouter a f la fonction d’échelle

1 _
B Z%‘,O ® pjo0 K]

=1

En prenant les combinaisons linéaires (1,1) et (1, —1) de ces fonctions apres correc-
tion, on obtient les deux ondelettes de relevement

-1

{ V0@ @00 Ky "+ ¥;5,0 ® ¥i00 ’QM + Zz 2 ‘P],O © @j00K; 1
(i — in) @ @in 0 KT — i0 @ (1hjo — ©0) 0 Kif s

dont les traces sur I'p sont bien proportionnelles aux ondelettes 2.70.
[’obtention d’ondelettes de relevement appartenant a I’espace W;(2), dans le
cadre de proposition 2.11, est immédiate en dimension 2. Par exemple, on retient

{ M 0@ 00 K7L, 1 1
(Vj0— @i0) @Yj00 KT — 0@ (10 — ©50) © kg

dont les traces sur I'p sont proportionnelles aux ondelettes 2.70.

Sommet Neumann-Dirichelt
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° I

12

Fic. 2.19 — Sommet Neumann-Dirichelt V.

Les notations sont identiques aux précédentes. Il faut ici relever la seule ondelette
de I'p associée au sommet V' qui s’écrit

Yioo &y (2.71)

Pour la premiere construction, par correction grossiere, on part de la fonction de la
" b o S
complétion \Ing associée au sommet V i.e. a nouveau
b

950 @ (Yjo— ©j0) 0Ky}

puis I'on soustrait la projection P’ qui se réduit ici a rajouter Ef\il 0ioQpio0okT L.
On obtient alors 'ondelette de relevement

M-1
Pio @Yook + Y ©io® o0k

=1

de trace sur I'p proportionnelle a (2.71).
Dans le cadre de la proposition 2.11, on vérifie facilement que

M
D tio@ie0 k!

=1

est une ondelette de relevement dans W;(Q) de trace sur I'p proportionnelle a (2.71).
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Chapitre 3

Probleme de Stokes

3.1 Discrétisations en ondelettes du probleme de
Stokes en formulation vitesse-pression

Condition LBB

Une des difficultés majeures d’extension, au probleme de Stokes, des discréti-
sations en ondelettes du chapitre 2, repose sur la définition de discrétisations en
ondelettes de la vitesse et de la pression satisfaisant la condition de Ladyzhenskaya-
Babuska-Brezzi (LBB). Cette condition de compatibilité entre les discrétisations de
la vitesse et de la pression garantit a la fois le caratere bien posé du probleme, 1’ob-
tention d’estimations d’erreur optimales et la résolution efficace du systeme d’équa-
tions. Rappelons brievement ces résultats classiques.

Soit © un domaine Lipschitz de R, X I’espace de Sobolev HL(Q)4, X’ son dual
H=Y(Q)? et M le sous espace de L*(Q) des fonctions de valeur moyenne nulle. La
notation (.,.) désignera le produit scalaire canonique de L?*(Q) ou, sans ambiguité
possible, de LQ(Q)dZ).

La formulation variationnelle du probleme de Stokes en variables vitesse-pression
conduit au probleme de point selle: pour (f,g) € X' x M, trouver (u,p) € X xM
tel que

{ <6ﬁ,65>—|—<V-1}’,p> =< fvﬁ>X',X pour tout 7 € X (3.1)

(g,q) pour tout ¢ € M.

I définit (voir par exemple [58]) un isomorphisme de X' x M dans X x M. Par
la suite, on considérera aussi le probléme de Stokes sur le tore T en dimension d.
Dans ce cas X = X(T%H? ot X(T?) désigne le sous espace de H'(T?) des fonctions
de valeur moyenne nulle, alors que M est toujours le sous espace de L?(T?) des
fonctions de valeur moyenne nulle. Moyennant ces conventions de notations, les
résultats abstraits sont les mémes que sur un domaine borné.
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La discrétisation de Galerkin d’un tel probleme mixte (avec pour simplifier la
présentation g = 0) part d’espaces d’approximation (X, C X, M}, C M) et considere
le probleme de point selle discret suivant: trouver (uy, pr) € X5 x M;, tel que
(Viin, V6,) + (V- Ty, pr) =< f, 0 > g ¢ Ppour tout v, € X), (3.2)

(V - tin, qn) = 0 pour tout g, € My, '

Soit
Vi: =A{th € X3, (V- 0, qn) =0, pour tout g, € M},

le sous espace de X, des vitesses & “divergence discrete” nulle. La forme bilinéaire
(V.,V.) étant elliptique sur le sous espace V;, C X, la vitesse u}, est déterminée de
facon unique par le théoreme de Lax Milgram appliqué a la formulation variationnelle

Up € Vh, <6ﬁh,6ﬁh> =< f, Uy, > g%, pour tout v, € Vh. (33)

Cette équation définit une approximation de Galerkin non conforme de la formu-
lation variationnelle écrite sur I'espace des vitesses a divergence nulle V : = {¢ €

X, V-5=0} ie.
TRS \7, <6ﬁ, 617} =< f,ﬁ > ¢ ¢, pour tout v € ‘7, (3.4)

dans la mesure ou en général 'inclusion V., C V nlest pas vérifiée.
[existence et I'unicité de la pression p, de (3.2) est équivalente a la condition

Inf-Sup discrete ou condition LBB (voir [58], [17])

: <v : Ethh>
inf  sup —————
€My sz ||Onll gl gnllmr

> Bn > 0. (3.5)

On voit que contrairement aux discrétisations de Galerkin des problemes elliptiques,
le caractere bien posé du probleme continu et la conformité de la discrétisation
()?h C )?, M, C M), ne suffisent pas a garantir que le probleme discrétisé est bien
posé. Il faut en outre que les discrétisations de la vitesse et de la pression soient
compatibles au sens de la condition LBB.

Cette condition est dite uniforme s’il existe une constante (3, indépendante du
parametre de discrétisation h, telle que 3, > f > 0 quelque soit h. Dans le cas
contraire, (i.e. 3, tend vers 0 avec h), I'estimation d’erreur de la vitesse donnée
classiquement par I’estimation a priori (voir par exemple [58], [17])

— — 1 . — — .
17— nllg <201+~ inf 7= llg + inf llp — anllas (3.6)
Br’ mexs an €M,
est en général détériorée par cette dépendance. Le second terme de cette estimation
infy, e, ||p — qnl|m apparait comme une erreur de consistance qui résulte de la non
conformité de I'approximation de Galerkin (3.3). Ce terme disparait dans le cas
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conforme ou les vitesses a divergences discretes nulles sont a divergences nulles i.e.
Vh C ‘7

L’effet de la non-uniformité de la condition LBB est en général plus fort sur
I’estimation de la pression, comme le traduit ’estimation a priori (voir a nouveau
les références ci-dessus)

2 1, . L. 2. .
o= pallr < 304 5 int ld =il + 1+ ) Bl = el (0
Enfin, 'uniformité de cette condition est aussi cruciale pour une résolution efficace,
par un algorithme itératif, du systeme linéaire issu de la discrétisation (3.2). Quelque
soit I’algorithme retenu, comme celui d’Uzawa [58] ou encore celui proposé dans [15],
son efficacité repose toujours sur la construction d’un préconditionnement perfor-
mant pour (i) 'opérateur laplacien discret Ay et (ii) le complément de Schur (aussi
appelé ici l'opérateur d’Uzawa discret) 7, : = —Vy - (—Ah)_lﬁh ol 6h désigne
I'opérateur gradient discret et —V, son adjoint.

En ce qui concerne 'opérateur laplacien, les techniques de préconditionnement
du paragraphe 2.1 s’appliquent directement dans le cas d’une discrétisation en on-
delettes de espace de vitesse. Pour le complément de Schur, I'identité (voir [15])

<Zth7Qh> = < sup w

2
- > pour tout ¢, € My,
mex, 0z

énonce que la condition LBB (3.5) est équivalente a ellipticité L? de 'opérateur
d’Uzawa discret avec une constante d’ellipticité 37. L’uniformité de la condition
LBB garantit donc que le conditionnement de la matrice du complément de Schur
est uniformément borné que ce soit dans la base de fonctions d’échelle ou dans une
base d’ondelettes L? stable.

Objectifs

Dans le cadre d’une discrétisation en ondelettes, on va dans un premier temps
considérer le cas de discrétisations uniformes, i.e. des analyses multirésolutions M,
de M et )?j de X. 11 s’agit alors de construire une discrétisation uniforme de I'espace
de vitesse X a I'échelle J, telle que le couple (M;, )?J) satisfasse la condition LBB
uniformément en j.

On montre alors, en toute généralité, que si les espaces de vitesse )?j vérifient des
estimations directes et les espaces de pression M; des estimations inverses minimales,
alors il existe une constante K, indépendante de j, telle que le couple (M, X]‘FK)
vérifie la condition LBB uniformément en j.

En d’autres termes, comme I'indique les estimations d’erreurs (3.6,3.7), la discré-
tisation (M;, )_()j_g() permet d’obtenir une approximation linéaire asymptotiquement
optimale de la solution (i, p) en norme X x M. En outre, tout comme dans le cas
des problemes elliptiques au §2.1, cette solution s’obtiendra par un algorithme de
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type “full multigrid” en O(N;) opérations ou N; désigne la dimension de I'espace
M; (sous une hypothese de régularité ((H**t1)? x H?*) de la solution et d’ordre d’ap-
proximation n > s > (0 en norme X x M de la discrétisation).

Cependant, la constante dans le O(N;) est de I'ordre de 25 alors que pour 'ap-
proximation elle est indépendante de K car fixée par "approximation de la pression
dans M;.

Cette analyse va conduire en général & des constantes 28¢ trop grandes pour
les applications pratiques et il importe donc d’optimiser ce résultat. Idéalement on
cherche a définir des familles de discrétisations telles que (i) le couple (M;, )?]) sa-
tisfait la condition LBB uniforme (précisément le nombre d’inconnues de la vitesse
doit étre égal asymptotiquement a d fois le nombre d’inconnues de la pression) et
(ii) l'ordre d’approximation de ’espace )?j en norme (H')? équilibre 'ordre d’ap-
proximation de ’espace M; en norme L?. Il est bien connu que ces propriétés sont
fausses en général.

[’étape suivante est bien sir de considérer le cas de discrétisations non uniformes
des espaces de pression et de vitesse en définissant des bases d’ondelettes

Uy = {¢Ap7 )‘p S v}

de M et .
\I}ﬁ = {¢Ag7 )‘17: S v}

de )?, associées aux AMR précédentes. Etant donné un ensemble a priori quelconque
d’ondelettes de pression A, C V, engendrant la discrétisation My, C M de la pres-

sion, on cherche a construire un ensemble d’ondelettes de vitesse Az C v engendrant
le sous espace )?Aﬁ de X et tel que le couple (My,, )?Aﬁ) satisfasse la condition LBB
uniforme i.e. avec une constante indépendante de A,. Il est clair que tout sous en-
semble contenant Ay satisfera aussi cette condition avec une constante au moins
égale a la précédente. En ce sens, I’ensemble Az cherché est ’ensemble minimum
d’ondelettes de vitesse tel que ’on puisse prouver la condition LBB uniforme.

A nouveau, on démontrera au §3.3, sous des hypotheses minimales, qu’il est
toujours possible de construire un tel ensemble d’ondelettes tel que en outre

#Na ~ #Ap

et donc de fagon optimale en terme de complexité asymptotique. Précisément, les
propriétés de compression, de régularité et de localité des ondelettes garantissent
que le raffinement précédent K en échelle s’applique aussi localement en espace.

Comme dans le cas d’une discrétisation uniforme le rapport #Az/#A, obtenu
par un tel résultat général est bien trop élevé pour les applications pratiques. On
va donc s’efforcer de définir des familles de discrétisations qui permettront d’obtenir
un rapport de 'ordre de d voire méme dans certain cas de 1.

184



Pour la construction des bases d’ondelettes, on se placera a nouveau dans le
cadre de la décomposition de domaine du §1.4. On bénéficie ainsi d’un large choix
de générateurs, ce qui se révelera crucial pour 1’obtention de la condition LBB. La
plupart des résultats de ce chapitre seront obtenus sur le domaine tensoriel |0, 1[¢
ou le tore T? et ont pour point de départ les travaux de P.G. Lemarié Rieusset
[75], W.Dahmen, A.Kunoth et K. Urban [42]. Le passage d’un sous domaine a des
domaines plus généraux par décomposition de domaine, s’effectue classiquement par
le biais du lemme de Boland Nicolaides [14]. Toutefois la difficulté principale, non
abordée ici, consisterait a étendre nos résultats a un seul domaine courbe.

Une stratégie alternative pour résoudre le systeme de Stokes consiste a définir un
probleme discret équivalent coercif, de sorte que la condition LBB de compatibilité
entre les discrétisations de la vitesse et de la pression n’est plus a vérifier. Cette
technique dite de stabilisation est bien connue en éléments finis ou 'ellipticité est
obtenue dans une norme dépendante de la grille. Dans [9], les propriétés des bases
d’ondelettes de caractérisation des normes de Sobolev (en particulier X' x M) et
de compression, sont utilisées pour définir un probleme discret équivalent, elliptique
en norme X x M. Cette méthode est le parallele en terme de stabilisation de la
technique de raffinement de la vitesse dans un voisinage espace-échelle de la pression
du §3.3. Le principal avantage de cette autre approche est de bénéficier directement
de toutes les techniques de préconditionnement et d’adaptivité en bases d’ondelettes
qui s’appliquent aux problemes elliptiques. Néanmoins, comme dans 1’étude du §3.3,
une démonstration rigoureuse conduit en général a augmenter considérablement la
complexité du calcul de la matrice du nouveau systeme, a la différence qu’ici ce
calcul s’effectue une fois pour toute.

Plan du chapitre

On commence par rappeler au §3.2 le mécanisme introduit dans [75], qui permet
de définir une famille de générateurs biorthogonaux par dérivation/intégration en
partant d’un premier couple de générateur (¢, qg) Il va s’avérer crucial pour les deux
premieres discrétisations du probleme de Stokes présentées dans ce chapitre.

Le §3.3 est consacré a des résultats généraux d’obtention de la condition LBB
uniforme par raffinement de ’espace de vitesse dans un voisinage espace-échelle de
la pression.

Le §3.4 rappelle une premiere construction sur T? et ]0, 1[¢ introduite dans [75]
et [42] dans le cas d’une discrétisation uniforme. On étudie alors son extension dans
le cas d’une discrétisation non uniforme. Cette construction exploite de fagon es-
sentielle une relation de “biorthogonalité” entre la divergence de la discrétisation
de la vitesse et la discrétisation de la pression. Dans ce cadre, on peut prouver la
condition LBB a la fois sur le Tore T? et le domaine tensoriel 0, 1[¢ et dans le

185



cas d’une discrétisation uniforme, avec J = j, et non uniforme, avec un rapport
#Az/#A\, proche de d. Néanmoins 'utilisation de générateurs primaux et duaux
pour engendrer les discrétisations de la vitesse et de la pression conduit a des ordres
d’approximation déséquilibrés de la pression et de la vitesse, limitant en pratique
cette premiere discrétisation a des petits ordres.

Le §3.5 introduit une nouvelle famille de discrétisations (uniforme et non uni-
forme) qui repose cette fois sur une relation “d’identité” entre la divergence de la
discrétisation de la vitesse et la discrétisation de la pression. Dans ce cas le gé-
nérateur dual n’intervient plus explicitement dans la discrétisation ce qui présente
en particulier 'avantage (par exemple pour les formules de quadratures) de pou-
voir utiliser uniquement des fonctions polynéomiales par morceaux (splines) dans la
discrétisation. Ses principaux atouts sont en outre d’obtenir des ordres d’approxi-
mations de la pression et de la vitesse équilibrés ainsi qu’un ratio #Az/#A, égal a
1, du moins en toute rigueur dans le cas périodique.

Pour discrétiser la vitesse, ces deux constructions utilisent de facon essentielle
des générateurs distincts, d’une part dans la direction de la dérivation de I'opérateur
divergence et d’autre part dans les autres directions du produit tensoriel. Il en résulte
que leur extension a des quadrangles “courbes” par paramétrisation est pour le
moins délicate. En particulier une simple rotation de 7/2 du domaine de référence
va (clairement dans le cas périodique) briser la condition LBB. D’autre part, méme
en supposant la condition LBB vérifiée sur les sous domaines courbes, le passage
a des domaines plus généraux par décomposition de domaine (§1.4.3) est limitée a
des géométries simples du fait qu'un raccord C° de la vitesse impose que les mémes
générateurs soient en regard aux interfaces de la décomposition.

Au §3.6 on cherche donc a définir des discrétisations utilisant un seul générateur
pour la définition de la vitesse et éventuellement un second pour la pression. Il est
bien connu qu’en général, pour des générateurs symétriques, le mode parasite global
du damier apparait dans le noyau de l'opérateur d’Uzawa discret, et donc brise la
condition LBB. On propose d’y remédier en dissymétrisant la pression a 1’aide du
générateur orthogonal de Daubechies, alors que ’on conserve un générateur symé-
trique pour la définition de la vitesse. L’efficacité de cette technique est démontrée
dans le cas du tore T? par simple analyse de Fourier. L’extension aux domaines ten-
soriels ]0, 1[? est naturelle dans la mesure ot aucun mode parasite global ne devrait
apparaitre dans la discrétisation, alors que les modes locaux sont faciles a éliminer
en jouant sur les parametres (J, S) de la construction sur 'intervalle pour réduire
la dimension de I'espace de pression tout en préservant son ordre d’approximation.
Le bien fondé de cette heuristique est vérifiée numériquement sur des exemples en
dimension 2.

Au §3.7 on rappelle le lemme de Boland Nicolaides qui permet d’étendre nos
résultats a des domaines plus généraux, sous de séveres restrictions, en particulier
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pour les deux premieres constructions.

Enfin on présente aux §3.8 et 3.9 des exemples numériques. Tout d’abord au §3.8,
on compare, dans le cas d’une discrétisation uniforme sur le domaine ]0, 1[* et pour
les trois discrétisations, les préconditionnements des opérateurs laplacien et d’Uzawa
ainsi que les propriétés d’approximations obtenues de la vitesse et la pression. On
présente ensuite au §3.9 un exemple d’algorithme adaptatif en ondelettes pour la
résolution du probleme de Stokes utilisant la discrétisation du §3.4. Cet algorithme
suit de pres les principes généraux des stratégies adaptatives dégagés au §2.2.2 dans
le cas elliptique.

Notations

Soit un sous espace V C L?, dans ce chapitre on adoptera la notation V pour
désigner le sous espace de V' des fonctions a valeur moyenne nulle.

3.2 Intégration/dérivation des ondelettes biortho-
gonales

P.G. Lemarié Rieusset [75] a introduit un mécanisme simple d’intégration /dérivation
qui permet, a partir d’un couple initial de générateurs biorthogonaux (¢, qg), d’en-
gendrer un nouveau couple de générateurs biorthogonaux (¢, qu). Cette propriété
s’est avérée tres utile pour la construction d’ondelettes a divergence nulle ainsi que
la discrétisation du probleme de Stokes [75], [42], [97].

Proposition 3.1 Soit (¢, qg) un couple de fonctions d’échelle biorthogonales sur R.

Si b € H*(R) pour s > 1 et sin > 2, alors il existe un couple unique de fonctions
d’échelle (¢, %) tel que

SO0 = o4 ) = oo et 400) = Fa) - Fe -1 (38

Soient (V;(R), W(R)), les AMR biorthogonales générées par le couple (&', qu). Elles
reproduisent les polynomes de degré n pour la_primale et n—2 pour la duale. Soient les
projecteurs biorthogonaux Pj sur V;(R) et de sur Vﬂ(R), ils satisfont les propriétés
de commutation

d : d d ~ ~ d
%opjf:Pjo%f et %onf:deo%f, pour tout f € H'(R). (3.9)

Enfin les ondelettes méres ¥ et 7 des espaces d’ondelettes W;(R) et W]d(R) satis-
font les relations

= _liw et L= 47, (3.10)
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Les ondelettes splines biorthogonales du §1.2.1 définissent une famille stable par
intégration/derivation Précisement, avec les notations du §1.2.1, pour (¢ = ¢", b=
qgn’ﬁ), alors (¢! = @™, Pl = Grl- 1) des que i > 2 est choisi suﬂisamment grand de
sorte que 7 > 1. Symétriquement pour (¢ = P = @), alors (¢' = LAt gl —
"~ 1) des que n > 2.

Remarque 3.1 La proposition 3.1 reste vrate dans le cas des ondelettes périodiques
moyennant des adaptations immédiates dans les notations.

Partant de ces deux couples de générateurs (¢, qg) et (&', qu) sur R, la construction
sur I'intervalle du paragraphe 1.3 définit deux familles d’AMR biorthogonales sur
I'intervalle 0, 1[. Afin de préserver la propriété essentielle de commutation (3.9), il
faut imposer des conditions aux limites Hj(]0,1[) pour ’AMR V]Z sur l'intervalle
10, 1[. Alors la proposition 3.1 reste vraie pourvu que les parametres (0, (NS) soient
choisis identiques pour les deux constructions sur l'intervalle. Ce résultat est précisé
par la proposition suivante introduite dans [67] (voir aussi [43] et [79] dans le cas
des ondelettes splines biorthogonales). On en rappelle la preuve compte tenu de son
importance dans les constructions a suivre.

Proposition 3.2 Soient (V? C LZ(]O,l[),\Z‘g C H'(]0,1])) le couple d’AMR bior-
thogonales sur Uintervalle construit a partir des générateurs sur R (¢, qg) selon les
hypothéses de la proposition 1.7. De méme, soit le couple d’AMR biorthogonales
(Vj’o’é C H&(]O,l[),\w/jd’é C L*(]0,1])) issu des générateurs (qbi,qu) avec conditions
auz limites H}(]0,1[) pour la primale et sans conditions aux limites pour la duale
(ou Uon a substitu€ lindice 0 a la notation CLp pour indiquer les conditions aux

limites homogénes de Dirichlet). On note (Pj,lgj) et (P;,]Bjd) les paires de projec-
teurs biorthogonaux et (W;, W;), (W;,W]d) les espaces d’ondelettes. Alors on a les
relations suivantes

N 1,08 ds _ d 5

v [T Ly 1
[ dmoPif="Po df,erHl(]O 1)

v { o Bif = Plodyfe H(0,1]). 312
(iid) W; = %WZ et Wi = dciﬁ? (3.13)

Preuve. (i) d’apres la définition des AMR sur I'intervalle (1.76), on obtient facile-
ment les relations suivantes.

1,60, o 3
2- ]di%,;( ) _ = ap; ; i (x ,¢g7m0+502¢jm0+50, a=1,---,n
2=J dig%@; (1) — —0599]101( i + <(_1)O‘x0‘7¢g71_m1_51>¢]‘7gj_m1_517 o = 17 Ce 7n(314)
2” = @jh-1— Gjk, Mo+ 1+ < k<29 —my — 0.
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On en déduit 'identité %Vj’o’é D Djmot+s, = ng et en particulier %Vj’o’é = W. De
méme pour les AMR duales on a les identités remarquables

5o, ~d, o 0 .
279 ]Oa(-l-i:( +1)g; 0()_<$ L bomg—145) ;‘l,mo+<§o’ a=-—l-,n-2
L5, Nda , atl ~
27 ]dic@],la(-l-i = —(a+1)¢; 1( )‘" ((=1)*a +17¢0,—m1—1+51 ¢j,2ﬂ_m1+1—51’

P

A= — s o+ b0 <k <20 — g+ 1 -4y

On en conclut, d’apres la définition des AMR sur I'intervalle (1.76), que \N/FM = diV]S
Soient ({€; k=04, 1€k fr=0,..a,) des bases blorthogonales des espaces ( ]5).
On peut toujours supposer que €;0 = 1. Alors, €, = fo e;p(x)dr et e]k = dié k

pour k =1,--- A, sont des bases biorthogonales des espaces (VZ 0,8 Vdé) La pro-

7 Y
priété (ii) se démontre alors par une simple intégration par parties ou les conditions

aux limites Hy (]0,1[) sur ’TAMR primale V;’O’S apparaissent bien comme essentielles.
Pour finir, prouvons par exemple la premiere assertion de (iii) i.e. I'identité W, =
d I/VZ On dedult de la formule de commutation que P; o (w]) = % 0 Pj(wj) =0

pour tout w; € W; et donc %W; L Vj‘g. D’apres (i) on a en outre
V5

d 1,0,6 d ,0,6 7 d 7
= (V) @ Po= (VP G W) @ Po= Vi@ W]

dx dx

ce qui prouve le résultat. 0

Remarque 3.2 De la preuve précédente il résulte que si les hypotheses de la propo-
sition 1.7 sont vérifiées pour le couple d’AMR sur ['intervalle (V5 V5), elles le sont

automatiquement aussi pour le couple d’AMR (Vj“, deé),

Remarque 3.3 Soient (V; = {¢; 1 }ro. 21, \le = {%/N)j,k}k:o,...zﬂ—d des bases d’on-
delettes biorthogonales de (W],W) De la propriété (iii) on déduit par intégra-
tion par parties que (\Iﬂ = {¢] K b E=0,..2i—15 \I/d {;/)Jdk}k 0..21-1) avec ;/);k( r) =
27 fo Y, k(t)dt et ;/)]k =27 ]dw¢]7k, définissent des bases d’ondelettes biorthogonales
des espaces (I/V]Z W]d)

3.3 Stabilisation par raffinement local de la vi-
tesse

On considere, pour la discrétisation de la vitesse, une AMR vectorielle de X ie.
une suite emboitée de sous espaces de )?, )?j C )?]4_1 C )?, dont 'union est dense
dans X. De méme, pour la discrétisation de la pression, on se donne une AMR
scalaire de M, i.e. une suite de sous espaces emboités de M, M; C M;.; C M, dont
I’union est dense dans M.
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On définit des décompositions multiéchelles des espaces Xet M par la donnée

de projecteurs
ﬁj = (P]Z,Z: 1,...,d>2 )? — )_()]‘
et
P]‘ M — M]‘

vérifiant les propriétés de biorthogonalité PjP;H = Pj, 1 =1,...,d, et P,Pj4; =
P;. On notera I/f/j (resp. W;) les espaces d’ondelettes ou de détails définis comme
les images des projecteurs Q} = _)j-l—l — ]5} (resp. @; = Pjy1 — P;). Les espaces
d’ondelettes sont supposés munis de bases de Riesz locales (de supports de taille
~ 277) et 'on notera

\I_}ﬁ = H?:lqﬂv, = {77/7/\1_“ Az € 6} ol \Iﬂvl = {77/)3“‘7 )\ul € Vz},
la base multiéchelle de )?, et
Uy = {¢Ap7 )‘p S v}

la base multiéchelle de M. Ces bases seront supposées stables dans X et M ie.

d . 1/2 o
]| ¢ ~ <Z Z 27l Uﬂui|2> ol i = ( Z ui, Y8, .t =1,...,d), (3.15)

=1 /\uievi /\uievi

et
1/2
lqllar ~ <Z |CJA|2> ot g =Y qibn. (3.16)
AEV AEV

De telles décompositions multiéchelles sont par exemple générées soit par des onde-
lettes éléments finis Py sur des triangulations dyadiques quasi uniformes (en 2D),
soit dans le cadre de la décomposition de domaine du §1.4.

La proposition suivante énonce, sous des hypotheses minimales, que la discréti-

—

sation du probleme de Stokes (X x, M;) satisfera toujours la condition LBB uni-
formément en j, pour un entier K suffisament grand mais indépendant de 1’échelle

7]

Proposition 3.3 S’il existe v, 0 < v < 1 tel que les projecteurs biorthogonaux ]5}
satisfont les estimations directes

@ — Pyid]| (gri—vqyye < C127||id]| g, pour tout @ € X, (3.17)
el les espaces M; les estimalions inverses
pill(@) < Co27|lpjllae, pour tout p; € M;, (3.18)

ce qui en particulier implique U'hypothése de régularité M; C HY(Q) de la pression,
alors il existe un entier K € Nt indépendant de j, tel que le couple (Xj, M;) vérifie
la condition LBB uniformément en j quelque soit J > 5+ K.
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Preuve. La condition Inf-Sup pour le probleme de Stokes sur X x M équivaut,
pour toute pression p € M, a 'existence d’une vitesse v € X telle que V-7 = p et
U < m (voir par exemple [17]). Pour une pression quelconque p = p; dans
X P p p p q que p = py
M;, on pose, pour une telle vitesse 7,

ﬁJ:PJEEXJ

et 'on va estimer le terme <V'(I”_61|3|{)J’pj> en utilisant les hypotheses d’estimations
X
directes et inverses.
(V- =Fnvp) < Apillaa IV - (I = Fr)vllaey

<(f_ J)ﬁv 6§b>Hl—V Q)4 gr-1(Q)d
< lpsllae sup o (LT
beH | ol

< Nlpill @1 = Pr)allm-ay < CrCa2 =07 Ipj |al| 7]l ¢
Ainsi pour toute pression p; € M,
(V- 8r,pi) 2 1P 5 (1 = CrCo27 V=) 135 ¢l s (3.19)

Les projecteurs P; étant uniformément bornés dans X , on conclut que pour J — j
tel que
01022_(J_])W < 1,

la condition LBB est vérifiée uniformément en j. O

Dans le cadre de discrétisations en ondelettes, le projecteur biorthogonal ]5} vé-
rifie classiquement les estimations (3.17) sur Uintervalle 4 € [0, 1] et les estimations
inverses pour M; (3.18) sont vérifiées sur I'intervalle y € [0, 03] ou H?2()) désigne
la régularité des ondelettes de pression.

On s’intéresse maintenant au cas d’une discrétisation non uniforme du probleme
de Stokes dans les bases d’ondelettes (\I_}ﬁ, Uy). Soit A, C V un sous ensemble d’in-
dices d’ondelettes de pression engendrant le sous espace My, de M. On cherche a
construire un ensemble d’indices d’ondelettes de vitesse

Ag=TL A, CV

engendrant X A, tel que le couple ()? Ags Ma,) vérifie la condition LBB uniformément
en A,.

Pour A" € N, on définit AX =TIL, AL ot

AR = U {)\ui, Supp;/)iui N Suppehy, # 0 et | Ay, | < A + K}. (3.20)

ApEA,
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On aura recours a la version suivante du lemme de Schur dont la démonstration se
trouve par exemple dans [81].

Lemme 3.1 (lemme de Schur): Soit a = {a;;}@jen une matrice bi-infinie, s’il
existe un vecteur {w(1) bien et une constante C tels que w(i) > 0 pour tout 1 € N et

ZaZ w(i) < Cw(y), Zai,jw(j) < Cuw(z),

€N JEN

alors la matrice a est uniformément bornée de [*(N) dans [*(N) avec une norme
inférieure ou €gale a C'.

On note 0, 2 < p < oo la borne supérieure de la régularité Sobolev W»?(Q) de
M; du moins si M; C LP(€). Dans tous les cas on supposera oz > 0. Les ondelettes
de vitesse WM sont supposés avoir leurs n, > 1 premiers moments nuls quelque soit

1=1,...,d.

Proposition 3.4 Soit a, = min(n, + 1,0,) + 4
B, >0 ou

(i) B, = a, — % en général,

(ii) B, = a, — d_Tl sous Uhypothese supplémentaire que les ondelettes de pression
sont polynomiales par morceaux de degré < n, — 1,

alors pour K suffisamment grand, indépendant de A,, la discrétisation (XAg, May,)

verifie la condition LBB uniformément en A,.

— %. Sl existe un p > 2 tel que

= (s S i
Preuve. Pour @ = (w',i = 1,...,d) ou w' = ZAuive wAui¢Aui7 on notera en

abrégé w,, = (uﬂA i = 1,...,d) les coefficients d’ondelettes et >, ev, Wi %EA~
la décomposition en ondelettes de w. D’autre part, _pour tout ensemble d’indices
Az C V3, on notera QA W la projection ), en, Wz ;/)A“

Comme dans le cas uniforme, pour toute pression p € My, = ZAPEAP DA, Y, ON
considere la vitesse

U= Z U/\E@EAE E)?

A'EGA'E

telle que V- o' = p et ||v]| ¢ < ||p||ar. On cherche ensuite a estimer le terme
(V- 4,p) = (V- Qurt,p) = (V- Qg /yx¥, p)-

De la définition (3.20), quelque soient A, € A, et Az € 6//\?, alors [(0,,95% ¥, )| #

> |A\,|+ K, et dans ce cas de figure on a I'estimation

0,7=1,...,dseulement si |\,
classique

7 Au; o= Au, |—|Ap|)
(5,5, s on,)| S 2Pulam (Pl =ieD "XSuppus, aSuppus,
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ou «, est défini dans I'énoncé et Xg est la fonction caractéristique de I'ensemble 5.
Il reste a appliquer le lemme de Schur a la matrice bi-infinie a définie comme suit
sur I'ensemble d’indices V; x V (les indices sont ordonnés par échelle croissante |A|
et les termes manquant en espace a,,,\, sont remplacés par 0 de sorte que I'on peut
considérer en fait que les ensembles V; et V coincident).

27RO, )] st A € Vi/AR et A, €A,
Auidr 7 ginon 0

Posant w(A) = 279 dans le lemme de Schur, le parametre § est choisi de fagon a
obtenir la meilleure estimation de la norme ||a||;2(v). La premiere somme du lemme
se majore alors par

D an,2,27M < <Zz (cp=0)j > —0hl < <2—(ap—e)1«'>2_emi|7

ApEV J>K

tandis que pour la seconde on distingue le cas général (i) pour lequel

Z a/\ui,/\p 6’|Au, <ZQ (ap+b—d)j >2—9|/\p| 5 <2—(ozp—|—6’—d)lx">2_9|/\p|7

Au, €V I>K

et 'hypothese (ii) pour laquelle on exploite I'annulation des termes a,,_ », lorsque
le support de 'ondelette WM n’intersecte pas le support singulier de ¢, . Ainsi on
obtient l

Z Uy, A2 9= 01Ny | <ZQ (op+6—(d— 1)>2—0|Ap| < <2—(ap+e—(d—1))1(>2_9|Ap|‘

Au, €V I>K

On conclut que le choix optimal du parametre 6 est égal a % dans le premier cas
(i) et a d_Tl dans le second (ii), ce qui donne lestimation |[a||zw) < 277F. La
démonstration s’acheve en arguant de la stabilité des décompositions multiéchelles
(3.15) et (3.16) et en particulier aussi de 'uniforme stabilité des projecteurs QAQ"-
On obtient

(V- Qepar @)l = (V- T p) = (V- Qurct,p)| < C277 815 ¢ Il s

et donc
(V- Gustp)l > Y 5p)| = (V0,5 — (V- Gaxiip)
> (1=C27%8)| H HPHM
> (1= C27%8))|Q s gllpll

Remarque 3.4 En particulier la proposition 3.4 s applique pour la discrétisation
éléments finis du probléme de Stokes (Py—P4) (avec pression continue) ou (P1—Py),
avec dans le premier cas 3 = % et dans le second 3 = 3.
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Proposition 3.5 Sous l'hypothése de structure d’arbre minimale suivante de ’en-
semble d’indices \,:

VA, €Ay, 3N, €A, [N = [N =1 et Suppeby, C Supp iy,
alors lensemble d’indices d’ondelettes de vitesse N5 (3.20) vérifie
#AE < 2N,
avec une constante indépendante de K et de A,.

Preuve. Il suffit de compter les ondelettes de vitesse que 1’on rajoute pour chaque
ondelette ¢, par ordre décroissant de I'échelle |A,|. Celles d’échelles |\, | > || sont
au nombre de ~ 254, Tes autres sont celles d’échelles |\,,| < |\,| dont les supports
intersectent le support de ¢, . Or par 'hypothese de structure d’arbre précédente,
il est inutile de les décompter a ce stade car elles seront prises en compte lors du
décompte aux échelles [AT] < [A,]. m

—

Remarque 3.5 S5il'on suppose en outre que la discrétisation uniforme (X;1x,, M;)
satisfait la condition LBB uniformément en j, alors la proposition 3.4 reste vraie
(avec éventuellement une aulre valeur de K ) en tronquant Uensemble AL a Uéchelle
J = maxyen, |A| + Ko dans la définition (3.20). En particulier ¢’est le cas des
discrétisations éléments finis Py — Py et Py — Po avec Ko =1 (voir par exemple [58],
[17], [86] pour Uanalyse de la condition LBB en éléments finis).

Preuve. Si la condition LBB est vérifiée uniformément en J pour la discrétisation
()_()J_F](O, My), alors pour toute pression p € My, il existe une vitesse v € )?J telle
que (V-55,p) = |Ipllis et 1Us]lg < Ilpllm- La preuve de la proposition 3.4 s’applique
alors en remplacant ¥ par v;. O

Remarque 3.6 Dans la définition de (3.20) on aurait pu aussi considérer la tron-
cature en échelle

[,

— bl < K

au liew de | Ay, | < |Ap| + K. Il faut alors faire des hypothéses supplémentaires sur
la régularité de la vitesse et le nombre de moments nuls des ondelettes de pression
pour obtenir la condition LBB uniforme.

Soit 7, la borne supérieure de la régularité de la vitesse dans W*P et n, le nombre
de moments nuls de la pression, alors la proposition 3.4 reste vraie en posant cette

fois pour (i)
) d d
a, =min(n, + 1,05, n,, 7, — 1) + 5 ];
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et en supposant en outre pour (ii) que les ondelettes de vitesse sont des polynomes
par morceaur de degré au plus n, — 1. Dans ce cas,

K Kd
#Ag S 2TTHA,
sans aucune hypotheése sur A,.

Le rapport #AL /#A, croit avec K comme 25 et avec la taille du support des
ondelettes. Malgré son optimalité asymptotique, le résultat général de la proposition
3.4 est de ce fait en toute rigueur inappliquable.

Un objectif raisonnable serait d’obtenir, dans la définition de I’ensemble AL, un
raffinement en échelle d’au plus un niveau K < 1 et en outre d’affaiblir considéra-
blement la contrainte sur les supports Supp;/)iui N Suppipy, # 0.

Dans les deux paragraphes suivants, on va considérer deux discrétisations spé-
cifiques pour lesquelles grossierement il suffira de rajouter au voisinage de chaque
ondelette de pression, d (§3.4) et une (§3.5) ondelette(s) de vitesse de méme échelle,
pour obtenir la condition LBB.

3.4 Premiere famille de discrétisations

On rappelle la construction introduite dans [42] qui s’applique a une discréti-
sation uniforme du probleme de Stokes sur les domaines tensoriels ]0, 1[¢, puis on
étudie son adaptation au cas de discrétisations non uniformes.

Le lemme de Fortin suivant [17] énonce une condition nécessaire et suffisante
pour que la discrétisation ()?h C )?, M;, C M) satisfasse la condition LBB uniforme.

Lemme 3.2 La condition LBB est satisfaite uniformément si et seulement si il
existe des opérateurs linéaires Oy de X dans X, uniformément bornés dans X et
tels que

(V- (I =08, qp) =0VieX et q, € M, (3.21)

La construction de [42] utilise de facon essentielle les propriétés de dérivation/intégration
des AMR biorthogonales du §3.2 et la biorthogonalité, afin d’engendrer une discré-
tisation vitesse-pression ()?j, M;), telle que le projecteur biorthogonal (’j} associé a
la vitesse vérifie naturellement les hypotheses du lemme de Fortin. On commence
par décrire la construction dans le cas simple des conditions aux limites périodiques
puis on rappelle les adaptations nécessaires a la prise en compte des conditions aux
limites sur ]0, 1[%.

Dans les deux cas, en suivant les idées de [11], on étend la construction au cas
de discrétisations non uniformes.

Dans un soucis d’économie de notations, les constructions sont présentées en
dimension 2, leur extension aux dimensions supérieures étant dans tous les cas im-
médiates.
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Cas périodique

Soit le couple de générateurs biorthogonaux (¢, qg) sur R de régularités dans
H*(R) notées 7 et 7 telles que 7 > 1 et 7 > 1 et d’ordres d’approximation n >
1,7 > 2. D’apres la proposition 3.1, on peut définir, par dérivation/intégration, un
nouveau couple de générateurs biorthogonaux (¢', qu) de régularités 7+ 1 et 7 — 1
et d’ordres d’approximation n + 1,7 — 1.

On notera (V, V) et (V" de,p) les AMR périodisées sur le tore T associées
a ces générateurs, (Pj,lgj), (P;,]Bjd) les projecteurs biorthogonaux et (WJP,WJP),
(W;’p, W]d’p) les espaces d’ondelettes.

En considérant le probleme de Stokes sur le tore T?, on rappelle la proposition
suivante de [42]. La preuve, simple, est donnée pour la commodité du lecteur.

Proposition 3.6 La discrétisation

A (3.22)

Xj=(" eV VeV cX
M]‘ = Vf@vjp cM

satisfait la condition LBB uniformément en j.

Preuve. Soit le projecteur biorthogonal (’Z = (P]Z @ P, P; @ P]Z) On va montrer
qu’il satisfait toutes les hypotheses du lemme de Fortin.

Les projecteurs biorthogonaux sur le tore T préservent la valeur moyenne nulle
dans la mesure ou leur adjoint reproduit les constantes. On en déduit que (’j} est un
projecteur biorthogonal uniformément stable de X sur )?j. La propriété (3.21) du
lemme se déduit de la formule de commutation (3.9) et de la biorthogonalité: pour
tout 7 = (vq,v2) € X et quelque soit ¢; € M;

(V-0iv,q;) = (P @ Pj0pv1 + P @ Pj0y,v2,q5)
(V-0,P; @ Pig;)
= (V-7,q5).

—

'U7
—

'U7

Remarque 3.7 La discrétisation (3.22) génére un ordre d’approximation min(n —
1,n) du probléme de Stokes au sens des estimations a priori

Z_jS“HuHHsuH Vs, <n—1.

27 [ull gour 4+ 27 ||pll s, Vs <n—1 el s, <

la = ajll ¢

IZANRZAN

P — pjllar

ot l'on notera que Uerreur de consistance (cf (3.6)) est dans ce cas présent nulle.
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Preuve. Soient D; = V- X, et V: = {7, € X;, (V- ¥,¢;) = 0, Vg € M;}. Pour
cette discrétisation sur le tore T?, la propriété de conformité V C V est vérifiée,
comme on le déduit facilement de la condition LBB et de I’égalité des dimensions
des espaces D; et M;. Les estimations d’erreurs sont alors classiquement déduites
des résultats généraux abstraits (3.6, 3.7), ou I'erreur de consistance est ici nulle. o

Dans le cas périodique, nous allons étendre le résultat précédent au cas d’une
discrétisation non uniforme est immédiate. Soient les ensembles V,; : = {0,...,27 —

1}et&: ={(0,1),(1,0),(1,1)}.

Pour des générateurs sur la droite réelle (&', '), (qb2 ?), et k. € V;, j € Ny,
on notera ;, &, (0,1) qb] b & ¢] e ik ki (1,0) = %/)] b © Qb] by €1 Uik ko, (1,1) =
;/)] ey ;/)] 1,» les ondelettes tensorielles isotropes sur le tore T2 Alors I’ensemble

v :<U{j}><vj><vj>><5, (3.23)
JENy
désigne I’ensemble des indices d’ondelettes isotropes de valeur moyenne nulle.
De méme soit V! : = {-1} Ujen, {5} x V; I'ensemble des indices d’ondelettes

périodiques sur le tore T', ott par convention ¢y, = 1 pour Ay = —1 et 1), = ;/)fk

pour Ay = (J, k). Alors
V:=V'xV/{-1, -1} (3.24)

désigne ’ensemble des indices d’ondelettes anisotropes de valeur moyenne nulle.

~ Dans les deux cas, avec des notations immédiates, pour A, € V, on notera
(¢y,,%n,) les ondelettes biorthogonales de pression et pour Az = (Ay,, Ay,) € VXV,

<;/7Aﬁ = (¥xru, s Py ) ;/N)Aﬁ = (;/N)Aul , ;/N)Aw )> les ondelettes biorthogonales de vitesse.
Etant donné 'ensemble A, C V engendrant I’espace
My, = S{thr,, ), € A} C M,

on cherche a construire ’ensemble minimal d’indices d’ondelettes de vitesse Az =
Ay, X Ay, CV xV engendrant I'espace

Xap = S{th A € Az} C X,

tel que le projecteur biorthogonal

CjAﬁﬁ:(OAulul,OA%m): =< Z <U17¢NJAM>¢AW Z <u27¢N’Au2>¢Au2>(3-Q5)

/\ul eAul /\u2 eA“2

de X sur )?Aﬁ satisfasse les propriétés du lemme de Fortin. C’est une condition
suffisante d’obtention de la condition LBB uniformément en A,

Proposition 3.7 Cet ensemble minimal est défini par

{2 byt LR ) b Gl 01D Ay
Nux = Ap UL Gk, (ks + DL (1,0)) ta. Gokaska, (1,0) € A,
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dans le cas des ondelettes isotropes (3.23) et par
Ay, =Ny, =A,, (3.27)

pour les ondelettes anisotropes (3.24). En particulier # Az = 2#A, (d#A, en dimen-
sion d) dans le cas anisotrope alors que #Ag < 3#A, ((2d — 1)#A, en dimension
d) dans le cas isotrope.

Preuve. [’ensemble minimal Az tel que le projecteur (’3% satisfait les hypotheses
du lemme de Fortin est donné par

{ Aul = {)\'U«l : EI )\p € Ap <al’77b/\u1777?/\p> 7£ 0} (328)
AU2 = {)\U2 : EI )‘p € Ap <ayq7b/\u2777b/\p> % 0}
[’assertion découle alors directement de la proposition 3.1. O

Remarque 3.8 On verra au §3.5, dans le cas particulier d’ondeletles orthogonales
(i.e. ¢ = &), que ces ensembles ne sont pas optimaux dans le sens ou ce ne sont pas
les ensembles minimauz tels que la condition LBB soit satisfaite uniformément en

A,

Domaines tensoriels ]0,1[*

On reprend les hypotheses du paragraphe précédent sur les générateurs bior-
thogonaux. La prise en compte des conditions aux limites non périodiques pour la
vitesse et la pression nécessite I'introduction de 3 AMR biorthogonales distinctes.
Avec les notations de la proposition 3.2 on va considérer les couples d’AMR

(V7 V) € (H'(J0, 1), H' (0, 1]))
(V7L VE) € (Hg (00, 10), H' (0, 1])) (3.29)
(VI V) € (H3(10,1]), L2(J0. 1])-

J J
Ils définissent des AMR biorthogonales sur I'intervalle si et seulement si les hypo-
theses de la proposition 1.7 sont vérifiées pour les deux premiers couples, ce que I'on
supposera toujours par la suite. Il résulte alors de la remarque 3.2 que ces hypotheses
sont aussi satisfaites pour le troisieme couple.

On notera (P/]LP]‘), (P]Q,A]f}), (P;, ]id/), les couples de projecteurs biorthogonaux
associés et (W;, W), (W7, W]ﬁ), (W;, Wjd) les espaces d’ondelettes. Moyennant ces
adaptations, le résultat de la proposition 3.6 sur le tore T? s’étend aux domaines
tensoriels [42]. La preuve est rappelée pour une meilleure compréhension de I’analyse
des discrétisations non uniformes qui va suivre.
Proposition 3.8 La discrétisation

S 10,8 0,6—1 1,0,6—1 i,0,8
Xi= (o VL VT eV, (3.30)
M=V oV,
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satisfait la condition LBB uniformément en j et vérifie les estimations d’erreurs a
priort

i =il + o= pillar < 27 ullgewes + 279 [pllar, ¥su S n—1, 5, < .

Preuve. Comme dans le cas périodique on va montrer que le projecteur biorthogonal
O;=(P® P]Q, Pjo ® P;)

de X sur )?j, uniformément stable en norme )?, satisfait 1’ hypothese (3.21) du
lemme de Fortin. Pour tout ¢ = (v1,v2) € X et quelque soit ¢; € M; on a d’apres la
proposition 3.2

(V-0;t,q;) = (P @ P0sv1+ P} ® PiO,va, q5)
= (0n,v1, P! @ Piq) + (Ony02, P; @ Plg;)
= <V . 17, q]‘>.

. . . 0,6—1 /- . .
On voit qu’il est essentiel que 'AMR duale de V; (i.e. 'image du projecteur

]3}) soit égale a \7]5. Les estimations d’erreurs découlent directement des estimations

générales (3.6, 3.7). D

Remarque 3.9 Contrairement au cas des conditions aux limites périodiques, la
dimension de Uespace D; =V - )?j est ici strictement supérieure a celle de Uespace
M;. Ainsi le sous espace des vitesses a divergence discréte nulle ‘_/; ={v; € )?j, (V-
Uj,q;) =0,V q; € M;} n'est plus un sous espace de V et Uerreur d’approximation de
la vitesse dépend de Uapproximation de la pression.

Les expériences numeériques du §3.8 mettront en €vidence que cette erreur de
consistance se trouve en fail concentrée sur un voisinage de largeur 277 de la fron-
tiere. Cette propriété repose heuristiquement sur le fait que U'approrximation dans
\_/} NV des vitesses a divergence nulle est optimale en dehors d’un voisinage de lar-
geur 277 de la frontiére. Une démonstration rigoureuse nécessiterait d’étendre les
estimations intérieures de [8]] a la formulation variationnelle non conforme de la
vitesse sur \_/;

[’extension de la proposition 3.7 au cas de conditions aux limites non périodiques
est rendue plus délicate du fait des conditions aux limites sur ’AMR Vjo’é_l. Etant

donnée les AMR primales )?j et M; de la proposition 3.8, les ondelettes de vitesse
sont définies par I’AMR duale

X, = (VP oV Ve V), (3.31)
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et les ondelettes de pression par ’AMR duale
M; =Vie V). (3.32)

Elles sont bien stir obtenues par produit tensoriel d’ondelettes et de fonctions d’échelle
sur I'intervalle. Soient les bases d’ondelettes sur I'intervalle \I/; = {L/J;k,k €V},
WY = {9,k € V;}, U, = {L/NJM,k € V,} des espaces W;, W et Wj. Il est possible

de choisir les bases \I/; et {Iv/j telles que les bases multiéchelles
T U
U Ju
J2Jo J>jo

soient biorthogonales. Cependant, du fait que /W/]ﬁ = \7]“3_1 N (Vjo’é_l)L differe de

W; = \N/j_l_l N (Vf)L, les bases \I/? ne peuvent étre construites telles que les bases
multiéchelles

U \I/? et U \i/]‘

J>jo J>jo
soient biorthogonales. Ainsi, par rapport au cas périodique, il va falloir rajouter des
ondelettes supplémentaires de vitesse dans ’ensemble Az afin que le projecteur bior-
thogonal (’3% (3.25), satisfasse les hypotheses du lemme de Fortin. Ces ondelettes
se déduiront facilement du lemme suivant.

On appelle “ondelettes frontiere”, en abrégé b.w., (resp. “fonctions d’échelle fron-
tiere” en abrégé b.s.f.) sur le domaine [0, 1]%, les ondelettes de base tensorielles (resp.
les fonctions d’échelle tensorielles) qui ne sont pas des ondelettes de base tensorielles
(resp. des fonctions d’échelle tensorielles) sur R Dans le cas de bases isotropes, ces
ondelettes et fonctions d’échelle sont bien sir localisées dans un voisinage de largeur
277 de la frontiere ol j est I’échelle de 'ondelette considérée. Les autres fonctions
de base seront qualifiées d’ondelettes ou fonctions d’échelle “intérieures”.

Lemme 3.3 On note CI)? et \I/? les bases de fonctions d’échelle et d’ondelettes des
espaces V;Lé_1 et Wjo et \T/j la base d’ondelettes de Wj.
Sotent ¢, € U; et ¢?,7k/ € \II?, ouj > jo et j > 7o, si <¢j,ka¢?/,k/> # 0 alors
j=7" e k=Fk ou
)< g ety et L/J?, o sont des b.w. associces a la méme extrémité 0 ou 1 .

De méme soient L/NJM € \i/j et 99?,7k/ € CI)?, telles que jo < 5" < 5. Si <¢;j,k799?’,k’> # 0,

alors 1y et c,o?, w sont des b.w. et b.s.f. associées a la méme extrémilé.
b

Preuve. Si j/ > j alors Wj C ‘N/Ji_l C Vﬁ 1 Wjo, et donc le produit scalaire
<77Zj7k,77b?/7k/> est nul. Si j/ = 7 et B # k', ce produit scalaire est non nul seule-
ment si les ondelettes sont des b.w. associées a la méme extrémité, puisque d’une
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part \I/? est biorthogonal a \ilg et d’autre part les bases \ilg et \i/j coincident sauf

aux extrémités 0 et 1. Enfin si j/ < j, alors W) C Vi(R)[joup L (W; 0 W;(R)) et

W, nWu(R) C ij’é 1 W; ce qui termine la preuve de la premiere propriété.
Pour la seconde , il suffit de noter que dune part (W; N W;(R)) L V;,Lé_1 et

) nt,8 nt,8 Ti7.
d’autre part V""" C V] 1 W, 0

Les ondelettes de vitesse issues de la définition (3.28) de I'ensemble Az se déduisent
facilement du lemme précédent. Pour les ondelettes ou fonctions d’échelle de pres-
sion “intérieures”, il va suffire d’inclure les mémes ondelettes de vitesse “intérieures”
données par la proposition 3.7 (dans les deux cas isotropes ou anisotropes). Pour une
ondelette ou fonction d’échelle de pression “frontiere”, il faut rajouter I’ensemble des
ondelettes de vitesse frontieres aux échelles inférieures et situées dans un voisinage
de l'ondelette de pression. Ceci est précisé en dimension 2 par la proposition suivante
dont la conclusion principale est que, sous une hypothese de structure d’arbre mi-
nimale de I'’ensemble d’indices A,, au voisinage de la frontiere seulement, le rapport
#A\,/#A\z reste toujours borné par d dans le cas anisotrope et par (2d — 1) dans le
cas isotrope. Dans les exemples concrets il devrait dans tous les cas étre proche de

d.

Proposition 3.9 On appelle indice “frontiére” (en abrégé b.s.) k d’une ondelette
ou fonction d’échelle de base sur lintervalle, un indice k associé a une ondelette
Y ou une fonction d’échelle @,y frontiére. Dans celte proposition les indices fron-
tiere des paires (ki,k}) ou (ko, ky) seront toujours implicitement associ€s aux mémes
extrémités 0 ou 1.

Dans le cas anisotrope 'ensemble minimal Az de la définition s’écrit pour la
premiere composante Ny,

v@joﬁl & ¢j27k2 € MAp7 99;‘071% & ¢?§7ké S XAul pour
si k1 b.s., k] b.s.; sinon k] = kq, k1 + 1,
{ si ko b.s., 75 < jo, kb bus.; sinon jb = jo, kb = ko.
vq{)jlykl ® %joJ@ € MAp7 ¢;1,k1 ® S‘Q?OJQ S XAu1 :
v¢j17kl ® ¢j27k2 € MAp7 ¢;1,k1 ® ¢?§7ké S XAul pour
si ko b.s., 75 < g2, k) buse; sinon jh = jo, kb = ko.

et symétriquement pour la deuzxieme composante A,,. Dans le cas anisotrope cet
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ensemble Az s’écrit pour la premiére composante

S‘Q;IJCi ® ¢?’7ké E XAul pour
Siky bus., j < G kG bas Ky ta. (90 Gim) # 0,
. g 81k1bskbs
s N y | sinon j = 7, by = Ky, et { sinon k| = ky, ky + 1.
Pid @ Vg, € My, ¢;/7ki ® @?,% € Xa,, siky bs et pour
.]/ < ]7ké b.S., ki t.q. <%¢;‘/7k17¢j7k1> 7£ 0.
Gy © Uy € Xa, L
si kg bus., 3" < g, kb bus., kY t.q. <%@/};/7k17§0]‘,k1> # 0.
V¢J,k1 @ @ik, € Ma,, 77Z)] g @ 9917162 Xy -

77Z)] k1 ® 77Z)] ko S XA“I
Vb @ Uik, € My, { Wiy ® %% € Xa,,, sikybus.etk)bs.

et symétriguement pour la deuxiéme composante.

Preuve. C’est une conséquence directe du lemme 3.3 et de la définition (3.28). o

Remarque 3.10 Une discrétisation alternative de la pression est induit par le choix

de UAMR duale

~ 3= 3=
M; =Vv» eyt (3.33)

En d’autres termes, on consideére les espaces d’ondelettes sur ['intervalle I/Vﬁ V]‘:_l
(Vjo5 1) , engendrés par les bases d’ondelettes \I/ﬁ {L/J]k,k € V,}, au lieu de
Uespace W;.
Alors les bases multiéchelles
0 NTL
Jwle [ JW
J>jo J>jo

peuvent cette fois étre choisies biorthogonales et ces sont les bases

d . -
—Jw e JU
J2Jo J>jo

qui ne sont plus biorthogonales au voisinage des extrémités. Comme dans le lemme
3. 3 ce défaut de biorthogonalité zmphquem seulement, pour une ondelette “frontiére”
;/) & les ondelettes frontiéres %, au échelles inférieures j° < j. Ce choix donne
donc des résultats similaires au precedent en revanche il est préférable en dimension
d > 3, dans la mesure ou [’espace I/V]Z intervient dans une seule direction alors que
lespace Wjo apparait dans les d — 1 directions restantes.
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A ce stade, on va discuter la réalisation pratique de cette discrétisation sur les
domaines tensoriels ]0, 1[¢, en anticipant les résultats numériques du §3.8. On consi-
dere les deux familles de générateurs a supports compacts les plus utilisées, a savoir
les ondelettes splines biorthogonales de [29] (§1.2.1) et les ondelettes orthogonales
de Daubechies [50] (§1.2.2).

On retient les criteres suivant pour évaluer la discrétisation du probleme de
Stokes: l'ordre d’approximation tel qu’il est défini par la proposition 3.8, la taille
des supports des ondelettes et le nombre de conditionnement de 'opérateur laplacien
et d’Uzawa apres préconditionnement diagonal, comme mesure de la complexité de
la discrétisation.

La contrainte principale de cette construction provient des conditions 7 > 1 et
7 > 1 sur les régularités des générateurs primaux et duaux ¢ et &, qui conduisent &
des valeurs élevées du parametre n, dans le cas des ondelettes splines. Ceci accroit
la taille des supports des ondelettes (de 'ordre de n + 1), et pénalise la construction
sur l'intervalle en terme de profil d’erreur et de conditionnements comme illustré
aux §1.3.6 et §2.1.3. De plus, 'ordre d’approximation du probleme de Stokes reste
limité par la valeur de n: il est égal a min(n — 1,n) pour le choix des générateurs
(¢ = ", b= qgnﬁ) et a min(n — 1,n) pour le choix symétrique (¢ = O, b = o).

En d’autres termes la taille des supports des ondelettes et 'instabilité de la
construction augmentent bien plus vite que 'ordre d’approximation, limitant en
pratique la construction a des petites valeurs des parametres (n,n).

De ces remarques et des expériences numériques des §1.3.6 et 3.8, on retiendra
essentiellement les choix de discrétisations obtenus pour (n = 2,7 = 5) i.e.

—

Xj= 8@ @ e op T @ @71, M; = §(0F © 07) (3.34)

d’ordre d’approximation n = 2 et le choix symétrique

Xj= @ @ op,@f o opth), My = (@77 e (3.35)

d’ordre d’approximation n — 1 = 1. La valeur suivante admissible (3,7) du couple
(n,n), induisant des ordres d’approximations 3 dans le premier cas et 2 dans le se-
cond, serait trop “instable”.

Un choix alternatif de générateurs consiste a retenir les ondelettes orthogonales
a supports compacts de Daubechies [50], i.e. avec les notations du §1.2.2

6= =a .

On obtient ainsi un ordre d’approximation ngy — 1 du probleme de Stokes, pour une
taille du support des ondelettes égal a 2ny,.

On verra cependant dans les expériences numériques du §3.8, que ce choix de
discrétisation donne lieu, aux coins, a des pics d’erreur sur la pression tres élevés
(bien que I'ordre d’approximation soit obtenu) ainsi qu’a des conditionnements tres
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mauvais pour le préconditionnement du laplacien (bien que uniformément bornés).

Cette derniere instabilité est en particulier due a 1'utilisation de ’AMR “presque”
orthogonale (Vjo’é, Vf_l).

La nouvelle discrétisation introduite dans le paragraphe suivant montre qu’il est
en fait inutile d’avoir recours au générateur dual ¢ pour discrétiser la pression et
que le générateur primal ¢ permet aussi de satisfaire la condition LBB uniforme. Ce
faisant on obtient un meilleur ordre d’approximation.

3.5 Deuxieme famille de discrétisations

On reprend les notations et hypotheses du paragraphe précédent pour les géné-
rateurs sur la droite réelle (¢, qg) et (&', qu), ainsi que les AMR sur le tore T! et sur
I'intervalle 0, 1.

Considérons des conditions aux limites périodiques. Cette seconde construction

n’utilise plus explicitement les AMR duales de,p et \N/jp. Soit la discrétisation

SR (3.36)

X] = (‘/jivp ® ‘/jp7 ‘/jp ® ‘/JLP%
M]‘ — ‘/jp ® ‘/jp7

on remarque essentiellement que
V- )_()]‘ = M]‘.

Ainsi pour toute pression ¢; € M;, il existe une vitesse v; € )?j telle que V -
v; = ¢;. Si de plus cette vitesse peut étre choisie telle que de plus ||7;]|¢ < |lg;llm
uniformément en 7, alors pour toute pression ¢; € M; on a trivialement l'inégalité

(V -0, ;) S a5113s

—

sup > =
aex,  Willy 19| %

2 gl

qui énonce que la condition LBB est satisfaite uniformément en j. Le méme raison-
nement s’applique dans le cas d’une discrétisation non uniforme ou les ondelettes
de vitesse @EAE sont les mémes que dans le cas de la discrétisation du paragraphe
précédent et les ondelettes de pression sont cette fois les ondelettes primales 1)y, .

Afin de construire explicitement une telle vitesse, on va dans les deux cas, uni-
formes et non uniforme, utiliser les décompositions en bases d’ondelettes de la vitesse
et de la pression. Etant donné un ensemble d’indices d’ondelettes de pression A, on
définira 'ensemble d’indices d’ondelettes de vitesse Az tel que 'on puisse associer
a toute pression g € M, , une vitesse U € )?Aﬁ vérifiant les propriétés V - ¥ = ¢ et
7]l ¢ < llgl|ar. Ceci garantit que la discrétisation ()?AE,M

Ap) vérifie la condition
LBB uniformément en A,.

204



[’adaptation de cette approche aux conditions aux limites non périodiques est en
revanche plus délicate dans la mesure ou la relation V - )?j = M; n’est plus vérifiée
du fait des conditions aux limites de Dirichlet homogenes sur la vitesse.

On prouvera cependant que la discrétisation uniforme sur ]0, 1[? satisfait la condi-
tion LBB uniformément en j si les AMR V;Lé_1 et ng satisfont une condition Inf-Sup
uniforme en j. On se ramene ainsi a I’étude d’un probleme en dimension 1 quelque
soit par ailleurs la dimension d du probleme. D’autre part on montrera que cette
condition est entrainée par ’étude d’un nombre fini de niveaux j.

La discrétisation non uniforme sur ]0,1[¢ sera traitée avec les techniques du
§3.3 au bord du domaine alors que les résultats du §3.5 dans le cas périodique
s’appliqueront toujours a 'intérieur de celui-ci.

Cas périodique

On énonce la proposition dans le cas d’une discrétisation non uniforme qui
contient comme cas particulier la discrétisation uniforme. On reprend les notations
du §3.4 pour les ensembles d’indices des ondelettes isotropes et anisotropes (3.23)

t (3.24) et les ondelettes associées.

Proposition 3.10 Soit A, C V Uensemble d’indices d’ondelettes de pression (iso-
tropes ou anisotropes) engendrant le sous espace My,. On pose Xp, = (Xa, , Xa,, ),

alors la discrétisation (MApv)?Aa) satisfait la condition LBB uniformément en A,
pour

{ Aul = {(j1,k1,j2,k2) € Ap t'q' .jl Z .j2 Z 0} U {(.jlvklv _1) S AP} (3 37)
Au2 = {(.jlvklv.j%k?) S Ap t'q' 0 S .jl < .]2} U {(_17.j27k2) S AP} ‘

dans le cas des ondelettes anisotropes et

{ Aul = {(.]7 k17k27 (170)) S AP} U {(.]7 k17k27 (17 1)) S Ap N S;} (3 38)
Au2 = {(.]7 k17k27 (07 1)) S AP} U {(.]7 k17k27 (17 1)) S Ap N SZ} ‘

dans le cas des ondelettes isotropes ou (S;,SZ) est une partition arbitraire de [’en-

semble {(J, k1, k2, (1,1)) € A}

Preuve. Dans le cas de décompositions anisotropes, soit la partition de A, dé-
finie par les 4 ensembles E! = {(j1,k1,j2.k2) € Aptq. i > jo > 0}, B2 =
{(.jlvklvj?vk?) S Ap t.q. 0< .jl < j2}7 E;) = {(.jlvklv _1) S Ap} et E;l = {(_17.j27k2) S
Ap}. Pour toute pression p € My,

P = Z Pap Jlkl Jzkz—l_zp/\p ]1k1®1+szp]‘®¢]2k2

ApEEJUE? ApEED ApEER

on considere la vitesse ¢ = (uy, ug) telle que

2 —j142 (3

Zx\ pEE] —2-at D 77le k1 ® 77Z}12 ko + EAPGES —270 pAP¢]1pk1 ® 1
2 _ 2

EAPEE}% —_9—j2t D, ]1 ky ® @/)]2 by + Z/\peEg —9—1nt 1 & @/)]2 .
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de sorte que, d’apres la proposition 3.1, on ait ’égalité V - & = p. La majoration
lldll¢ < |lplla se déduit alors directement des équivalences de normes en bases
anisotropes suivantes: V¢ € M et v € X(T?)

1/2 ) ) 1/2
lallas ~ (3 Jan, B) s ol ~ (X @4 2m)nf)

ApEV A=(J1,k1,42,k2)EV

Le cas de la décomposition isotrope se démontre de méme en considérant cette fois
la partition S),7 = 1,...,4, ou les ensembles S;,S; sont définis dans ’énoncé et

S;) = {(], kl,kz, (1,0)) € Ap}, S;l = {(], kl,kz, (0, 1)) S Ap} O

Remarque 3.11 On remarque que dans les deux cas (et quelque soit la dimension
d>2)
#Aq = F#N,

soit d fois moins d’ondelettes que pour la discrétisation du §3.4. C’est le cardinal
minimal de l'ensemble Az qui permet d’obtenir la condition LBB car pour #Az <
#A,, la discrétisation comporte nécessairement au moins #A,—# Az modes parasites
de pression.

Dans le cas particulier de générateurs orthogonauz ¢ = ¢, on voit que la discré-
tisation du paragraphe 3.4 obtenue par le lemme de Fortin appliqué au projecteur
biorthogonal 6Aﬁ est loin de fournir un résultat optimal.

Remarque 3.12 Ce résultat optimal s’utilise différemment dans le cas d’une ap-
proximation adaptative et dans celui d’une approximation uniforme du probléeme de
Stokes.

Dans le premier cas (voir §3.9), les espaces de pression My et de vitesse XA;
sont raffinés par Ualgorithme adaptatif et Uobtention de la condition LBB implique
une contrainte sur l'ensemble A% qui doit contenir un des sous ensembles Az (non
unique dans le cas isotrope) associé a A7 selon la proposition 3.10.

Le second cas correspond a A = A; i.e. My, = M;. De fagon a obtenir un
ordre d’approximation linéaire optimal du probleme de Stokes, la discrétisation de
la vitesse choisie est )?j et non lespace )?Aﬁ C )?j de la proposition 3.10 obtenu
pour A = A; dont les propriétés d’approximation linéaire ne sont pas bonnes. La
discrétisation (3.36) satisfait alors les estimations a priori

|7 —dlle < 277l et Vs, < — 1.

Ip—pil S 2 ull + 2 [l s Sn— 1 et s, <.
i.e. admet pour ordre d’approximation n — 1.
Preuve. Par construction D; : = V-)?j = M; et donc 'erreur de consistance dans
I’approximation de la vitesse est nulle. Les estimations d’erreur se déduisent alors
de la condition LBB et des estimations générales (3.6, 3.7). m
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Domaine tensoriel ]0, 1[¢

A nouveau la présentation est faite essentiellement en dimension d = 2 par
commodité d’écriture, son extension a toute autre dimension d > 3 étant immédiate.
Soit la discrétisation uniforme du probleme de Stokes

S5 4,0,8 0,6 1,08 4,0,8 2
{Xj—wj O VIV eV X, )

5 _ 1/6 )
M; =Via Ve C M.
D’apres la proposition 3.2 on remarque que
§. _ v _ 1/5 0,6 0,8 176
Di: =V - X, =V V" + V"oV
est un sous espace de M]‘S. Par conséquent, le noyau du gradient discret
NS ={g € M!, t.q. (V- q;) =0V € X;} = (D) n M? (3.40)

est le complémentaire orthogonal de Df dans M]‘S. Des calculs simples montrent que
dimN]‘S = 4 en dimension d = 2 (les 4 coins du carré) et dimN]‘S =12(A; —1)+38
en dimension d = 3 (le “wire basket”), ou A; désigne la dimension de ’AMR Vj’o’é
(et donc A; 41 celle de ’TAMR Vj‘g). Ce noyau, définissant les modes parasites de la
discrétisation, est facile a caractériser. Soit le sous espace de dimension 2

[(]5 o= {g € V]‘S t.q. (v;,¢q;) = 0 pour tout v; € \/J,O"g}

0,8 (3.41)
= 0P

Alors en dimension d = 2
N =K oK}

J

et en dimension d = 3
s < < < 0,8 <) < < 0,8 <) < < 0,8
Ny =(K;0K; 0 K)o (V"o K] o K3)a (K, V'@ K6 (K 0 K;oV:r)

Pour traiter ces modes parasites, une premiere possibilité consiste a conserver la
discrétisation (3.39) et a filtrer les modes parasites a chaque itérations du solveur
itératif. Dans ce cas, la condition LBB doit étre réécrite en faisant intervenir la
norme M quotientée par le noyau du gradient discret (voir [17]), i.e.

V0 a
inf sup _,< % 4i)
qJGMfﬁ]er HUJ‘HXH%‘HM/Nj

= (3>0. (3.42)

Cependant, il est plus commode de modifier la discrétisation de fagon a éliminer ces
modes parasites. Pour se faire on utilise essentiellement la possibilité de controler
la dimension des AMR sur I'intervalle en jouant sur les parametres (9, S) tout en
conservant leurs ordres d’approximation optimaux.
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On introduit les deux hypotheses fondamentales suivantes sur les AMR sur I'in-
tervalle V;Lé_1 et Vj‘g.

Hypothese 3.1 Pour tout j > jo, les AMR Vjo’5 et Vf"’l (de méme dimension
A; — 1) vérifient la condition Inf-Sup

. <U?7Uj>
inf  sup 5 =7; > 0. (3.43)
weved, evont [0z [|vill 2
i.e. de fagon équivalente (d’aprés le lemme 1.1) (Vf"’l)L N Vjo’5 = {0} ou encore

Hypothese 3.2 La condition Inf-Sup de Uhypothése précédente est satisfaite uni-
formément en 7, i.e. il existe v > 0 tel que v; > v pour toult 3 > jo. De fagon
équivalente (a nouveau en invoquant le lemme 1.1), en posant K; = (Vjo’é)L N Vj‘g,

la décomposition ng =K;® Vf"’l est L? stable uniformément en j.

Sous I’hypothese 3.1 il est tres facile de modifier la discrétisation (3.39) de fagon a
supprimer les modes parasites, alors que I’hypothese 3.2 plus forte suffira a obtenir la
condition LBB uniforme. On proposera ensuite une méthode numérique pour tester
cette propriété 3.2, pour un choix fixé de générateur ¢ et du parametre 4.

Proposition 3.11 Sous [lhypothése 3.1 la discrétisation du probléme de Stokes
(€crite ici en dimension d = 2) n’admet aucun mode parasite quelque soit la di-
mension d > 2.

% 0,8 0,6 1,08 0,8

_ /5 S+1 S+1 vl §+1 S+1 o 779
My =V OV VT OV =T e v Vi o T

Preuve. Soit D; = V- X, on va montrer que N; = (D;)* N M; = {0}. Soit
My = V],5 ® V],”l T Vf“ ® V],5 et DF = Vj5 ® Vjo’5 + Vjo’5 ® Vf ott I'on a relaché
la contrainte de valeur moyenne nulle sur les espaces M; et D;. On remarque tout
d’abord que (D;)* N M; = (D]*‘)L N M} puisque d’une part DjL = (D]*‘)L @ Pq et
d’autre part Mj* =M; & Py

En dimension d = 2, on montre facilement que D7 est un sous espace de codimen-
. , s . * d d N 0,6
sion 4 de Vf@\/j‘g et ’on vérifie que (Dj)Lﬂ(‘/j‘g@Vj‘g) = K;,0K;ou K; = (V] )LﬂVj‘g.

L’hypothese 3.1 énonce alors que la somme ng =K;® Vf"’l est directe et donc aussi

VieV) = (K eK)e VeVt e (K eVt e (Ve k)
= (K; @ K;) @& M;,
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ce qui acheve la preuve en dimension d = 2. Les mémes arguments s’appliquent
quelque soit la dimension d > 2. 0

Remarque 3.13 Dans la mesure ot les espaces D; et M; onl méme dimension, la
proposition précédente équivaut d la propriété D; N (M;)*t = {0} i.e. le sous espace

de X; des vilesses a divergence discréete nulle
V, ={v; € X;, (V-U;,q;) =0, pour tout q; € M;}

est un sous espace de V = {v € X, V-i= 0}. Dans ce cas Uerreur de consistance
pour la vitesse est donc nulle. C’est une propriété intéressante mais non essen-
tielle ici car Uordre d’approzimation de la pression (n), qui gouverne lerreur de
consistance, est toujours supérieur a celui de la vitesse (n — 1), contrairement a la
discrétisation du §3.4. Cest donc plutot Uobtention de la condition LBB uniforme
qui va importer pour ['optimalité des estimations a priori.

Pour des raisons techniques, on va plutot démontrer la condition LBB uniforme
pour le choix de I'espace de pression

_ y/9+1 5+1
M; =V eV

pour lequel la proposition 3.11 reste vérifiée par simple inclusion Vf"’l ® Vf"’l C

—6 —6
‘/j ®‘/j§+1_|_‘/j5+1®‘/j )

Théoreme 3.1 Sous l'hypothése 3.2, la discrétisation (écrite ici en dimension d =

2)

2 0,8 0,6 1,08 0,8

TS 51
M; =V @ Ver,
satisfait la condition LBB uniformément en j, quelque soit la dimension d > 2.

Preuve. On propose une preuve en deux étapes dont l'idée est issue de [6] ou
une technique similaire est utilisée dans la démonstration de la condition LBB en
discrétisation spectrale sur un domaine tensoriel.

Dans une premiere étape, pour tout q? € 2\4]Q = Vjo,5®vjo,5 C D;, on va
construire une vitesse u; € )?j telle que V - o; = ¢f et ||0j]l¢ < |lgf]lz2. Autre-
ment dit, on prouve ainsi que la discrétisation ()?j, MJO) satisfait la condition LBB
uniformément en j. L’espace 2\4]Q n’est pas un bon espace d’approximation pour

la pression en raison des conditions aux limites homogenes dans sa définition. Par
conséquent, on va considérer dans une seconde étape la projection orthogonale

U Vf@\/f — M]Q.
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En utilisant 'hypothese 3.2, on va montrer que ce projecteur vérifie la majoration
lgjllar S llmjgillee, Vg € M;

uniformément en j. Montrons que ces propriétés suffisent a démontrer le théoreme.
; 0 — — .. ’ 1de ; . V.
Pour toute pression ¢; € M; on pose ¢; = m;q; et 'on considere la vitesse v; € X;
s . < N , —
vérifiant les hypotheses de la premiere étape. Alors, comme V - ¥; = 7m;¢;, on a

(05, V- 05) = Imiaillze 2 llaillalloillz.
ce qui montre la condition LBB uniforme.

Premiére étape. Les propriétés de dérivation/intégration des AMR sur 'intervalle
de la proposition 3.2 vont permettre de construire explicitement la vitesse v;. Afin
de satisfaire les conditions aux limites sur la pression q?, on va plutot utiliser les
couples d’AMR biorthogonales suivants.

0,6 176
{ (Vi Vieh, (3.46)
ikd . o038 TrdSH1 . 4 Tre+1 )
(Vime = Jo Vs Vi = V).
. . Ny 1,% 2,*,5 7d6+1y 1 0 _
Soient les espaces d’ondelettes primales associés W™ = V573" N (V)L et W

Vﬁlﬁ N (\N/jé"'l) , comme dans le cas de la proposition 3.2, la relation —I/VZ — WJO

est satisfaite et 'on peut choisir les bases d’ondelettes \I/j de W; ™ et \I/? de Wjo,
telles que %\I/;’* =Y.

En dépit des conditions aux limites HZ(]0,1[) sur PAMR primale du couple (VZ’*’S, y ot

J
la décomposition multiéchelle primale associée caractérise les normes de Sobolev

H3(]0,1]) sur intervalle 0 < s < 2 par les normes [* pondérés des coefficients d’on-

delettes. La méme remarque s’applique au couple d’AMR biorthogonales (Vjo, ‘N/jé"'l)
dont la décomposition multiéchelle primale associée caractérise les normes H?*(]0, 1])
pour tout s € [0,1]. Ces résultats se déduisent facilement des estimations directes
et inverses pour ces AMR et de la théorie générale du §1.1.7.

Pour construire la vitesse v, on va par exemple utiliser les bases d’ondelettes
anisotropes construites par produit tensoriel des bases précédentes. Pour la pression,
on considere donc la décomposition multiéchelle

TV @ Wr oW e (@ W eV e (@ Vo w b
J1,J2270 71270 72270

qui caractérise I'espace M muni de sa norme L2. Pour la premiére composante de la
vitesse (et symétriquement pour la seconde) il s’agit de la décomposition multiéchelle

1,%,8 0,6 1% 0
{ (Vjo ® V .)@ (@Jg J22Jo WJl ® W ) (3.48)

5Dz, WZ "2 V) & (D5, VW @W;)
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qui caractérise l'espace H;(]0,1[*). La construction de la vitesse ¥; est alors iden-
tique a celle présentée dans la preuve de la proposition 3.10 dans le cas périodique.

deuxieme étape. D’apres le lemme 1.1, la propriété équivaut a montrer que la
décomposition

VeV = (M) Ve V) e M,

est L? stable uniformément en 7. On remarque tout d’abord, comme dans la preuve
de la proposition 3.11, que

L; : = (M)*tn v<S @ Ve
=<&®WW@MW®KMM&®M>

ou on rappelle la définition K; : = (Vjo’é)L N Vj‘g. L’hypothese 3.2 énonce alors la
stabilité uniforme de la décomposition ng = Vf"’l @ K; et donc par produit tensoriel
de la décomposition

‘/]‘5 ® ‘/]‘5 — (‘/j5-|—1 ® ‘/j5-|—1) @ L]7

ce qui acheve la preuve de la deuxieme étape en dimension d = 2, les mémes argu-
ments s’appliquant en dimension supérieure. O

Remarque 3.14 Sous les hypothéses du théoréme 3.1, la discrétisation (3.45) sa-
tisfait les estimations a priori

1d =l g +llp = pillar S 277 Jullgauss + 27 [Ipllaer, Ysu <=1, 5, <.

A nouveau, Uerreur de consistance ne s’annule plus sur un domaine tensoriel, mais
contrairement a la discrétisation du §3.4, cette erreur est ici d’ordre supérieur a
2

celui d’approzimation de la vitesse dans X;.

Réduction et test numérique de ’hypothese 3.2

On va réduire ’hypothese 3.2 de facon a proposer une preuve numérique de cette
propriété pour un choix fixé du générateur ¢ et du parametre 9.

Avec les notations du §1.3.3 pour les fonctions d’échelle sur Uintervalle [0, 1],
on considere la base de Riesz (uniforme) de ’AMR ng dont la dimension est notée

A+ 1.

So+1,( 0,6+1 S1+1,( N
q)5 {S‘Q]? 7¢m0+50} U q) - U {qb?J m1—51799]10 } ou

@0 O+1 — { 50-|—1 gb] 51-|—1( )
Y 7

] 7 ?

a—l,...,n—l, k:m0—|—50—|—1,,2]—m1—51—1}
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Alors
@?75 = {quo-l-(so} U (I)?75+1 U {¢2J—m1—51}

est une base de Riesz uniforme de 'AMR Vjo’é et
§ S0-+1,(0 0,641 §14+1,(1
O = {g M U O Ul

de 'AMR Vf"’l. On note B;) et B} les matrices de taille (A; — 1) x (A; + 1) telles

que

0,6 __ 5
{ s b

et M; matrice de masse <<I)§, <I)§>. Alors, I'hypothese 3.2 énonce que la matrice
Aj = BIM;(B))"

est inversible et que sa norme matricielle [ notée HA]'_lHQ est uniformément minorée.
En d’autres termes, la décomposition

R&*! = (M 'KerB}) & R(BY)" (3.49)
est uniformément stable en norme [, En notant {ex, k= 0,...A,} la base canonique
de R2*1 alors on a clairement KerB]1 = S{e1,ea;—1} et R(B?)T =S{e1,...,ea;—1}-

On va maintenant exploiter les propriétés de la matrice de masse M; pour re-
formuler la propriété de stabilité de la décomposition 3.49. La base CI);S étant une
base de Riesz uniforme, il existe des bornes inférieures et supérieures uniformes A,

et Ay, 0 < Ay < A, des valeurs propres de M. Soit K @ = A, /Ay, alors R; =
I; — ﬁMi vérifie I'estimation ||R;|l2 < :_—E et la série Gf = @Zi‘zo R?

converge exponentiellement vers M ]4_1 en norme matricielle selon la majoration d’er-

reur

. e A A 1= KK+
IM7 = Gle < ()

2 1+ K

On va donc pouvoir approcher, uniformément en 7, la matrice M ]4_1 par une matrice
bande dont la largeur de bande ne dépend que de K, ceci avec une erreur d’approxi-
mation arbitrairement petite pour K suffisament grand. On peut alors démontrer la
proposition suivante.

Proposition 3.12 L’hypothese 3.2 est équivalente a la propriété suivante: il exviste
des entiers J; > jg et K1 > 0 tels que

(i) la matrice A; est inversible pour tout j < Jj.

(ii) les vecteurs go : = G;‘lel et g1 : = G?leAJ_l sont “indépendants” de 53 > .J;
(ceci s’interpréte comme une condition sur Jy et Ky portant sur la largeur de bande
de la matrice G?ll).

(iti) La famille {go, €1,...,ep, —1,g1} est libre. Comme go et g1 sont indépendant de
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J = Ji (ce qui en particulier entraine une hypothése de découplage sur les vecteurs
go et g1), la famille {go,e1,...,en,—1,g1} définil alors une base de Riesz uniforme
et l'on notera ¢ > 0 la constante (facile a évaluer) telle que l'inégalité

Aj—1

A 1/2
I fi0g0+ > Finen+ finonl > C< |fj,k|2>
k=1 k=0

soit vérifice uniformément en j.

Ki+1
(iv) ¢ > Autin (1K it
) C \/5 —1-|-}C .

Preuve. La condition est clairement suffisante, il faut donc prouver qu’elle est aussi
nécessaire. D’apres 'estimation d’erreur HZW;1 — Gf”z, les vecteurs (2\4]4_1 — Gf)el
et (M ]4_1 - Gf"')e A,-1 convergent vers zéro exponentiellement en K et uniformément
en j. S’il existe une constante ¢, indépendante de j, telle que

Aj—1

Ay 1
_ _ N /2
I fioM; e+ > finen+ fin, M e, ]l > C(Z |fj,k|2>
k=1 k=0

alors, il existe des constantes ¢ > 0 et K telles que pour tout K > Ky on ait

Aj—

1 A, )
. . /2
1 fiogio + 5 finen + fin, gull = C< E |fj,k|2>

uniformément en j, ot on a posé g]I‘O = Gfeo et g]I‘1 = Gf"'eA]_l. Pour K choisi
suffisament grand, (noté K > K7) la condition (iv) sera donc satisfaite, et pour j
suffisament grand (noté j > .Jy), les vecteurs G?’l €0 = go et GfleAJ_l = g1 sont
“indépendants” de 5 > J;. O

Le calcul de bornes supérieures et inférieures Ay et A,, des valeurs propres de la
matrice de masse M; est un calcul facile et de complexité finie. Par conséquent, si
I’hypothese 3.2 est satisfaite, la propriété équivalente de la proposition 3.12 peut étre
vérifiée en un nombre fini d’opérations, pour un choix fixé du générateur ¢. Bien sir,
cette preuve ne va fonctionner que si (1) la propriété est vérifiée et (2) 1’échelle .J;
pour laquelle les hypotheses de la proposition sont atteintes est en pratique pas trop
grande. Dans ’exemple du générateur ¢ = #*4, le calcul numérique des nombres de
conditionnement des matrices A; indique qu’ils convergent rapidement vers 6.084,
de sorte que la propriété est vraisemblament vérifiée et que la preuve numérique
proposée devrait raisonnablement pouvoir étre mise en oeuvre.

Pour conclure sur cette discrétisation dans le cas uniforme, I’avantage réside es-

sentiellement dans 1'obtention d’ordres d’approximation dans tous les cas équilibrés
entre le terme de pression (erreur de consistance) et de vitesse. En particulier, dans
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le cas des générateurs splines biorthogonaux pour les parametres n =2, n > 5, n+n
pair, la discrétisation

X; = S @t et g ) M = ST @ ) (3.50)

est d’ordre 7 — 1 a comparer avec la discrétisation (3.34) d’ordre n (voir aussi les
expériences numériques du §3.8).

Un autre aspect intéressant est la possibilité d’utiliser les générateurs splines a
la fois pour la vitesse et la pression i.e. la discrétisation d’ordre n — 1 > 1

)‘(’j — S((I);%-I-l @ (I)?, (I)? ® (I)}z-l—l)7 M]‘ — W (3.51)

Discrétisation non uniforme sur ]0,1[?

[’adaptation de la discrétisation non uniforme au cas d’un domaine tensoriel est
encore plus délicate. En particulier cette question ne se ramene pas comme dans le
cas uniforme a un probleme monodimensionnel.

Soit un ensemble d’indices d’ondelettes de pression A, C V. On considere la
partition

Ap= A UA

ou Ag est le sous ensemble d’indices d’ondelettes frontiére et A;”t le sous ensemble
d’indices d’ondelettes intérieures.

On va prouver un résultat (certainement non optimal) en appliquant les tech-
niques du §3.3. Dans le cas particulier de cette discrétisation, le raffinement de
la vitesse dans un voisinage espace-échelle de la pression ne portera que sur les
ondelettes de pression frontiere, alors que la proposition 3.10 s’appliquera sur les
ondelettes intérieures restantes. La preuve est présentée en Appendice 5.

Proposition 3.13 Avec les notations précédentes, il existe un entier Ky € N, tel
que pour tout K > Ky et A, = A;”t UA;, Iensemble Az = A% UAZZK suffit a obtenir
la condition LBB uniformément en A,. lci AZZK = I AR désigne un voisinage
espace-échelle de (Ag)d ou K représente U'écart d’échelle.

3.6 Autres familles de discrétisations

Dans le cas idéal des conditions aux limites périodiques, la construction du §3.4
repose essentiellement sur une relation de biorthogonalité entre les espaces D; = V-
)?j et 'espace de pression M;. La discrétisation du §3.4 utilise quant a elle la relation
d’identité D; = M;. Dans les deux cas ces propriétés remarquables permettent
de démontrer simplement la condition LBB et "adaptation aux discrétisations non
uniformes est facile du fait que ces relations restent grosso modo vérifiées sur les
espaces d’ondelettes.
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Ces propriétés nécessitent 1'utilisation de deux générateurs pour discrétiser la
vitesse, le premier ¢' dans la direction de la dérivation de l'opérateur divergence
et le second ¢ dans les directions restantes du produit tensoriel. On verra au §3.7
que ceci présente un inconvénient majeur pour leur extension a des domaines plus
généraux par décomposition de domaine.

On s’efforce donc dans ce paragraphe de définir des discrétisations utilisant un
seul générateur pour la vitesse et le cas échéant un deuxieme pour la pression. Dans
un premier temps on va considérer le cas d’une discrétisation uniforme sur le tore
T ot1 I'on peut explicitement calculer le spectre de I'opérateur d’Uzawa discret. On
propose ensuite une extension des résultats obtenus sur le tore au cas d’un domaine
tensoriel a partir d’expériences numériques. On se restreint ici aux discrétisations
uniformes et la présentation est faite a nouveau en dimension 2 par commodité
d’écriture, I’extension aux dimensions supérieures étant immédiate.

Soient les couples de générateurs biorthogonaux a supports compacts

{ (" C H'(R), ™ C L*(R)),e = 1,2,
(¢ C L*(R),¢ C L*(R))

dont les générateurs primaux engendreront respectivement la vitesse et la pression.
Ces générateurs reproduisent au moins les constantes et ’on supposera en outre que
les générateurs ¢, ¢ = 1,2 engendrent les polynomes de degré n,, —1 > 1. D’apres
la proposition 3.1, on peut définir deux nouveaux couples de générateurs a supports

compacts notés (¢ C L*(R), ¢ C H'(R)) et tels que
d d ~ - .
L0 = (0 + 1) = $7(0) et £ (2) = 8(2) — 3 (2 ~ 1)

Proposition 3.14 On considére sur le tore T?, la discrétisation utilisant, pour la
pression, le générateur ¢ et pour la vitesse, les générateurs ¢** dans la direction
de dérivation de la divergence et ¢*2 dans les autres directions. Avec des notations
immédiates pour les AMR sur le tore T', elle s’écrit (d =2)

[ 5= Oorm T 352

M;=VFa V.
Alors cette discrétisation satisfait la condition LBB uniformément en j si et seule-
ment st les polynomes P(z) = > a,z” et Q(z) = >, b,2" ou a, = (¢, ¢,) et

b, = (¢',¢,), ne s’annulent pas sur le cercle unité T'.

Preuve. Les matrices monodimensionnelles qui interviennent dans la définition des
opérateurs laplacien et gradient discrets s’écrivent toutes sous la forme

Ak,k’ — 2ja<@§7k,n§7k/>, k,k/ = 0, e 2] —1

215



ot ¢ et 1 sont des fonctions a supports compacts de L*(R) et 2/° est un facteur
d’échelle. Ces matrices sont circulantes et admettent classiquement la base ortho-
normale de vecteurs propres

. 9-if k _ J
€ =2 <z]m> m=0,...2 1,
k=0,..29—1

3 ) .«
Zmm2™ | associés aux valeurs propres

Nim =23 (o, = 1))t m = 0,2 — 1.
vEZ

ou Zj, =¢€

. . e Ve : £ £
Soient ¢ = 1,2. Les‘ Valel,lI’S propres )\]m et )\]m fies matrices de masse <(I)‘j?q)j>
et <<I)§E, <I)§E> sont uniformément majorées et minorées par des constantes positives.

De la relation %qb“a(x) = ¢°(x + 1) — ¢°(x), on déduit que les valeurs propres de

: A e d e : 2. |2)e
la matrice de rigidité (7-®7°, =-®%°) sont données par la formule 227|1—z; ,|?A% . De
R e L (1—
meéme, les valeurs propres de la matrice dérivée <%<I)§1 , @) s’écrivent 27 (Zzi“")Q(ZJm)
7,m

et celle de la matrice (®%*, ®;) sont égales a P(z; ).

On en déduit facilement que les valeurs propres de 'opérateur d’Uzawa discret ex-
primé dans la base de Riesz ®; @ ®; (en excluant le mode de pression constante) s’ex-
prime par la formule explicite suivante: pour tout (m,n) € {0,...27 —1}%2/{(0,0)}

1 — 2im [*|Q(zim ) *[ P (2i0) |

Amm = v v
|1 - Z]7m|2)\]1,m)\],2n + |1 - Zj7n|2)\j,lm)\?,n
o s P IO
2

1= 25 mPAL, AT+ [T — 2;,[PA%2, A

]7m ]777‘ ]7m ]777‘

L’ensemble {2;,,,7 > jo,m = 0,2/ — 1} étant dense dans le compact T! quelque
soit jo > 0, on en déduit facilement 1’assertion. O

Remarque 3.15 On peut en particulier déduire de cette formule une preuve alter-
native des propositions 3.6 et 3.10 (cas uniforme). En effet, dans le premier cas

Pt =¢2 =, ¢ = ¢ et donca, =0b, =06, i.e. P =Q = 1. Dans le second cas
¢l = ¢ = ¢ = ¢ et on conclut par la propriété de base de Riesz de {¢,,v € Z}.

On déduit de cette formule explicite que la condition LBB ne pourra jamais étre
satisfaite si ¢"' = ¢*2 dans les cas suivants.

Proposition 3.15 On considére ¢"* = ¢*2 = ¢, Alors dans tous les cas de figure
suivants (i), (ii) et (iii), la condition LBB est violée. Précisément il existe au moins
un mode parasite et la constante 3; de

inf sup <v ) ujvpj>

pjEM; ﬁJGX] ‘ﬁ]HXHp]HM/I{erﬁj

Zﬁ]‘>0.
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vérifie lestimation 3; < 279,

(i) Les générateurs ¢ et ¢ sont de symélrie paire au point 0 (p(x) = @(—x)) ou
au point 1/2 (p(x) = p(1 —a)), ce qui exclut en particulier la famille des fonctions
d’échelle splines biorthogonales.

(ii) Avec les notations de la proposition 3.1, ¢* = ¢'.

(iii) 6" = 6.

Preuve. Dans tous ces cas de figure, par symétries, 'un des polynémes P(z) ou
(Q(z) va s’annuler au point z = —1.

En effet, pour (i), soient par exemple les générateurs ¢! et ¢? tels que ¢! (1 —z) =
o' (x) et ¢*(—x) = ¢*(x). Alors, pour a, = (@', ¢2), la somme > (—1)"a, s’annule
du fait de la symétrie a,, = a;_,. La méme remarque s’applique aussi a a, = (¢*, ¢!).
Ceci couvre le cas (i), pour les cas (ii) et (iii), il suffit de remarquer que la somme
> (=1)?a, s’annule pour a, = (¢, ¢,) du fait de la symétrie a, = —a_,.

Par conséquent, comme c’est le cas des discrétisations éléments finis Q; — Qq
ou Q@ — Qg sur une grille dyadique uniforme [58], le mode parasite du damier
erp = (—1)¥* obtenu pour (m,n) = (2/=1,27-1) brise la condition LBB. En outre,
pour les valeurs de (m,n) voisines, la valeur propre A,,, est d’ordre < 27% ce
qui prouve la majoration de la constante ;. O

D’apres la proposition 3.15, le mode parasite du damier provient du choix de
générateurs symétriques a la fois pour la vitesse et de la pression Une idée naturelle
consiste donc a chercher a dissymétriser le générateur de la pression tout en conser-
vant les avantages d’un générateur symétrique pour la vitesse. Pour un choix fixé de
tels générateurs, on peut alors tracer les graphes des polynémes trigonométriques
P(e®) = > (¢%2,6,)e% et Q(e) = 3 (¢, ¢, )e® sur lintervalle £ € [0, 7] (par

symétrie) et vérifier numériquement qu’ils ne s’annulent pas.

Un candidat naturel pour le générateur de la pression est la fonction d’échelle
orthogonale & support compact de Daubechies ¢”"¢ d’ordre ng > 2. Dans les expé-
riences numériques suivantes on va choisir le générateur de la vitesse dans la famille
des fonctions d’échelle splines biorthogonales. Précisément on considere les généra-
teurs splines ¢" d’ordre n > 2 conduisant a la discrétisation

 ——
X;= S(07 @ 97) (3.53)
M; = S(@7" @ @P"),
et les générateurs duaux V" pour n > 3 impair, définissant la discrétisation
¥ T1,n T1,n 2
Xj= 509,707 (3.54)
M; = S(@P" @ @Pme),
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Les courbes (&, a,e™]) sont tracées figure 3.1 pour a, = (¢", $2"4) et figure
3.2 pour a, = <q51’”,qb?’”d> et a, = <$2’”_1,¢?’”d>.

On conclut que les discrétisations (3.53) obtenues pour les couples (n,ng) =
(2,2),(3,2),(3,3), (4,3),(4,4) satisfont la condition LBB uniformément en j et
induisent des ordres d’approximation du probleme de Stokes optimaux égaux a
1,2,2,3,3. Les cas (3, 3) et (4,3) sont inutilisables en pratique car la somme Y (¢%, ¢pD+3)e*
s’annule “presque” pour £ = 7, ce qui induit un conditionnement tres élevé du com-
plément de Schur).

De méme les discrétisations (3.54) obtenues pour (n,n4) = (3,2) et (5,4) satis-
font la condition LBB uniformément en j et induisent des ordres d’approximation
optimaux égaux a 2 et 4.

e

IEIGENVALUESI
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4 3 4
TETA TETA
0.018 T T T T T

T
"33 —

0016
0.014

0.012

IEIGENVALUESI
°
2

0.008
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0.002
311

4 3.15
TETA

Fia. 3.1 — Courbes (0,13 (¢, ¢ ma)e?|) pour différents couples (n,ng).
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IEIGENVALUESI

3 4 3 4
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Fia. 3.2 — Courbes (0,13 a,e™®|) pour différents couple (n,ng) et pour a, =
(@b, ¢y sin est impair; et a, = (¢*", ¢D"4) sin est pair.

Domaines tensoriels ]0,1[*

On étudie 'adaptation des discrétisations précédentes aux domaines tensoriels
10, 1[%. Cette discussion, purement heuristique, est étayée par des expériences numé-
riques en dimension d = 2.

La construction des AMR sur I'intervalle va bien str briser 'uniformité dyadique
de la discrétisation au voisinage des extrémités. On s’attend par conséquent a voir
disparaitre le mode parasite du damier dans les discrétisations induites par la propo-
sition 3.15. Cependant, 'opérateur d’Uzawa discret sur |0, 1[¢ apparaissant comme
une perturbation de I'opérateur défini sur le tore T?, I’ensemble des petites valeurs
propres (de 'ordre de 2727) au voisinage de ce mode, ne peut raisonnablement dis-
paraitre. Par conséquent, il est inutile d’espérer satisfaire la condition LBB sur le
domaine tensoriel si la discrétisation sur le tore associée s’inscrit dans le cadre de la
proposition 3.15.

D’autre part, du fait des perturbations induites aux bords par la construction sur
I'intervalle, des modes parasites supplémentaires “locaux” concentrés au voisinage
de la frontiere (bien qu’en général leur support est [0, 1]?) peuvent apparaitre dans la
discrétisation. Contrairement aux modes globaux comme celui du damier, ces modes
sont en fait faciles a filtrer. I’idée consiste simplement a augmenter les parametres
d = (g, 01) dans la construction sur I'intervalle associée au générateur de I'espace de
pression. On préserve ainsi 'ordre d’approximation optimal de ’espace de pression
tout en diminuant sa dimension. Pour des valeurs de (g, d1) suffisamment grandes,
on verra que ce procédé suffira a éliminer tous les modes parasites localisés sur la
frontiere.

On présente maintenant deux exemples numériques qui illustrent ces remarques.

Exemple 1. Soient les générateurs symétriques ¢' pour la vitesse et ¢* pour
la pression. D’apres la proposition 3.15 (i), la discrétisation du probleme de Stokes
correspondante sur le tore présente au moins le mode parasite global du damier. On
va considérer, sur le domaine ]0,1[%, la discrétisation associée a ces générateurs et
aux parametres o' et 62 de la construction sur I'intervalle pour le choix symétrique

§' = 51 = 8! et 62 = 62 = 62

= st st
Xi=(" oV,
M; =V @V,

On teste numériquement les deux types de discrétisation (a) ¢' = A" pour la

vitesse et ¢? = '™ pour la pression et (b) ¢? = ¢*"~! pour la pression et ¢' =
¥ = ¢V pour la vitesse. Dans les deux cas, on ne constate aucun mode parasite
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global, alors que les modes locaux obtenus pour §' = §2 s’éliminent facilement pour
le choix 62 = §* + 1. Le calcul du conditionnement du complément de Schur en base
de fonctions d’échelle est présenté table 3.1. Il montre clairement une dépendance
en 2% dans le premier cas (a) et une dépendance plus faible mais significative dans
le second cas (b) pour les valeurs de j testées.

TAB. 3.1 — Nombres de conditionnement de lopérateur d’Uzawa discret V- A;lﬁj
sur |0, 1[* en base de fonctions d’échelle, pour (a) les générateurs (qgl’ﬁl ® qgl’ﬁl)z
pour la vitesse et & @ ¢V pour la pression et (b) (qglﬁ ® qgl’ﬁ)z pour la vitesse et
qp’ﬁ_l ® &2,7&—1 pour la pression.

J e | 3.3 35 |j/n| 35
4 60 60 3 |15
5 250 240 4 1915
6 ~ 1200 [~ 1150 | 5 |68 |30

Exemple 2. On teste numériquement sur le domaine ]0,1[* la discrétisation
(3.54) pour les couples (n,nq) = (3,2) et (5,4), pour lesquels la condition LBB est
donc vérifiée uniformément en j sur le tore T?. Le paramétre § pour la construction
de PAMR sur I'intervalle \N/jo’5 de la vitesse est fixé égal a (1,1), et on note § = (do, d1)
celui lié a ’AMR sur lintervalle de la pression.

Comme attendu, on ne constate aucun mode parasite global. De plus, les modes
parasites locaux sont des modes frontieres que 1’on filtre sans difficulté en augmen-
tant les parametres dg ou ;. Dans ce cas, il va suffire d’agir sur 'extrémité 0, dans
la mesure ou tous les modes locaux sont concentrés en 0, alors qu’a l'extrémité 1
on fixe §; = 0. La valeur minimale de §y permettant d’éliminer tous les modes pa-
rasites est g = 2 pour (n,ng) = (2,3) et dg = 3 pour (n,ng) = (5,4). La table 3.2
ci-dessous donne un avant goit de l'uniformité du conditionnement de 'opérateur
d’Uzawa discret en base de fonctions d’échelle. Cette propriété sera confirmée pour
des plus grandes valeurs de 1’échelle 7 par 1’analyse au §3.8 de la convergence de
I’algorithme du gradient conjugué.

TAB. 3.2 — Nombres de conditionnement de lopérateur d’Uzawa discret en base de
fonctions d’échelle V; - A;lvj sur 0, 1[% et pour les générateurs (" @ &™) pour
la vitesse et dPm4 @ P4 pour la pression.

j/(nvnd) 3,2 5,4
3 5.34
4 5.53 | 6.45
5 5.59 | 6.47
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3.7 Décomposition de domaine

[’extension des discrétisations en ondelettes du probleme de Stokes construites
sur le domaine de référence ]0, 1[¢ & des domaines plus généraux Q C R? s’effectue
classiquement par une technique de décomposition de domaine.

Selon les notations du §1.4, soit la décomposition (£, &;)i=1,.. .y du domaine §
en sous domaines disjoints {2; isomorphes au domaine de réference ]0,1[? et tels que
0= Uf\il Q;. Cette décomposition est supposée C° conforme selon la définition du
§1.4.3. Sur chacun des sous domaines €);, on suppose construites les discrétisations
)_()h(ﬂz) de 'espace (H'(€2;))? (i.e. sans conditions aux limites) et V},(€2;) de I’espace
L*(€2;) (i.e. sans contrainte de valeur moyenne nulle). La discrétisation de la vitesse
sur le domaine € est définie par raccord fonctionnel continu aux interfaces alors
qu’aucun raccord n’est nécessaire pour la pression.

X0(Q): = <H5V:1)?h(ﬂi)> N X(Q)

My(Q): = <HfV:1Vh(QZ»)> N M(Q) (3.55)

On a alors le lemme classique de Boland-Nicolaides [14].

Lemme 3.4 Dés que les conditions (i) et (ii) suivantes sont vérifiées, la discréti-
sation 3.55 satisfait la condition LBB uniformément en h.

(i) Pour touti=1,..., N, la discrétisation ()?h(ﬂz)ﬂ)_()(ﬂz), Vi(Q)NM () vérifie
la condition LBB uniformément en h.

(i) {i € X(Q): uilg, 0m1 € Qu(Q), I=1...,N,i=1,....d} C X,(Q).

Dans notre cadre, les discrétisations )_()h(ﬂz) et Vi(£2;) sont naturellement défi-
nies par le transport des discrétisations sur le domaine de référence ]0,1[¢ par la
paramétrisation k; (cf proposition 1.14).

La premiere difficulté réside alors dans le raccord continu de la vitesse aux in-
terfaces de la décomposition, dans le cas des discrétisations des §3.4 et §3.5 ou deux
générateurs distincts sont utilisés pour définir chaque composante de la vitesse. Dans
ce cas, le raccord fonctionnel continu n’est possible qu’en imposant des conditions
géométriques supplémentaires restrictives sur la décomposition (£2;, £;)i=1,... n du do-
maine {2. Par exemple, en dimension d = 2, un sommet intérieur doit nécessairement
comporter un nombre pair de sous domaines. Cette restriction tombe dans le cas de
la discrétisation du §3.6 qui utilise un seul générateur pour définir la vitesse. Sous
I’hypothese de raccord continu aux interfaces, noter que la condition (ii) est toujours
vérifiée des que les fonctions d’échelle grossieres sont inclues dans la discrétisation.

La deuxieme difficulté majeure consiste a étendre la condition LBB sur chacun
des sous domaines €2;. Il est clairement faux que la validité de la condition LBB sur
le domaine de référence implique la méme propriété sur les sous domaines. En par-
ticulier, dans le cas des discrétisations des §3.4 et §3.5, une simple permutation des
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axes du domaine de référence va clairement briser la condition LBB par apparition
du mode parasite du damier (du moins rigoureusement dans le cas périodique). En
revanche, la discrétisation du §3.6 est probablement moins sensible a une rotation
du domaine de référence.

Afin de contourner ces difficultés, considérons I’exemple du domaine en L du
§1.4.3. Pour ce domaine, les paramétrisations «; sont de simples translations de ]0, 1[*
sur les 3 sous domaines €;,7 = 1,2,3. Dans le cas d’une discrétisation uniforme, le
lemme 3.4 s’applique alors directement aux discrétisations des §3.4, 3.5 et 3.6. La
seule difficulté consiste donc a étendre les discrétisations non uniformes des §3.4 et
3.5. A nouveau, il faut distinguer les ondelettes intérieures a chaque sous domaine
; des ondelettes localisées dans un voisinage du squelette Ule 09; qui inclut a la
fois la frontiere et les interfaces. Dans le cadre du §3.4, on peut alors choisir les bases
d’ondelettes aux interfaces de sorte que les conclusions du §3.4 restent vraies: les
ondelettes intérieures se traitent comme dans le cas périodique alors qu’aux bords
des sous domaines il suffit de rajouter des ondelettes d’échelles inférieures dans un
voisinage de l'ondelette de pression. De méme, la proposition 3.13 du §3.5 reste
vérifiée en raffinant la vitesse uniquement au voisinage des bords des sous domaines.

3.8 Exemples numériques

Algorithmes itératifs pour le systeme de Stokes

On rappelle dans ce paragraphes les algorithmes itératifs classiques de résolution
du systeme d’équations issu de la discrétisation du probleme de Stokes. Soient o),
et @, des bases engendrant les discrétisations )?h de la vitesse et de la pression M},
On note A, = <6<I_))h, 65;) la matrice Galerkin de 'opérateur laplacien discret —A,
et Bg =(V. 5h, ®1,) la matrice de 'opérateur gradient discret 6h. Etant donné un
second membre (f, g) € X’ x M, on cherche la solution (Un, Py) du systeme

{ AU, + BI'P, = F, (3.56)

B,U, = Gy,

ol Fh == <f7q)h> et Gh == <g, (I)h>

L’algorithme de résolution le plus classique est celui d’Uzawa qui élimine la vitesse
dans le systeme précédent pour aboutir a I’équation du complément de Schur pour
la pression

{ ZhPh L= BhAnggPh == —Gh + BhAgth L= Dh (3 57)

AU, = F, — BI'P,.
Les matrices Z;, et Ay étant symétriques définies positives, ’équation 7, P, = Dy, se

résoud classiquement par un algorithme de gradient conjugué préconditionné (PCG)
a la fois pour “I'inversion” de la matrice A, (itérations internes pour le calcul du
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résidu Z, P' — D) et pour la résolution du complément de Schur 7 (itérations
externes).

Le préconditionnement du laplacien discret sera dans notre cadre, le précondition-
nement “diagonal” voire “presque diagonal” en base d’ondelettes dont nous avons
étudié les performances au §2.1.3.

Le préconditionnement du complément de Schur n’est pas rigoureusement néces-
saire dans la mesure ou la condition LBB uniforme assure déja que le conditionne-
ment de Z;, est uniformément borné des que @, est une base de Riesz. Cependant,
dans le cas d’une discrétisation non uniforme, il est naturel d’utiliser I'inverse du
complément de Schur au niveau j, comme préconditionnement, i.e. la matrice

( Z(f‘)_ol ? ) . (3.58)

Cette procédure peut aussi étre envisagée dans le cas d’une discrétisation uniforme,
(moyennant deux transformations en ondelettes rapides), dans 'espoir d’améliorer
les performances de I'algorithme. Mais il faut noter, qu’en général, le conditionne-
ment est meilleur en base de fonctions d’échelle. La table 3.3 ci dessous présente,
pour des petites valeurs de 1’échelle 7, les nombres de conditionnement obtenus en
base de fonctions d’échelle pour quelques exemples classiques de discrétisations des
§3.4 et 3.5. Elle complete la table 3.2 du §3.6 présentée pour la discrétisation (3.54).

J/mi| 5 |j/na| 3 4 |j/ny| 4
4 59.6 4 18.62 | 12.68 4 16.8
5 66.3 5 18.63 | 12.70 5 17.2

TAB. 3.3 — Nombres de conditionnement de Uopérateur d’Uzawa discret en base de
fonctions d’échelle Vj-Aj_lﬁj sur]0,1[2 et pour les générateurs (¢' @ ¢, ¢ @ ¢') pour
la vitesse et ¢ @ ¢ pour la pression. (i) ¢ = ¢ = P¥mM (i) & = ¢ = P, (iii)
¢ = > et ¢ = ¢

L’algorithme d’Uzawa nous permettra d’étudier séparémment les performances
des algorithmes PCG (ou CG) pour le laplacien discret et pour le complément de
Schur. En outre, quelque soit 1’algorithme de résolution du systeme de Stokes, son ef-
facité reposera toujours essentiellement sur la construction d’un préconditionnement
C', pour le laplacien et K}, pour le complément de Schur.

En pratique, une programmation astucieuse de 'algorithme d’Uzawa permet
d’effectuer un nombre fixé (indépendant de la précision finale) d’itérations internes
du laplacien a chaque itération externe du complément de Schur. Il est cependant
plus efficace d’éviter ces itérations internes en utilisant un algorithme itératif sur le
systeme global de Stokes. Pour se faire, une premiere stratégie, introduite dans [70],
est de résoudre le systeme symétrique non défini positif (3.56) préconditionné par la
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matrice diagonale par blocs

(%l£h>. (3.59)

On aboutit ainsi a un nouveau systeme que 1’on résoud par une méthode itérative
appropriée telle que GMRES ou Bi-CGSTAB. L’efficacité potentielle de ce précon-
ditionnement (3.59) repose sur la remarque suivante de [70]: le probleme aux valeurs

propres
Ay Bg _ Ap, 0
By, 0 N 0 Z

1+5 1—

=, 2\/5} Par conséquent, les
valeurs propres du systeme préconditionné devraient rester raisonnablement concen-

admet comme spectre les trois valeurs propres {1,

trées autour de ces trois valeurs.

Une autre stratégie, introduite dans [15], consiste a définir un systeme linéaire
équivalent symétrique défini positif par rapport a un produit scalaire ad-hoc [15] et
qui peut a ce titre étre résolu par un simple algorithme CG. En outre, le conditionne-
ment du nouveau systeme dépend uniquement des conditionnements du laplacien et
du complément de Schur préconditionnés Cé/ZAtht/Q et [&”2/2Zh](2/2. Cette derniere
méthode semble étre a priori la plus efficace pour résoudre le probleme de Stokes.

Traitement du mode de pression constante

Il est en pratique tres incommode de travailler directement sur le sous espace
M, des pressions de valeur moyenne nulle. On préfere souvent effectuer les calculs
sur ’espace non contraint puis filtrer le mode de pression constante en “postproces-
sing”. Classiquement dans ce cas, |’algorithme itératif de résolution du complément
de Schur 7Z), convergera si et seulement si le second membre i, du systeme (3.56)
est dans I'image R, (de codimension 1) de la matrice 7.

Considérons tout d’abord le cas d’une discrétisation uniforme a I’échelle j sur le
domaine [0,1]%. On note C; et C; les vecteurs tels que CjT(I)j =1let C; = (P;,1)
reliés par I'identité CjTéj = 1. L'image R; est alors le sous espace de codimension 1
des vecteurs D; satisfaisant la contrainte

cI'D; =o0. (3.60)

Le second membre g étant de valeur moyenne nulle, G; = (g, ®,) vérifiera toujours
la contrainte 3.60. Cependant on calcule en fait une approximation Gg de G par
des formules de quadratures d’ordre au moins égal a celui de la discrétisation. Afin
d’éviter la divergence du schéma itératif pour des valeurs du résidu inférieures a I’er-
reur de quadrature, il est préférable de corriger Gg de facon a satisfaire la contrainte
(3.60) exactement. Pour garantir dans tous les cas la convergence de ’algorithme a
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la précision machine, il faut donc plutét effectuer les calculs avec le second membre
corrigé

G; =Gt —(CTGhC. (3.61)

Enfin, en sortie de ’algorithme itératif, on filtre le mode constant de la pression en
la projetant sur 'espace M par la correction

P = P! — (CTPHC;. (3.62)

Le préconditionnement multiéchelle du complément de Schur nécessite d’inver-
ser la matrice du complément de Schur définie au niveau grossier j,. Moyennant
la précaution précédente sur le second membre G, il va suffire classiquement de
mettre une ligne a zéro et un 1 sur le terme diagonal correspondant afin d’assurer
I'inversibilité de cette matrice et ’obtention d’'un préconditionnement ad-hoc.

Le cas d’une discrétisation non uniforme se traite comme précédemment en sup-
posant que l'espace des fonctions d’échelle au niveau grossier jo est tout entier
contenu dans 'espace de discrétisation. Dans ce cas, les ondelettes duales de pres-
sion ayant une valeur moyenne nulle (i.e. "AMR primale de la pression reproduit
les constantes) il va suffire d’appliquer la procédure(3.61) au niveau des coefficients
a 1’échelle jg, alors que tous les autres sont conservés tels quels. De méme le filtrage
du mode de pression constante peut se faire au niveau grossier jg si ’on suppose
que les ondelettes primales de pression ont une valeur moyenne nulle (i.e. '’AMR
duale de la pression reproduit les constantes), ce qui est toujours le cas pour nos
discrétisations.

Résultats numériques

On va comparer numériquement quelques exemples de discrétisations uniformes
sur le domaine tensoriel |0, 1[* construites précédemment, & savoir

— les discrétisations du §3.4 obtenues pour le générateur orthogonal ¢ = qg = o
(figure 3.5) et les générateurs splines biorthogonaux ¢ = ¢** & = ¢* (figures
3.6 et 3.8)

— la discrétisation du §3.5 obtenue pour le générateur ¢ = P4 (figures 3.7 et

3.8)

— les discrétisations du §3.6 obtenues pour les générateurs qgl’ﬁ de la vitesse et
P de la pression et les couples (7,n4) = (3,2) et (5,4) (figures 3.9 et 3.10).

Schémas itératifs pour le laplacien. Les performances du préconditionnement
diagonal en base d’ondelettes sont conformes a celles étudiées au §2.1.3. En parti-
culier les générateurs (¢!", )1} donnent de meilleurs résultats que les générateurs
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(qp’ﬁ_l,i)z’ﬁ_l), ce qui explique la meilleure convergence obtenue figure 3.10 par
rapports aux figures 3.6 et 3.7.

En revanche, les résultats médiocres obtenus figure 3.5 ne sont pas dis au géné-
rateur orthogonal de Daubechies ¢P** mais & ’AMR “quasi” orthogonale sur I'inter-

valle (Vjo’é_l, ng) qui s’avere tres instable tout comme d’ailleurs dans ce cas ’AMR

biorthogonale (V;’O’S, \N/jd’é) au sens ou les matrices de masse en bases d’ondelettes
sont tres mal conditionnées. Dans le cas uniforme il conviendrait donc d’utiliser un
préconditionnement BPX [16] ou une autre base d’ondelettes que celle congue pour

la discrétisation non uniforme du probleme de Stokes.

Schémas itératifs pour le complément de Schur. Les meilleures convergences
de I'algorithme PCG ou CG sont obtenues pour les discrétisations du §3.6 puis celles
du §3.4 et enfin celle du §3.5, comme on pouvait le prévoir a la lecture des tables

3.2 et 3.3.

Profil d’erreur et ordre d’approximation. Les ordres de convergence prédits
sont dans tous les cas obtenus, mais on est frappé par I'importance des pics d’er-
reurs d’approximation aux coins du carré. Comme on 1’a vu au §1.3.4, par construc-
tion, l'erreur d’approximation aux extrémités de l'intervalle (et donc ici au bord
du domaine et plus encore aux coins) est naturellement plus élevée qu’a l'intérieur,
d’autant plus que les parametres § augmentent. Ici cependant, en particulier pour
la pression, ces pics apparaissent tres amplifiés par rapport aux profils d’erreurs
présentés sur Uintervalle [0, 1] au §1.3.4, pour la raison suivante.

Les modes du complément de Schur associés aux plus petites valeurs propres
sont concentrés au voisinage des coins. En se référant a l'estimation d’erreur gé-
nérale (3.7), on congoit que I'erreur d’approximation de la pression soit amplifiée
dans un voisinage du mode, par I'inverse de la valeur propre, alors que seulement
I'inverse de sa racine carrée intervient en facteur de 'approximation de la vitesse.
Ceci explique que les pics d’erreur sur la pression soient bien plus élevés lorsque
I’erreur d’approximation de la vitesse dans )?j domine sur celle de la pression dans
M;, comme on le voit clairement en comparant les figures 3.6, 3.7 a la figure 3.8.

Ces remarques sont illustrées par les figures 3.3 et 3.4, dans 'exemple du géné-
rateur orthogonal de Daubechies ¢”*.
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F1a. 3.3 — Profils de lerreur de projection Hi(]0,1[) ou L*(]0, 1[) pour la construction
sur Uintervalle associée auz générateurs (A) P, § = 1, sans conditions aux limites;
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(B) 4P, § = 0, conditions aux limites HL(]0,1]); (C) (¢P1)', § = 1, conditions aux
limites H;(]0,1]).

(A) SPECTRE DE L'OPERATEUR D'UZAWA
1 T (B) PREMIER MODE DE L'OPERATEUR D'UZAWA
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F1G. 3.4 — (A) spectre du complément de Schur et (B) premier mode (valeur propre
~ 7.9107%) pour la discrétisation du §3.4 sur ]0,1[* au niveau j = 4 associée au
générateur orthogonal de Daubechies ¢P*.

L’ampleur de ces pics va varier selon les générateurs utilisés et les valeurs des
parametres ¢, qu’il faut bien str choisir minimales. En regle générale, plus le gé-
nérateur est d’ordre élevé, plus I'amplitude relative des pics augmente, mais 'on
constate des différences importantes d’une famille a ’autre. Par exemple, a ordre
d’approximation égal, les générateurs %", 7 impair, se comportent bien mieux sur
I'intervalle que les splines ¢" ainsi que les générateurs ¢*"~1,

Ainsi les discrétisations du §3.6 présentées figures 3.9 et 3.10, donnent les meilleurs
résultats en terme d’approximation.

La figure 3.8 analyse I’erreur de consistance induite par la discrétisation (3.34)
du §3.4. Du fait de la non conformité \_/; 4 \7, I’erreur d’approximation de la pression
d’ordre 2, vient polluer I'erreur d’approximation de la vitesse en norme H' d’ordre
3. On constate cependant, comme annoncé dans la remarque 3.9, que cette pollution
intervient uniquement dans un voisinage de largeur 27/ de la frontiere. Cette pro-
priété provient heuristiquement du fait que la non conformité est elle méme localisée
dans ce voisinage (cf remarque 3.9).

Remarque 3.16 Bien que ces pics d’erreurs aux coins apparaissent comme un in-
convénient majeur de la construction sur lintervalle, dans le cadre d’algorithmes
adaptatifs ceuxr-ci seront facilement tués par un raffinement adaptatif peu couteux
auxr coins.
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LOG(RESIDUAL)

(2) PCG POUR UZAWA

LOG(RESIDUAL)
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(4) ERREUR SUR LA PRESSION o

'PRESSURE L2 NORM" »—
" 10 NORM" -
"VELOCITY_L2_NORM" &

LOG_2(ERREUR)

18 L L L L L L L . L
5 52 54 56 58 s 62 64 66 68

FiG. 3.5 — Discrétisation du §3./ ()?] = (CI); @ P;,P; @ CI);),Mj = Ci)j ® CT)]) pour
le générateur orthogonal de Daubechies ¢ = ¢ = dP*. Pour la solution exacte
(u(x,y) = sin(dbra)sin(dbry), p(x,y) = cos(mx)cos(my)): résidus de lalgorithme
PCG pour (1) le laplacien, (2) le complément de Schur (PCG avec préconditionne-
ment multiéchelle (3.58)). Erreurs d’approximation a léchelle j =T pour (3) Oyv,
(4) la pression p. (5) convergence.

(8) PCG POUR UZAWA

(1) PCG POUR LE LAPLACIEN
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CONVERGENCH
(5) ERREUR SUR LA PRESSION 2 T

PRESSURE L2 NORM! —

10 NORM" —+-
"VELOCITY_L2_NORM" &

LOG_2(ERREUR)

16
5 52 54 56 58 s 62 64 66 68

Fi1G. 3.6 — Discrétisation du §3./ ()?] = (CI); @ P, 0; @ CI);), M; =&, @ ®;) pour les
générateurs (&, qg) = (&2’4,&). Pour la solution exacte (u(x,y) = sin(hrx)sin(5ry),
p(x,y) = cos(ma)cos(my)): résidus de Ualgorithme PCG pour (1) le laplacien, (2)
le complément de Schur (CG en base de fonctions d’échelle), (3) le complément de
Schur (PCG avec préconditionnement multiéchelle (3.58)). Erreurs d’approximation
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a léchelle 3 =T pour (4) Oyu, (5) la pression p. (6) convergence.

(1) PCG POUR LE LAPLACIEN (2) PCG POUR UZAWA
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Fic. 3.7 — Discrétisation du §3.5 ()?] = (CI); @ ®;, 0, @ CI);),Mj = ¢, ® d;)
pour le générateur ¢ = &>, Pour la solution evacte (u(x,y) = sin(bma)sin(hry),
pla,y) = cos(ma) cos(my)): résidus de lalgorithme PCG pour (1) le laplacien, (2) le
complément de Schur (PCG avec préconditionnement multiéchelle (3.58)). Erreurs
d’approximation a léchelle 5 =7 pour (3) Oyu, (4) la pression p. (5) convergence.

)
ERREUR SUR LA PRESSION (A) ERREUR SUR dUIGX (A) 2 T

'PRESSURE L2 NORM" »—
"VELOCITY_H10_NORM" ~—-
"VELOCITY_L2_NORM" &

LOG_2(ERREUR)

5 52 54 56 58 s 62 64 66 68 7
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'PRESSURE L2 NORM" »—
"VELOGITY_H10_NORM" ~--
"VELOCITY_L2_NORM" &

LOG_2(ERREUR)

5 52 54 56 58 s 62 64 66 68 7

Fi1G. 3.8 = (A) Discrétisation du §3./ ()?] = (CI); @P;,d; @ CI);), M; =&, ®;) pour
les génératurs (¢, qg) = (952’4,¢2). (B) Discrétisation du §3.5 ()?] = (CI); @ ®;,P; @
CI);),Mj = &, @ ®,;) pour le générateur ¢ = qgu. Erreurs d’approximation sur la

229



pression p et la vitesse Oyu a l'échelle j = T el convergence pour la solution exacte
(u(x,y) = sin(5mx) sin(5my), p(a,y) = cos(10ma) cos(10my) ).

(1) PCG POUR LE LAPLACIEN

(2) CG POUR UZAWA
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FiG. 3.9 — Discrétisation du §3.6 ()?] = (¢, 29,0, @ 9,), M, = CI)? ® CI)?) pour
les générateurs ¢ = '3 (vitesse) et P = ¢P% (pression). Pour la solution exacte

(u(z,y) = sin(2mz)sin(2ry), p(e,y) =
PCG pour (1) le laplacien, (2) le complément de Schur (CG en base de fonctions

d’échelle). Erreurs d’approximation a Uéchelle j

p. (5) convergence.

(1) PCG POUR LE LAPLACIEN

uzawa

LOG(RESIDUAL)

LOG(RESIDUAL)

20 25 30
ITERATIONS

8 10 12
ITERATIONS

cos(mx) cos(my)): résidus de lalgorithme

= T pour (3) Oyu, (4) la pression

LOG 2(ERROR)

'PRESSURE L2 NORM" »—
"VELOGITY_H10_NORM" ~-
"VELOCITY_L2_NORM" &

FiG. 3.10 — Disecrétisation du §3.6 ()?] =(®; 29,0, 0,),M; = CI)? ® CI)?) pour

les générateurs ¢ = ¢'® (vitesse) et P = ¢P* (pression). Pour la solution exacte
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(u(x,y) = sin(dbra)sin(dbry), p(x,y) = cos(mx)cos(my)): résidus de lalgorithme
PCG pour (1) le laplacien, (2) le complément de Schur (CG en base de fonctions
d’échelle). Erreurs d’approximation a Uéchelle 3 =T pour (3) Oyu, (4) la pression
p. (5) convergence.

3.9 Un algorithme adaptatif

La théorie de 'approximation non linéaire, rappelée au §2.2.1, s’applique a
chacune des composantes de la vitesse ainsi qu’a la pression. Soit (@ = (u',1 =
1,...,d),p) la solution du probleme de Stokes. On suppose que

&

p

d

: 1
7 si+1 Sp ST _
u Equqi’pquﬂz ou o

+ +

< | =
DO | —

S
Ev

DO | —

k3

de sorte que la solution admet une représentation “creuse” en bases d’ondelettes. En
notant u}@, i =1,...,d (resp. py,) les approximations non linéaires des composantes
u; (resp. de p) obtenues en retenant les N; (resp. N,) plus grands coefficients d’on-
delettes normalisés en norme H} (resp. L?) de u' (resp. de p), on a les estimations
directes

_d . .
m SN si/ HWHB;?;?’Z:L‘”’CZ
14y

—s/d
lp =, llar < N2 lpllss -

Dans le cadre de la résolution du probleme de Stokes par un algorithme adaptatif,
les fonctions @ et p sont inconnues. La stratégie adoptée est alors la méme que dans
le cas des problemes elliptiques présentés au §2.2.2. On génere itérativement une
suite d’ensembles (A7, A7) et les solutions du probleme mixte associé (wan, par) ou
plutot des solutions approchées obtenues par un certain nombre d’itérations d’un
algorithme itératif (cf §3.8). Cette suite est dite asymptotiquement optimale si elle

vérifie
{ F#AG ~ #A,
@ — tdazllg + 1P — pazllne < (#A;) 71

des la meilleure approximation non linéaire de la solution (i, p) vérifie une telle esti-
mation. C’est le cas en particulier sous les hypotheses ci-dessus pour s < min(s;,7 =

Lo, dysp).

La plupart des ingrédients de 'algorithme [28] dégagés au §2.2.2 se prolonge
dans le cas du probleme de Stokes. En particulier le produit rapide matrice-vecteur
développé dans [28] s’applique grace aux propriétés de compression de I'opérateur
de Stokes en bases d’ondelettes. De méme les estimations a posteriori s’écrivent
facilement dans la mesure ot les normes duales X’ x M se caractérisent simplement

dans les bases d’ondelettes duales U et W. La difficulté d’extension de ’algorithme
[28] provient du fait que 1'on perd la propriété d’orthogonalité de la projection de
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Galerkin dans la norme d’énergie qui prévaut dans le cas d’une forme bilinéaire
symétrique et coercive. Ainsi, I’obtention de la propriété de saturation

g+ lIp = paglie)

e — Tnglle + Ipager — pagllar > 8(117 = @y

pour 3 €]0, 1], ne garantit plus a priori la réduction de I’erreur et donc la conver-
gence de I’algorithme [28].

Malgré ’absence de compréhension théorique, on va tester numériquement la
stratégie adaptative déja présentée au §2.2.2: étant données des suites géométriques
décroissantes (eh;,en), ey > en, on déraffine les ondelettes dont les coefficients
(normalisés) sont inférieurs au seuil bas €7, et on raffine localement dans un voi-
sinage des ondelettes dont les coefficients sont supérieurs au seuil haut ¢%,. Cette
stratégie est appliquée a toutes les composantes de la vitesse ainsi qu’a la pression.
Dans une étape supplémentaire, a chaque itération adaptative, on complete le cas
échéant 'ensemble d’ondelettes de vitesse de facon a satisfaire la condition LBB

uniforme et a garantir la bonne résolution du systeme.

On considere comme au §2.2.2 des bases d’ondelettes anisotropes sur le carré
10, 1[%. La discrétisation adoptée du probleme de Stokes est celle du §3.4 pour le gé-
nérateur orthogonal de Daubechies ¢ = qg = ¢P* (bien qu’a postériori ce générateur
soit loin d’étre le plus performant cf §3.8).

On a retenu a nouveau, pour une ondelette 1y, @ ¥y, (A; = Ji, k;) le voisinage
espace-échelle correspondant a 1’ensemble d’indices

Aoy = {(j1 1,2k 4 @, Ne), (A go + 1,2k +B), a,b=0,1,
(jl + 172k1 + av.j? + 172k2 + b)v Cl,b = 071
(.jlvkl + av.j?vk?)v (jlvklv.j?vk? + b)v Cl,b = —I_lv _1}7

moyennant des adaptations immédiates au bord.

Les paramétres ¢, et eps sont divisés par deux a chaque itération n de 'algorithme
adaptatif. La résolution du systeme linéaire a ’étape n s’effectue par un nombre
fixé (petit) de I'algorithme d’Uzawa avec préconditionnement diagonal (cf §3.8), la
solution initiale étant obtenue par projection de la solution a I’étape n — 1.

A nouveau, on fixe pour simplifier une échelle maximale J = 8 au dela de laquelle
il n’y a plus de raffinement. Enfin la représentation des ensembles d’ondelettes se
fait comme au §2.2.2.

Pour la solution exacte

u(z,y) =v(z,y) = sin(5mz) sin(57ry)€—100($_.5)2
p(x,y) = cos(mx) cos(ﬁy)e—looO(y_@z
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présentant des forts gradients selon les axes x pour la pression et y pour la vitesse,
les figures 3.11 et 3.12 analysent 'optimalité de ’algorithme.

On voit que le comportement asymptotique de la convergence obtenue par 1’al-
gorithme adaptatif est tres proche de la meilleure approximation non linéaire. La
constante est en revanche moins bonne que dans ’exemple de 'opérateur laplacien
présenté au §2.2.2. En particulier, cette constante est ici fortement pénalisée par
I’obtention de la condition LBB uniforme. Du fait que les singularités de la vitesse
et de la pression sont distinctes, cette contrainte double la dimension de ’espace de
vitesse alors que les ondelettes rajoutées ne contribuent pas a I’approximation.

Aango

[10-12, 10.09(

[10-09, 10-08[ ERREUR SUR LA PRESSION

[10:08. 10071

1007, 10061

[10:06. 10:05[

0.00015 -
[10:05, 10-041

[10:04, 10:03(

0.0001

(1003, 10:02(

(1002, 1001 5e-05
[1001, too(
0

Aango

[10-12, 10091

[10-09, 10-08[ ERREUR SUR LA VITESSE dV/dx

[10:08. 10071
1007, 10061
[10:06. 10:05[

(1005, 10:04( 0.0015 -

[10:04, 10:03(
— 0.001
(1003, 10:02(

[10-02, 1001 0.0005
(1001, 1.00(
0

F1G. 3.11 — Pour la solution exacte u(x,y) = v(x,y) = sin(drx) sin(57ry)e_100(l’_'5)2

et p(x,y) = cos(mra) cos(wy)e‘looo(y_'5)2, ensemble final d’ondelettes de pression
(resp. de la composante v de la vitesse) et erreur associée aprés 5 itérations de
Ualgorithme adaptatif.
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Fig. 3.12 — (1), (2) et (3): convergence de [lalgorithme itératif pour la so-
lution exacte u(x,y) = wv(x,y) = sin(dbrx) sin(57ry)e_100(l’_'5)2 et plz,y) =
cos(ma) cos(my)e~100W=5 " (A) Meilleures approzimations non linéaires obtenues
en retenant les N plus grands coefficients d’ondelettes normalisés pour la vitesse et
la pression. (B) Algorithme adaptatif. (4) et (5): erreurs d’approximation obtenues
dans le cas de la discrétisation uniforme du probleme de Stokes a [’échelle J = 8.
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Appendice 1: preuves des théorémes 1.1 et 1.2 (ap-
proximation linéaire et interpolation)

Preuve du théoréme 1.1. On reprend la preuve proposée dans [26] théoreme
28.2. 1l nous faut comparer la K-fonctionnelle K(f,27™/) & I'erreur de meilleure
approximation distx (f,V;). Dans un sens, il suffit d’utiliser I'hypothese d’estimation
directe (1.44) et la définition de la K-fonctionnelle (1.36): pour tout f € X, on a

distx (f, V) infy v, gev (II1f — gllx +1lg — gillx)
infyey (I[f = gllx + 27" [lgllv)
K(f, 277,

NN TN

Comme par ailleurs || f||x < K(f,1), on conclut que pour tout s €]0, m[,s = m
1Ly = = Il + (O 127 distx (£, V)Y S I llixvie, (3.63)
720

Dans 'autre sens, on considere f; € V; tel que

Hf - f]HX <2 diStX(fv‘/j)v

et 1’on utilise essentiellement I'estimation inverse (1.45).

1f = Fillx + 277 filly

I1f = fillx + 27" [ folly + [[/1 = folly + -+ I1fi = fizally
1f = Fillx + 27" [l follx + X120 271/ = fi-allx]

27| fllx 4 273012 2™ distx (f, Vi)

K(f,277)
3.64)

AN INININA

A ce stade, il faut avoir recours ici a une inégalité de Hardy discrete (voir [26]
pour une démonstration). Soient (a;);>o une suite de termes positifs et b; : =
27mi S 2™y, alors pour tout 0 < s < m

1(2°6;) 50l S (27 a;) j50]lra-

Cette inégalité appliquée a a; = distx(f,V;) permet d’estimer la norme [? pondérée
du second terme de I'estimation (3.64) et de conclure que

[ llpevie, < 1o

Preuve du théoréme 1.2. On reprend la preuve proposée dans [26] théoreme 28.3.
Les projecteurs P; étant uniformément bornés, on a

1f = Pifllx ~ distx(f, V;).
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Comme dantre part | ofllx < |y < IBsfllx + 1 — Pofllx, on conclut que les
normes A>(X) et (1.47) sont équivalentes.
En ce qui concerne (1.48), dans un sens

1Q;fllx <IIf = Piafllx +1I.f = Pifllx,

et donc (1.48) est controlée par (1.47). Dans I'autre sens, on remarque que

If = Pifllx < 1Qufllx

1Zj

et on va conclure en utilisant une deuxieme inégalité de Hardy discrete: soient une
suite positive (a;);>0 et b; 1 = >, . a;, alors pour tout s > 0 et ¢ < 1.

H(stbj)jonlq S H(staj)jonlq'

En appliquant cette inégalité a la suite a; = ||Q;f||x on obtient que (1.47) est
controlée par (1.48).

Appendice 2: inégalités inverses et directes et sta-
bilité sur la droite réelle

Selon les notations du §1.2, soit un couple de fonctions d’échelle biorthogonales
(¢, qg) a supports compacts et satisfaisant les conditions de Strang et Fix aux ordres
n et n. On note 7(p), 7(p) leurs régularités Sobolev et 'on supposera toujours que
T =7(2) >0, 7 = 7(2) > 0. Afin d’appliquer les théoremes du § 1.1.7, il nous
faut établir les résultats de stabilité du projecteur P; et les inégalités directes et
inverses. Ces résultats sont classiques (voir par exemple le § III de [26]) mais les
démonstrations ont valeur d’exemple au sens ou elles servent de modele de base
dans les cas de figure plus complexes abordés dans cette these. Nous les rappelons
donc a I'exclusion des plus techniques dans le cas p < 1.

Lemme 3.5 Soit p € [1,00] et zla + z% =1.SideLP et pe L dlors
13" Fixdinlles ~ 2575V Eyflo (3.65)

kEZ
et les projecteurs P; (resp. ]3]) sont uniformément stables dans LP (resp. L*").

Preuve. La stabilité dans L? de ®; (3.65) est une conséquence simple de la bior-
thogonalité et des supports compacts des générateurs ¢ et ¢. Sur chaque intervalle
Iy =279(1+10,1]),l € Z on a I'estimation

I > wen Fir®ikllLe, )

(3=3)i ,
2 L ]HQbHLPH(ka)[_ke Supp(;sHl"o (366)

<
5 2( - )]H(fj}k)l_ke Supp(lep

236



ou on a utilisé I'équivalence de toute norme en dimension finie. En élevant a la
puissance p et en sommant sur [ (ou en prenant directement la borne supérieure
pour p = o), on obtient I'inégalité de droite de (3.65).

Par I'inégalité de Holder on a ’estimation

(Lol < 25770l |1l o Supp s, (3.67)
d’ou 'on déduit de méme
1CF @0 e < 27777 £l s (3.68)

En appliquant (3.68) a f = 3", 5 fir®;r et en remarquant que par biorthogonalité
fix = ([, qg]k> on obtient I'inégalité de gauche de (3.65).

La stabilité uniforme des projecteurs P; dans L” s’obtient en combinant les esti-
mations (3.67) et (3.66). Le résultat pour les projecteurs adjoints s’en déduit aussi-
tot. On obtient en fait un résultat plus fort de stabilité locale dans L?

1P fller ) S W llzeq, ) 00 ik = = Uy aSupp 6, 10 SUPP @i-

Remarque 3.17 La stabilité dans L*, p €]0,00] (3.66) de la base ®; reste vérifiée
sous la seule hypothése ¢ € LP. FElle découle alors d’un simple argument de locale
linéaire indépendance des fonctions d’échelle démontré dans [76] (voir par exemple
[26] ou UAppendice 4 ot cet argument est développé).

Proposition 3.16 Soit p € [1,00] et zla + ]% = 1. Sous les hypothéses ¢ € LP et

qg € L”, on a les estimations directes

If = Piflle < 27| fllwew, pour tout 0 < s <mn et f e W (3.69)

Preuve. On considere tout d’abord s = m entier. Soit f € W™?, on pose f(z) =
f(277z). Sur chaque intervalle [;, on va estimer I'erreur locale de projection

If = Pifllocr, e = 27771 F = Poflliotio

en utilisant la reproduction des polynome FPym = 7 pour tout m € P,_4, la stabilité
locale des projecteurs P; et le théoreme de Deny-Lions (voir [24]).

1 = Piflestr, 207 infrep,, (I = 7llasi ) + 1P ] = Do)

2]/}9 iElfWEPn—l H]E - 7THLP(jo,k)
2]/?|f|Wm7P(I~o,k)
27 flywmon (i, -

AN AN N TN
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En élevant a la puissance p et en sommant sur k& on obtient I'estimation (3.69) pour
0 < s =m < n entier.
Une preuve alternative repose sur I’estimation des coefficients d’ondelettes (1.68)

=D 7 )
27" H(Hf”wmp(Supp leyk))kEZHlp
27 fllwm

[Quf ||z

AR TANR:

puis

1F=Pflr S Yo, Qs
S 2 S e
Pour 0 <m < s <m + 1 < n, il suffit d'invoquer [W™? Wmtte] = By, et
d’appliquer la propriété de foncteur (1.37) de I'interpolation. O

Proposition 3.17 Soit p € [1,00] et zla + ]% = 1. Sous Uhypothése T(p) > 0, on a
[’estimation inverse

fillwer < 27| fille, pour tout 0 < s < 7(p) et f; € Vi(R). (3.70)

Preuve. Pour 0 < s = m < 7(p) entier, il suffit d’estimer la semi norme ||0,, f;|| e
En écrivant f; = >, ., fir®ir, on obtient comme dans la preuve du lemme 3.5

2mj2(

10 fille@,y <
5 2mj2(

= e

;)jHamquLpH(ka)l_ke Supp ¢Hl°°
_;)] H(fj}k)l_ke Supp (leP-

[estimation (3.70) se déduit alors de la stabilité dans L? de ®; du lemme 3.5 (si
& € L* et de la remarque 3.17 sinon).

Pour les valeurs non entieres de s 'idée est la méme avec des difficultés tech-
niques. Noter que ’on ne peut pas simplement invoquer ici un argument d’interpola-
tion dans la mesure ou la borne 7(p) n’est pas a priori entiere et de plus ouverte. Sur
chaque intervalle [;;, on va estimer la semi norme |f;|w<s(z, ) qui, par changement
de variable, s’écrit aussi

SRRy
|fj|Wsyp(ijl) = 25]2(2 p)J| ij7k¢07k|wsyp(loyl)-

kEZ

On invoque ensuite l'indépendance linéaire locale des fonctions d’échelle ¢qj dé-
montrée dans [76], afin d’exploiter I’équivalence de toute norme en dimension finie.
Ainsi o

filweryn S 272579 (£ia) e Supp ol
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On conclut par estimation ||(||f|[wer(1, ) rezllr < [ fllwsr (qui se déduit soit de
la définition de la semi norme W*? comme intégrale double, soit d’un argument
raffiné sur le module de continuité de la semi norme Besov B ) et le lemme 3.5. 0

Par application du Corollaire 1.1, du Théoreme 1.3 et des propositions 3.16, 3.17 on
peut donc énoncer le théoreme de caractérisation suivant.

Théoréme 3.2 Soit p € [1,00] et Z%—I—Z% = 1. On suppose que T(p) > 0 et 7(p') > 0,
alors la décomposition primale vérifie les équivalences de normes

1l ~ RS llew + N2 1@, Flles)senili
~ (292N 8)) e,

J2

(3.71)

pour tout —min(7(p'),n) < s < min(r(p),n), ¢ € [1,00] et symétriguement pour la
décomposition duale.

Remarque 3.18 Du théoréme précédent et de Uinégalité (3.63) issue de la preuve
de ce théoreme présentée en Appendice 1, on déduit facilement les propriétés de
stabilité des projecteurs el les estimations directes el inverses en normes B, . Pour
tout —min(7(p'),n) < s <t < min(r(p),n) on a

1fillse, < 2 fillss,. Vi € Vi(R).

p,g

Pour tout s tel que —min(7(p'),n) < s < min(7(p),n) et t tel que s <t <n on a
1= Fifllsz, < 27"V sy, v € By,

La preuve des estimations directes et inverses pour p < 1 est plus technique et
on se contente d’énoncer les résultats en renvoyant par exemple au § 111 de [26] pour
leur démonstration.

Proposition 3.18 Soit p €]0,1[ et r € [1,00], = + L =1 tel que ¢ € L" et belL.

On suppose d’une part que s > zla — % de telle fagon que B; = s’injecte dans L" et

d’autre part que s < n, alors on a les estimations directes

If = Pifller S 277 flls;, -

Proposition 3.19 Soit p €]0,1[, ¢ €]0,00] et r € [1,00],L + L =1 tel que ¢ € L”
etpel”. Sige B, , alors

sq

1fills, < 2”1 fillee pour tout f; € Vi(R).
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Par application directe du Théoreme 1.4 et des propositions 3.18, 3.19 on a donc le
théoreme suivant.

Théoréme 3.3 Soit p €]0,1[, ¢ €]0,00] et r € [1,00], L + & =1 tel que ¢ € L”
et ¢ € L"'. Pour tout zl? — 1 < s < min(t,n) ou t est tel que ¢ € B, ,, pour un
qo €10, 00], alors la décomposition primale vérifie les équivalences de normes

1fllBg, ~ NPofllee + 1(2711Q; fllzr)jerllia
~ "(25]2(5_5)]<f7\1/]'>> _lqu(lp).

i>

(3.72)

Appendice 3: compression de opérateur laplacien
en base d’ondelettes

La compression des opérateurs en base d’ondelettes est un des arguments essen-
tiels a 'utilisation des ondelettes en analyse numérique. Ces techniques s’appliquent
au large cadre des opérateurs dont le noyau intégral possede certaines propriétés de
régularité et de décroissance hors de la diagonale, ce qui exclut cependant le cas des
noyaux oscillants de type Helmoltz (cf [81], [13], [95]).

Ces propriétés de compression sont en particulier déterminantes dans le cas des
opérateurs intégraux ou ’opérateur admet une représentation pleine en base nodale.
Dans ce cas, les seules méthodes alternatives de compression sont les méthodes
multipoles introduites par V. Rokhlin [35].

A l'inverse, en ce qui concerne les opérateurs différentiels, 'opérateur admet une
représentation plus creuse en base nodale qu’en base d’ondelettes. Néanmoins, la
compression des opérateurs différentiels dans la base d’ondelettes est une propriété
essentielle dans le cadre des méthodes adaptatives ou seule la base d’ondelettes in-
tervient dans les calculs (cf [28] et §2.2.2).

Ces techniques de compression introduites dans [13], ont fait 'objet de nom-
breux travaux. FEn particulier, elles sont étudiées dans le cadre général des opéra-
teurs pseudo différentiels dans [46] et [89] et dans [88] pour des applications a la
résolution d’équations intégrales.

Soit A un opérateur dont le noyau intégral comporte les propriétés ad-hoc de
décroissance. Le principe de compression de sa représentation de Galerkin

A = (AU, U) de termes Ay v 0 = (A, o)

dans une base d’ondelettes

U= {¢A}Aev
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comporte (1) une compression en espace selon la distance qui sépare les centres
des supports des ondelettes 1y et ¥y et (2) une compression selon ’écart d’échelle

[IA] = IV

On se contente ici de présenter un exemple élémentaire de compression en base
d’ondelettes de I'opérateur laplacien A = —A sur un domaine ) C R? avec condi-
tions aux limites de Dirichlet homogenes. Dans ce cas, en supposant les ondelettes
a supports compacts (de diametres ~ 2711) la compression en espace est triviale
puisqu’elle se réduit a ne pas tenir compte des coefficients nuls lorsque les supports
des ondelettes ne s’intersectent pas. La compression en échelle s’analyse par I'inter-
médiaire du lemme de Schur 3.1 dans le méme esprit qu’au §3.3.

On fait ’hypothese de régularité Holdérienne C'7, 7 > 1 des ondelettes et 1’on
suppose leurs n premiers moments nuls i.e.

/xk;/u(x)dx =0,Vk=0,....n -1,V e V"
Q
La base d’ondelettes W est d’autre part supposée stable dans Hj(£2). On note D la
matrice diagonale Dy y @ = 2”'5?/ et
B=D"'AD™!

la matrice renormalisée en base d’ondelettes de 'opérateur laplacien. D’apres les
hypotheses de régularité et de moments nuls des ondelettes, on obtient par des
arguments classiques de type Bramble Hilbert, ’estimation

|Bax| S (3.73)

agl||M—=[A
2PV

ou ag = min(7 — 1,7 4+ 1) + d/2 et d désigne la dimension de Iespace.

On va donc simplement comprimer la matrice B en négligeant les coefficients
pour lesquels |[|A| — [X]|| > L ou L > 0 est un parametre entier de compression. Soit

B{y=Byvsi|A|=|N[[ <L
BL: = BL ’ ! ou { 7 : .
(BYy)aev BiA,:O si |[A] =[N > L,

et AL = DBYD. On note AF I'opérateur associé a cette représentation dans la base

Z(ZA/\A’ ¢A’ >77ZN)/\

AEV NeVv

Y j.e. formellement

D’apres les équivalences de norme H} en base d’ondelettes U et H™! en base ¥, on
a

A = A"\ euimy ~ 1B = BY|

241



ot ||.]| désigne la norme matricielle /2. La norme || B— BY|| va s’estimer classiquement
en appliquant le lemme de Schur 3.1 & la matrice B— B” pour les poids y()) = 271l
ou la constante ¢ est choisie de facon a obtenir la meilleure estimation.

On distingue alors les deux cas de figure suivants.

— Si les ondelettes ¢, sont C'* par morceaux, on peut améliorer ’estimation
(3.73) dans le cas ou l'ondelette ) telle que |A| > |X| n’intersecte pas le
support singulier de ¥y,. On a alors

|B/\,A/| < 2—(ﬁ+1)IIA|—|A'|IXSuppwmSupp%/.

Dans ce cadre, le choix optimal du parametre ¢ est (d —1)/2 (en toute rigueur
si du moins 1 > a, ce qui est toujours vérifié en pratique).

~ Dans le cas contraire (si le support singulier des ondelettes est dense comme
c’est le cas des ondelettes splines duales ¢™"), le choix optimal est ¢ = d/2.

In fine, on obtient par le lemme de Schur I’estimation
| A~ ALHL‘(H&%H*) < 27hr
ou dans le premier cas 3 = o, — (d — 1)/2 et dans le second 3 = o, — d/2.

Remarque 3.19 On vérifie facilement que la matrice A” a 2% termes non nuls
par ligne et par colonne.

Appendice 4: estimations directes et inverses sur
le bord du carré du §2.3.2

Cet appendice contient certaines démonstrations des estimations directes et in-
verses relatives a la construction de 'opérateur de relevement sur le domaine 2 =
10, 1[% présentée au paragraphe 2.3.2.

Ces démonstrations utilisent de facon fondamentale le théoreme de relevement
des traces sur des domaines polygonaux a coins démontré pour les espaces de Sobolev
H? dans [60] et pour les espaces W*? dans [61] (voir aussi [4]). On notera I' le bord
de Q, 0/0v, la dérivée normale sortante au coté e du domaine Q et [z] la partie
entiere du réel z.

Théoréeme 3.4 Pour p €]l,+o00[ et s > 0, on pose m = sup{[s — 1/p],0} et on

considere ['espace W;;l/p(ﬂ) dont on cherche a caractériser toutes les traces sur .
Soit done un 4(m + 1)-uplet

{gf}i:0,~~~,m,e€€ S HeEEH;ZOWS_i7p(€)-
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On suppose s — 1/p non entier. Alors, si le 4(m + 1)-uplet vérifie les conditions de
compatibilité (aucune si s —1/p <0)

! dZ

! g, i < s — 1/ (3.74)

dxi/ g; (C) =

pour tout triplet (e,e’,c) € € x E x C tel que e N e = ¢, il existe un relévement
u € WsHPr(Q) tel que

2
vt

76(&):g;,v0§@'§m,e65,
HUHW5+1/P7P(Q) ~ Eeeg E;ﬁ;o HgieHWS_i’p(e)

En particulier go = Hecegs est dans W*P(T') et

Sllhwere S ool § 33 N leoon

ecf eef 1=0

La norme ||go||lwerr) définie comme norme quotient (2.35) est donc équivalente a la
borne inférieure de Y oo Dy |9 [|we—ine) prise sur tous les dm-uplet {gf }iz1,...m,cce €
eI, Weo=t2(e) tels que le 4(m + 1)-uplet {gf Vizo,...m,ece satisfait les conditions
de compatibilité (3.74).

Lemme 3.6 Soit p €]1,+oo[, 'AMR trace sur I' de V;(Q) est dans W*P(I') pour
tout s < 7(p) (et non pas seulement pour s < 7(p)—1/p comme il résulte directement
de la définition comme trace).

Preuve. On applique le théoreme précédent. Pour s < min(7(p), ]l)), il n’y a pas de
condition de compatibilité a vérifier et le résultat est donc immédiat. Pour zla < s <

T(p) et s _zla non entier, il suffit de vérifier que pour tout u; € V;(Q), le 4(m+1)-uplet

O
{gz} =0,--,m,e€E — {7 ( aylj)}l 0,---,m,e€€

ou m = [s — 1/p], vérifie les conditions de compatibilité du théoreme. On le voit
facilement en utilisant les propriétés suivantes des fonctions d’échelle sur 'intervalle
[0,1] (cf §1.3.2).

Soit s < 7(p) et n 'ordre d’approximation du générateur ¢, les propriétés des
fonctions d’échelle sur la droite réelle garantissent que n — 1 > m (voir [26], §11, et
[50]) de sorte que 'on peut toujours supposer avec les notations du §1.3

d(l
daco‘

da

(0)—2]’/22w’5§, YVa=0,---,met k=0,---,n—1,
—k (1 = 2129995k Yo =0,---,met k=0,---,n—1,
Thk(0) = Tak(1) =0, Ya=0,---,m, et k€ A,

dx® dx®

(3.75)
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Pour s — 1/p entier, on conclut en remarquant qu’il existe un réel s tel que s < s’ <
7(p) et s’ — 1/p est non entier. m

Lemme 3.7 Soit 0 < p < oo tel que ¢ € LP(R). Pour tout f; = > Gjcpje +
Yoeee Ek 11 G595 € V5(L), on a lUéquivalence de norme

dj—1
sl ~ 225 (X gl + 53 1) (3.76)
ceC ecf k=1

Preuve. Pour p € [1, o0] et b€ LPI(R) la preuve utilise classiquement la biorthogo-
nalité des bases @, et &)LF de supports de diametre ~ 277, Pour les autres valeurs
de p il faut utiliser la propriété plus forte d’indépendance linéaire sur les intervalles
[k, k + 1] des translatées entieres de la fonction d’échelle ¢ (voir [76]). On en déduit
par construction (voir §1.3.2) la méme propriété pour les fonctions d’échelle sur I’in-
tervalle [0, 1] sur les segments dyadiques 27/[k, k + 1], k= 0,...2/ — 1. Il en résulte
la méme propriété pour les fonctions de base de @, sur le découpage dyadique du
bord T'. Cette propriété étant établie la preuve de la LP(I') stabilité est classique.
En notant {K%,,e€ &,1=0,... , 2/ — 1} le découpage dyadique de I on a

27 -1

JAZEREED 35S / fi(x)Pd.

ee& =0

Il suffit alors d’utiliser I’équivalence de toutes les quasi normes en dimension finie
(indépendante de j) pour conclure que

27 -1

J__ ~
[l ~ 2SS (Y Y )
e€f =0 k,e’EE:SUppw?lkﬁIx"il;é@ cEC:SuppachﬁIx"ﬂeyl;ﬁ@
dj—1
FE a0 Y I
ceC ecf k=1

Lemme 3.8 Soit 1 < p < oo tel que ¢ € LP(R) et ¢ € L”(R). Le projecteur Py
est stable dans LP(T).

Preuve. La preuve est en tout point identique a celle de la proposition 3.5 sur la
droite réelle. O

244



Lemme 3.9 Soit 1 < p < oo. Pour tout g; € V;(I') et 0 < s < 7(p), on a les
estimations tnverses

lgillwer@y < 27 gilleom)- (3.77)

Preuve. Pour s = 0 il n’y a rien a prouver. Pour 0 < s < min(7(p),1/p), par le
théoreme de relevement 3.4, il suffit d’écrire I’équivalence de norme

lgillwry ~ > Nlggllwesce)
ec&

ou g désigne la restriction de g; au coté e. L’estimation inverse sur V;(I') est alors
déduite des estimations sur V;(e).

Pour 7(p) > s > 1/p et s—1/p non entier, on pose [s — 1/p] = m et on cherche a
construire un 4(m+1)-uplet (¢f)i=o,....m, cce tel que g5 = g;|. et vérifiant les conditions
de compatibilité du théoreme 3.4. Considérons par exemple le sommet O associé aux
cotés OA et OB (avec les notations du §2.3.2). Pour ¢ = 1,--- m on pose (si m > 0)

90" = 29(9;, E90)e05 + 2(91. 851004,

et symétriquement pour g4, de sorte que, compte tenu des hypotheses (3.75) sur
les fonctions d’échelle primales sur 'intervalle [0, 1], les conditions de compatibilité
(3.74) sont satisfaites. On conclut alors en utilisant la majoration

lgillwermy S DD NG llwe=ire)

e€€& =0

du théoreme 3.4, les estimations inverses sur les espaces V(e) et le lemme 3.7 de
stabilité LP.

Enfin pour 7(p) > s > 1/p et s—1/p entier, le résultat se déduit de ce qui précede
par interpolation. Puisque par hypothese p differe de 1 et oo, s est non entier, de
sorte que I'espace W*? coincide avec I'espace de Besov B) et aussi avec I'espace
d’interpolation [L?, W*?],/, , pour ¢ > s. On a donc

1—s s
lgilwermy < Naillimilgillietn

En choisissant ¢ tel que s <t < 7(p) et t — 1/p non entier, on en déduit le résultat
du cas précédent. O
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On prouve maintenant les estimations directes pour le projecteur P;r (2.55) de
la premiere construction du §2.3.2.

Proposition 3.20 Soit p €]1,00[ tel que ¢ € L¥'. Alors pour tout 1/p < s < n on
a ['estimation

lg = Pirglliray < 27| gllwerry-

Preuve. Pour chaque coté e, on considere le projecteur P7_ sur Vj(e) tel que P7_f =
(P;]OJ[f o k) o Kkt on Py est défini en (2.53). On a classiquement pour P;,
les estimations directes (voir par exemple [26] §IIT), pour tout 1/p < s < n et
g- € W=r(e) |

19" = Pig ey S 277 Nlg" lwer(e)-

En notant ¢° la restriction de ¢ au coté e, on en déduit alors

lg = Pirglleemy = Xeellg” = Preg e
S 20 Yee gt lwenge
S 277%gllwer -
ou la derniere étape utilise le théoreme de relevement 3.4. O

Les estimations directes pour le projecteur P;r (3.8) de la deuxieme construction
du §2.3.2 se démontrent simplement en utilisant le résultat précédent et la stabilité
L? du projecteur.

Proposition 3.21 Soit p €]1,00] tel que ¢ € LP et & € L*. Alors pour tout 0 <
s <n on a l'estimation

lg = Pirglleray < 277 |lgllwerm)-

Preuve. Le projecteur étant stable dans L?(I') d’apres le lemme 3.8, on peut sup-
poser g réguliere et passer a la limite a droite et a gauche de 'inégalité. Pour ¢
reguliere et s > 1/p on utilise 'estimation d’erreur du projecteur précédent. Pour
0 < s < 1/p le résultat s’en déduit par interpolation entre LP(I') et W*»(I') pour
I/p<s <n. 0
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Appendice 5: preuve de la proposition 3.13

—

On note Uy = {¥y,,A, € V} la base d’ondelettes isotrope de M et Vg =
{tr,. Az € V =1L, V,} celle de X.

Afin de distinguer les ondelettes intérieures et frontiéres, il nous faut introduire
les bases d’ondelettes isotropes de M et X construites a partir des AMR (3.46) (de
fagon similaire aux bases anisotropes (3.47) et (3.48)). Ces bases d’ondelettes sont
notées Uy, = {;/)A ,Ap € Vo} pour l'espace de pression et \I/ = {¢A J Az € Vo}
pour 'espace des vitesses.

Les bases Uy et Uy, (de méme \I_}ﬁ et \I_}%) ne different que dans un voisinage
de la frontiere. Plus précisément, pour chaque niveau j fixé, il y a seulement un
nombre indépendant de j d’ondelettes modifiées dans la direction orthogonale a la
face considérée. On désigne par V,,; (resp. 6%5) I’ensemble des indices d’ondelettes
intérieures de pression (resp. de vitesse) pour lesquelles ces ondelettes de base coin-
cident. [’ensemble des indices restant est noté V, (resp. 6;,) tel que V =V,;,; UV,
(resp. V= thuvb) Finalement on utilisera les bases duales \i/vo = {L/NJRP, Ay € Vol

de Uy, et \Ilﬁ—{;/u Az € V}de \I/~.

Pour un sous ensemble A, C V, fixé, on considere la somme directe, uniformeé-
ment stable dans M
My, = Mpine & My

ol A;”t = A, NV, et Ag = A, NV, Alors, a toute pression p € My, on asso-
cie la décomposition p = pi; + py OU Piny € MA;nt et py € MAg- En utilisant les
meémes arguments que dans la démonstration de la proposition 3.10 et du théoreme
3.1 (étape 1), on peut construire une vitesse w;; € Xyint telle que V - it = pine,
|tinell ¢ < ||pintllar et ou At C Vi est relié a A;”t comme dans la proposition

3.10 (3.38).

[’étape suivante consiste a décomposer la composante de pression p, dans la
base Wy, de fagon a construire explicitement une vitesse wu;, telle que V - @, = p,
et ||ts]|¢ < |lps|[ar. La pression py possédant un nombre infini de coefficients non
nuls dans cette base, on va dans un premier temps tronquer cette décomposition.
On pose donc

G = Qprrpy = > (U S, oit

ApeADE

A= U {2 € Vo, Supp i, N Supp 95, # 0 et [N < 3]+ L},

Ap€EAL

En utilisant les mémes techniques qu’au §3.3, on peut estimer I’erreur de troncature
lps — @llm pourvu que les produits scalaires (1,19, ) alent les bonnes propriétés
P

247



de décroissance. On est ici confronté a une difficulté dans la mesure ou précisément
les ondelettes duales ¢/, n’ont pas leur valeur moyenne nulle (au voisinage de la
P

frontiere) du fait des conditions aux limites sur ’AMR (3.46). Néanmoins, les géné-
rateurs ¢ et ¢' étant par hypothese dans H'(R), londelette 1, est dans L>°(€2), et
I’on a 'estimation minimale

7 —(IAL]=12p g
|<¢AP’¢§L>| < 271 XSuppwxanupP@/’ (3.78)

des que |[AL] > |A,].
Comme dans le cas de figure (ii) de la proposition 3.4, seulement O(26=Del=1wD)y
ondelettes 9, d’échelle |A7| intéragissent avec une ondelette 1y, telle que A, € Vg.
P

En se reportant a la preuve de la proposition 3.4, on déduit que la décroissance
(3.78) suffit a obtenir 'estimation

L
1P — allve < 272 || pol| s

bL & C . o
On note A" C Vi l'ensemble d’indices d’ondelettes de vitesse relié a A%L comme
dans la proposition 3.10. On peut alors construire une vitesse i, € X, telle que
71

Vi, =g et Jullg < llollar < llpsllar

Il nous faut maintenant revenir a la base d’ondelettes Wg par une deuxieme
L = I b,L,J = .
compression w, = @ .71 ol Uensemble A2 = I AbF7 C V est le voisinage
71

espace-échelle de A%’L défini par

A= | N, € Vi Supp 0 Supp by, # B et N[ < A+

b, L
Aul‘ eAuyl'

A nouveau, on peut estimer I’erreur de troncature ||w,—u3|| ¢, en utilisant les proprié-
tés de décroissance des coeflicients 2|A;i|_|A“i|<¢gu‘,¢N)M‘> pour A, € Vi, Ay, € Az’l.L
et [X,.| > [Ay]|. Cette décroissance est fonction de ordre d’approximation ngy > 2
des générateurs ¢ et ¢', et de leur régularité holdérienne. Comme ¢ € H™(R) pour
7> 1 (et donc ¢ € H™t(R)), les ondelettes de vitesse ont la régularité C7=(£2) ol

Too > T — % > % On en déduit I'estimation

N =gl 00 T —a (AL, 1= 1Au D) .
21 <77Z)Aul. ) @Z’A;) S 2 ' XSupp ¢§uinSupp¢Mﬁ ’
pour o = min(ng, 7o ) + % 1> d_Tl. Le nombre d’ondelettes ;/N)ML‘ d’échelle | X, |, qui
intéragit avec une ondelette ¢ telle que A, € A%F et [N, | > |\,|, se comporte en

O(2L2(d_1)(w‘i|+u“i|)). Il en résulte que 'application du lemme de Schur 3.1 donne
la majoration d’erreur

[0, — ]| g < 28277 || ¢

~

< 2827 Ipy |,

~
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oﬁﬁ:oz—d_Tl>0.

Finalement, pour p = py + pins € My, on pose
U = Wp + Uipt € XAZ,L,JuA%nt-

Alors pour L et J suffisamment grands, on peut prouver que (V-u,p) > ||| ¢||p|lar
ou la constante est indépendante de L, J et A,. Pour cela on écrit

(Vi py = g+ pinellag + (V- (B — i), @y + Pint) + (V- (U + Gine), Do — @)
g6 + Pine |3 — 10 — @l ¢llgo + Pinellar — @5 + Tinell 2|26 — o]l a1

S 2827 py ar,

~

IV

et on conclut par le biais des estimations précédentes ||w), — || ¢

lps—al|lmr < 2-% |lps]|as et de la stabilité dans M de la décomposition p = pj + pin:.
Ceci acheve la preuve de la proposition avec Ko = J + L.

Appendice 6: ellipticité H~'/>(T') de 'opérateur de
bord discret ¢ — w

On considere tout d’abord le cas continu ou 1’on va montrer que, dans le cas
d’un domaine régulier ou polygonal convexe {2, le relevement harmonique définit un
isomorphisme de H~'/2(Q) dans le sous espace

X ={we L*(N), Aw=10}

muni de la norme L%(Q).

Preuve. Pour g réguliere, soit w la solution unique de

{ Aw =0,
Y = g.
Dans un sens, montrons que ||g|[g-12qry < |lwl[z2(e)- Partant de la définition de la

norme duale

g,
95120y = sup ¥,
©eH/2(T) H‘PHHW(F)

on considere le relevement biharmonique ¢ des traces (y¢ = 0,70,¢ = @) qui vérifie
pour un tel domaine |[¢||m2) < |l¢llgrz)- On utilise alors la formule de Green

<A¢7w> - <Aw7 ¢> = <78n77b77w> - <78ﬂw77¢>

pour obtenir I’estimation cherchée

HgH 1/2 = sup 1/2 7<Aw7w>
H=H2(T) peH—12(I) IlelHl/QFf
14 g2 (o llewl] 1.2
< @llll2q)
~ o SUPeeH= 20 Tl o
Sl
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Dans "autre sens, on part de
9

HWHLZ’(Q): sup <w7f> 7
rerz@ 1 fllz2 @)

et 'on considere la solution unique ¢» € Hj () de A = f qui vérifieici I'estimation a
priori ||| m2@) < |1 f|lz2(q)- En utilisant a nouveau la formule de Green précédente

on obtient alors
{g:79n2)

lllz-1r2y = supreraqo) i

< ol

On étend alors classiquement par densité de facon unique cet opérateur de releve-
ment harmonique aux fonctions de H~'/2(€)).

On considere maintenant le cas discret ou la preuve proposée nous a été suggérée
par C. Bernardi. Selon les notations du §2.1.6, soit w; la solution du probleme
variationnel

wy € VJ,<VCUJ,V99J> = 0, \VIS«QJ - VJO,
ywg = g5 € Vi('),

on va montrer que I'on a comme dans le cas continu ||w;|| 2y ~ 9|l g-1/2(ry. Pour
se faire on va utiliser de facon essentielle I’'uniformité de la discrétisation par le biais
d’estimations inverses et directes.

Dans le premier sens, on considere le relevement biharmonique ¢ précédent et
par application de la formule de Green on obtient que

{(Ad,ws)—(Awy,)
||‘P||H1/2(F)

HgJHH—l/’Z(F) = SUP,eg-1/2(T)

Dans le membre de droite, le premier terme se majore comme dans le cas continu.
On estime le second par la biais d’une estimation inverse et d’une estimation directe

dans Vj:

(Awy, ) infg,evo(Vws, Vib — Vo)

S esllz@2 19lla2 @),

ce qui permet de conclure que |[g;||g-12(r) < [lwsllr2(q)-

Dans ’autre sens, on note w le relevement harmonique continu de ¢; qui vérifie
donc [[wllzz(q) ~ g llm-172(r) et |z (@) ~ 1971l g1r2(r)- Pour un tel domaine €, par
une méthode de dualité a la Aubin Nitsche, on démontre classiquement I’estimation

lo —wille@ S 27 Nwlm@ S 27 lgsllmenm

et on conclut par I'inégalité inverse dans V;(I') que |jw — WJHB(Q) < HgJHH—l/2(F)
et donc
willzz@ S laallaingy
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