
Formulation et discrétisation des écoulements
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Motivations

Formulation générique sur une gamme de modèles d’écoulements
polyphasiques compositionnels

forts couplages entre le transport, la conservation du volume et les équilibres
thermodynamiques

apparition et disparition de phases

Discrétisation en espace

maillages généraux

prise en compte des hétérogénéités et anisotropies



Notations pour les systèmes polyphasiques compositionnels

Phases: α ∈ P
Composants: i ∈ C
Matrice binaire de présence des composants dans les phases

(i ∈ C)


(α ∈ P) 1 . . . 0 . . . 1

... . . .
... . . .

...
M = 0 . . . 1 . . . 1 → Cα

... . . .
... . . .

...
1 . . . 1 . . . 0

↓
Pi



Ensemble des phases présentes

Du fait de l’équilibre thermodynamique, les phases α ∈ P peuvent
apparâıtre ou disparâıtre

L’inconnue à valeurs discrètes Q représente l’ensemble des phases
présentes en chaque point du domaine

Q(x , t) ⊂ P



Formulation dans le jeu d’inconnues Q, P , Sα, Cα, α ∈ Q

ni = φ
∑

α∈Q∩Pi

ζα(P,Cα) Sα Cα
i , Z =

( ni∑
j∈C nj

)
i∈C

∂tni + div
( ∑

α∈Q∩Pi

Cα
i

ζα(P,Cα)krα(S)

µα(P,Cα)
Vα

)
= 0, i ∈ C,∑

α∈Q
Sα = 1,∑

i∈C

Cα
i = 1, α ∈ Q,

f α
i (P,Cα) = f β

i (P,Cβ), α 6= β ∈ Q ∩ Pi , i ∈ C,

avec
Vα = −Λ

(
∇

[
P + Pc,α(S)

]
− ρα(P,Cα)g

)
, α ∈ Q.

Q est obtenu par le point fixe: Q = Flash(P,Z ).



Composants présents uniquement dans des phases absentes

Etant donnés l’ensemble des phases présentes Q et le composant i , l’ensemble
Q∩ Pi peut être vide.

Dans ce cas, pour fermer le système, on définit les ensembles

C̃Q = {i | Q ∩ Pi = ∅}

et les inconnues indépendantes ni pour i ∈ C̃Q.

L’ensemble des inconnues:(
Q,P,Sα,Cα

i , nj

)
i∈Cα, α∈Q, j∈eCQ

correspond au nombre d’équations du système.



Discrétisation volume fini centré des modèles
compositionnels

Ensemble de mailles K ∈M, de voisines L ∈ TK partageant la face KL.

XK =
(
PK ,Sα

K ,Cα
i,K , nj,K

)
i∈Cα, α∈QK , j∈eCQK

inconnues de la maille K .

ni (XK )− ni (X
n
K )

∆t
|K | +

∑
L∈TK

∑
α∈QKα∩Pi

(
Cα

i

ζα krα

µα

)
(XKα

) Fα
KL = 0

Fα
KL = −Fα

LK discrétisation du flux de Darcy

∫
KL

−Λ
(
∇Pα − ραg

)
· nKLdσ,

Décentrage Kα =

 K si Fα
KL ≥ 0,

L si Fα
KL < 0.

Fermeture locales CK

(
XK

)
= 0.

Phases présentes: QK = Flash
(
PK ,ZK

)



Exemple de la réinjection du CO2 du champ Snohvit

Champ de gaz Snohvit avec 5 à 8
% de CO2

Réinjection du CO2 dans l’aquifère
salin Tubaen en contrebas

700000 tonnes par an depuis 2008

Pertes d’injectivité constatées



Phase d’injection: 10 à 50 ans

Ecoulement diphasique en milieux poreux

Piègeage géologique par la couverture
Piègeage capillaire

Dissolution du CO2 dans la phase aqueuse

Piègeage par dissolution

Altération proche puits

Asséchement et précipitation de sel
Risque de perte d’injectivité



Cas Snohvit: simulation proche puits axisymétrique

Réinjection du CO2

P = {eau, gaz,minéral}
C = {H20,CO2,Sel}

M =

 1 1 1
1 1 0
0 0 1



Saturation en eau

Saturation en minéral



Asséchement et précipitation de sel proche puits par
injection de CO2

Saturation en eau

Saturation en minéral



Procédé SAGD de récupération des huiles lourdes par
injection de vapeur

Modèle: écoulement triphasique eau gaz huile thermique



Exemple de la récupération des huiles lourdes par injection
de vapeur

P = {eau, gaz, huile}
C = {H20,HC}

M =

 1 0
1 0
0 1


Hypothèse d’huile dite morte (pas
de composant vaporisable)

Rajout de l’inconnue T et de
l’équation d’énergie

Forte dépendance en température
de µhuile(T ) (3 ordres de grandeur)

Equilibre Liq Vap à P = Psat(T )

Front de saturation en eau



Discrétisation des flux diffusifs sur maillages généraux en
milieux hétérogènes anisotropes

Maillages

polyèdriques généraux
Faces non planes
Failles, LGR

Milieu hétérogène anisotrope

Discrétisations des flux diffusifs

∫
σ

−Λ ∇u ds (Darcy, Fick, Dispersion,

Fourier) pour les écoulements polyphasiques en milieux poreux.

Schémas centrés, compacts,
Schémas exacts pour les solutions de type flux constants par maille,
Schémas coercifs, convergents.



Discrétisation des flux diffusifs: problème modèle

Soit Ω ⊂ Rd un domaine polyédrique borné

Pour f ∈ L2(Ω), on considère le problème suivant:{
−div(Λ∇u) = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω

Soit la forme bilinéaire a(u, v) =
∫
Ω

Λ∇u · ∇v dx . La formulation faible
s’écrit

Trouver u ∈ H1
0 (Ω) tel que a(u, v) =

∫
Ω

f v dx pour tout v ∈ H1
0 (Ω)



Discrétisation des flux diffusifs sur maillages généraux en
milieux hétérogènes anisotropes

Formulations variationnelles discrètes avec gradients constants par sous mailles
et stabilisation par résidus [ADEM-2010]

Forme bilinéaire sur l’espace des inconnues Vh:

ah(uh, vh) =

∫
Ω

Λ ∇huh · ∇̃hvh dx +

∫
Ω

Rhuh Rhvh dx

Formulation variationnelle: trouver uh ∈ Vh telle que

ah(uh, vh) =
∑
K∈Th

vK

∫
K

f (x)dx pour tout vh ∈ Vh.

Flux (exemple des schémas centrés): FKL(u) = −FLK (u) tels que

ah(uh, vh) =
∑

KL∈Σh

FKL(u)
(
vK − vL

)



Convergence

Consistance du gradient ∇hϕh et du résidu Rhϕh

Coercivité de la forme bilinéaire ah

Rellich discret: uh → ũ ∈ H1
0 (Ω) fort dans L2(Ω) et ∇̃huh → ∇ũ

faiblement dans (L2(Ω))d

Preuve de u = ũ par passage à la limite dans∫
Ω

Λ ∇huh · ∇̃hϕh dx +

∫
Ω

Rhuh Rhϕh =
∑
K∈Th

(ϕh)K

∫
K

f (x)dx

On prouve auparavant la convergence forte dans (L2(Ω))d de ∇huh vers
∇ũ en utilisant la coercivité de ah et la formulation variationnelle discrète.



Approximation des flux par schémas volume fini

Schémas symétriques, centrés mais non compact (stencil en voisins des
voisins par les noeuds)

Sushi [Eymard et al., 2007]
VFSym [ADM-2008]

Schémas non symétriques, centrés, compacts, mais conditionnellement
coercifs et convergents:

Gradcell [ADEM-2010],
MPFA L,G [ADKM-2008],
MPFA O [Aavatsmark et al., 1996], [Edwards and Rogers, 1994],
[AGM-2010]

Schémas symétriques, compacts mais avec inconnues supplémentaires aux
faces ou aux noeuds:

VFH [Eymard and Herbin, 2007], [Eymard et al., 2010a],
MFD [Brezzi et al., 2005],
DDFV [Hermeline, Omnes, Boyer, Hubert, Coudière, ...]
VAG [EHGM-2011]



Maillage polyédrique admissible

Th: ensemble des mailles K

Eh = E i
h ∪ Eb

h : ensemble des faces internes et de bord σ

EK : faces de la maille K

Es : faces connectées au noeud s

Vσ: noeuds de la face σ



O schéma généralisé: principes

Inconnues de mailles et de sous faces:
uh =

(
uK , us

σ

)
K∈Th,s∈Vσ,σ∈Eh

,

avec us
σ = 0 pour tout σ ∈ Eb

h

Construction de deux gradients constants par
sous maille K s , s ∈ VK

Gradient consistant ∇huh

Gradient faible non consistant e∇huh

Formulation variationnelle discrète stabilisé par
des résidus Rh(uh)

Élimination des inconnues de sous faces autour
de chaque noeud s



Reconstruction des gradients constants par sous maille et
résidus

Gradient consistant constant sur K s :

(∇huh)
s
K =

∑
σ∈EK∩Es

(us
σ − uK ) g s

K ,σ

Gradient faible constant sur K s

(∇̃huh)
s
K =

1

mK s

∑
σ∈EK∩Es

ms
σ(us

σ−uK ) nK ,σ

Résidu constant sur K s
σ

(Rhuh)K s
σ

=
αs

K

(dK ,σ)2

(
us

σ−uK−(∇hu)sK ·(x s
σ−xK )

)
.



Formulation variationnelle discrète

Forme bilinéaire sur Hh:

ah(uh, vh) =

∫
Ω

∇huh · ΛK ∇̃hvh dx +

∫
Ω

Rh(uh)Rh(vh) dx

Schéma volume fini: trouver uh ∈ Hh telle que

ah(uh, vh) =
∑
K∈Th

vK

∫
K

f (x)dx pour tout vh ∈ Hh.



Schéma volume fini

ah(uh, vh) =
∑
K∈Th

∑
σ∈EK , s∈Vσ

F s
K ,σ(uh)(vK − v s

σ),

en définissant les flux de sous faces:

F s
K ,σ(uh) =

∑
σ′∈EK∩Es

(T s
K )σ,σ′(uK − us

σ′),

Schéma volume fini:
∑

σ∈EK

( ∑
s∈Vσ

F s
K ,σ(uh)

)
=

∫
K

f (x)dx for all K ∈ Th,

F s
K ,σ(uh) = −F s

L,σ(uh) for all s ∈ Vσ, σ = EK ∩ EL ∈ E i
h.



Avantages et Inconvénients du schéma en O

Avantages

précis lorsque le schéma est coercif,

traite les hétérogénéités et anisotropies, reproduction des solutions à flux
constants par mailles,

compacité du stencil,

traite les faces non planes.

Inconvénients

perte de coercivité pour les fortes anisotropies sur maillages déformés,

coût de construction,

ne traite pas certaines mailles dégénérées,

coûteux sur les maillages tétraèdriques par rapport aux EF.



Perte de coercivité du schéma en O: maillage déformé plus
anisotropie

u = sin(πx) sin(πy), K =
1

x2 + y2

[
δx2 + y2 (δ − 1)xy
(δ − 1)xy x2 + δy2

]
.



Schéma VAG: Vertex Approximate Gradient
[Eymard et al., 2010b]

Espace discret: inconnues aux noeuds et aux mailles

Vh = {us ∈ R, s ∈ V, uK ∈ R,K ∈ T | us = 0 on ∂Ω}

Reconstruction du gradient sur Vh (exemple conforme):

xσ =
∑
s∈Vσ

1

CardVσ
xs , uσ =

∑
s∈Vσ

1

CardVσ
us

∇K ,σ,euh =
∑
s∈Vσ

(us − uK )g s
K ,σ,e

Gradient dans L2(Ω)d constant par sous mailles:

∇huh = ∇K ,σ,euh sur chaque tétraèdre , xK , xσ, xs , xs′ , avec e = ss ′



Formulation variationnelle et flux

Forme bilinéaire sur Vh × Vh
ah(uh, vh) =

∫
Ω

Λ ∇huh · ∇hvh dx

=
∑
K∈T

∑
s∈VK

FK ,s(uh)
(
vK − vs

)
en définissant le flux entre la maille K et le noeud s par

FK ,s(uh) =
∑

s′∈VK

As,s′

K

(
uK − us′

)



Schéma volume fini: flux

La formulation variationnelle: trouver uh ∈ Vh tel que

ah(uh, vh) =
∑
K∈T

vK

∫
K

f dx pour tout vh ∈ Vh

est équivalente à


∑
s∈VK

FK ,s(uh) =

∫
K

f dx pour tout K ∈ T ,∑
K∈Ts

−FK ,s(uh) = 0 pour tout s ∈ V \ ∂Ω

K3

K2
K1

K4

Flux conservatifs:

Fs,K (uh) = −FK ,s(uh) =
∑

s′∈VK

As,s′

K

(
us′ − uK

)



Quel volume poreux attribuer aux noeuds?

On redistribue aux noeuds de façon conservative une portion µ des volumes
poreux des mailles adjacentes

Le volume poreux est prélevé au prorata de la transmissibilité totale maille
noeud:

BK ,s =
∑

s′∈VK

As,s′

K



Comparaison des schéma en O et VAG: cas test Random
Mesh du benchmark FVCA6 [Herbin and Hubert, 2010]

u = sin(2πx) sin(2πy) sin(2πz)

K =

 1 0 0
0 1 0
0 0 103





Comparaison des schémas en O et VAG: cas test
Tetraédrique du benchmark FVCA6

u = 1+sin(πx) sin(π(y+1/2)) sin(π(z+1/3))

K =

 1 0.5 0
0.5 1 0.5
0 0.5 1





Comparaison des schémas en O et VAG: cas test Puits du
benchmark FVCA6

K =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0.2





Cas test diphasique hétérogène

Injection de CO2 immiscible dans de l’eau

Géométrie : [−100, 100]× [0, 50]× [0, 45] m3

Rapport de perméabilité drain - barrière de 104

Maillage : 100× 10× 15 control volumes

drain
barrière

Puits injecteur au centre
(une maille perforée)



Cas test diphasique hétérogène
Front de saturation en gaz

Schéma TPFA (ou en O)

Schéma VAG

Saturation de gaz

VAG est peu sensible à l’effet
d’orientation du maillage.



Cas test proche puits diphasique

Injection de CO2 miscible dans l’eau

Puits dévié

Anisotropie selon Z non alignée avec l’axe du puits

Maillage hexaédrique Maillage hybride



Cas test proche puits
Masse de CO2 dissous dans le réservoir

Comparaison des solutions sur maillages hexaédrique et hybride à même nombre
de mailles

Taux de variation de la masse de CO2 dissous dans le réservoir



Conclusions

Formulation des modèles polyphasiques compositionnels pour une large
classe de modèles

Discrétisation VAG

Inconditionnellement coercive

Facile à mettre en oeuvre sur des maillages généraux (faces non planes, non
cöıncidences, mailles dégénérées, ...)

Adaptée aux simulateurs commerciaux à base de graphe de transmissibilités

Schéma compact et peu coûteux

Très performant sur des maillages tétraèdriques



Perspectives

Schéma VAG sur des cas tests proche puits plus réalistes

Cas proche puits avec assèchement et précipitation de sel

Cas SAGD sur une paire de puits

Autres applications et problèmes ouverts

Fractures diffuses homogénéisées en double milieu: fortes anisotropies dans
la direction des fractures

Maillages bassins: mailles plates dégénérées et forts pendages



Maillages bassins avec piliers et cinématique verticaux



Maillages bassins: Λ = I et solution u = z
Lz

+ e
cos( x

Lx
+ y

Ly
+ z

Lz
)

Maillage à 53279 mailles

TPFA MPFA VAG VFH
Erreur l2 0.068 0.035 0.033 0.013
Erreur l∞ 0.23 0.21 0.13 0.05

Itérations ILU0 22 10 13 33
CPU solveur 0.20 0.4 0.42 1.3

CPU schéma + assemblage 0.07 3.0 0.85 1.45



Comparaison des schéma en O et VAG: cas test Kershaw
du benchmark FVCA6

u = 1+sin(πx) sin(π(y+1/2)) sin(π(z+1/3))

K =

 1 0.5 0
0.5 1 0.5
0 0.5 1


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