TD Analyse Numérique Licence L2 MATH

Exercice 1 : Soit z € R et f € C?(R,R) tels que f(Z) =0 et f/(z) # 0.
Soit une constante v € R telle que

0<~f(z) <2

On considere 'algorithme suivant pour résoudre ’équation f(z) =0 :

20 e R,
{<ﬂ“”—x“5=—wﬂﬂ“xkeN

(1) D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe 8% €] min(z, z®)), max(z, ()] tel que

F@®) = f@) = F(OW) (2™ - z).
Calculer B, en fonction de v et %) tel que

() — z) = B (=™ — 7).

Corrigé : comme f(z) =0, on a

(a;(kH) _ x(k)) _ —’Y(f(x(k)) — f(@) = _,Yf/(g(k))(w(k) — ),

d’ou
(@) — ) = (1 = 4 (69 (@ — 2),

et
Br = (1= ~f(6™)).

(2) Montrer qu’il existe a > 0 et 0 < 8 < 1 tels que pour tout z*) € I, =]z — a, % + af on ait

20+ — 7] < Bla®) — a].

Corrigé : comme 0 < vf'(Z) < 2 on remarque que
-1<1—vf(z) <1,

et donc [1—~f'(Z)] < 1. Comme f’ est une fonction continue on en déduit qu’il existe a > 0
et B < 1 tels que pour tout #%) € I, alors |B;| < 8. Comme #%*) €] min(z, 2(¥), max(z, z*))],
alors ®) e I, implique que 8% € I, d’ott la propriété demandée.

(3) En déduire par récurrence que si 20 e I, alors z®) € I, pour tous k € N.

Corrigé : supposons que z®) e I, il en résulte d’apres la question précédente que
) — 7] < Blz®™ — 3| < Ba < o,

et donc que z**t1) € I,,. On en déduit par récurrence que z*) € I, pour tous k € N.



(4) Déduire des questions (2) et (3) que limy_ 4o z¥) = Z et montrer que la convergence est
linéaire avec

‘x(k+1) — 7

lim = [1—=7f"(z)],

k—+oo ’x(k) — j’
en supposant que z(k) # T pour tous k > 0.

Corrigé : Si z(0) € I, on déduit des questions (2) et (3) que
2 ®+Y) — 3 < 2™ — 2|

pour tous k € N et donc
2® — 2] < (M)l - .

Il en résulte que limg_, 4o z®) = z et donc que limg_, 0) = z. Par continuité de la
fonction f’, on déduit de la question (1) que

] ‘x(lm—l) —:ﬂ B .
i pw— ~ /@

(5) Proposer un choix de v donnant la convergence quadratique de 1’algorithme.
Corrigé : une condition nécessaire pour obtenir la convergence quadratique est que
| pk+1) i’|

lim =~ =0
k—l>r—ir-loo ‘x(k) — j;‘

)

ce que l'on obtient avec
1

T @y
ce qui est un choix admissible dés lors que f'(Z) # 0. Montrons que sous ces conditions,
I’algorithme converge quadratiquement. L’algorithme est équivalent au point fixe

241 = g(ath),

avec - fa)
90 == Fey

On vérifie que ¢'(Z) = 0 et que g est dans C?(R, R) ce qui montre d’apres le cours que ’algo-
rithme converge au moins quadratiquement des lors que le point initial 20 est suffisament
proche de Z.

Exercice 2.

Soit f € CY(R,R) et 7 € R tel que f(z) = 0 et f'(Z) # 0. On considere la suite définie par z(©),
M R et . o
(k1) (k) _ (z(R) — g (k=1)) "
’ T = Sy — peny @), k2L




(1) Par le théoreme des accroissements finis, on sait qu’il existe &, € (z,2*)) et 6, € (=D 2Kk))
tels que

F@®)) = f(@) = f'(&) (=™ — z)
et

F@®) = f@) = f/(6) (e — 26D,

En déduire I'expression de 7y tel que

(®*D) — 7) = pp(@® —7), k> 1.

Corrigé : En utilisant f(Z) =0 on a

(f(@™) — f(@))(@®) — 2*D)
fl@®) — fa*=1) '

:L‘(’f‘f'l) — T = ."L‘(k) — T —

On en déduit que
M)z F(E®)

~ Famy @ o)

2

1 (¢ (k)
donc vy, = (1 — %)

(2) Montrer que lim ,e-1) 4(9))—y(z,7) Tk = 0. On supposera que k) £ gk=1),
Corrigé : Comme f’ est continue et f/'(Z) # 0 on remarque que

- FE®) /')

I =(1— =0.
(m(k—l),$l(I’“I)l)—>(i,57) f’(e(k))) ( f,(j))

(3) Soit I, =]Z — o, Z + af et k > 1. Montrer qu’il existe a > 0 et 8 < 1 tels que si z®) € I,
z* D e 1 et ) +£ 2D alors

20+ — 7] < Bla®) — 3.

Corrigé : On déduit de la question précédente que ’on peut choisir « tel que
(i) f(z) est strictement monotone sur I, (ce qui est possible car f'(Z) # 0 et f’ est continue)

(ii) —% <1-— %z; < % pour tous (x,y) € I, x I, d’aprés la définition de la limite et
1/2 > 0.

Il en résulte que si *) £ =D ¢ I, alors f(z®) # f(z*—D) et

)

2+ — 7] < e — 2

ce qui répond a la question avec = 1/2 (notez que 'on pourrait prendre pour S toute
valeur comprise strictement entre 0 et 1).

(4) On considere les choix de « et 8 de la question (3). Montrer par récurrence que si 0 e 1,
M e I, et si 20 #£ 20 alors

z® e 1., 21 ¢ I, ) % x(k_l), vk > 1.

On supposera que z(¥) # Z pour tous k > 0.



Corrigé : Il résulte de la question précédente que si z®) % (k=1 e [ alors f(x(k)) #*
F(aE=D) et

) _ g < %]x(k) _ 3

On en déduit que |z*+t1) — z| < /2 donc z**+D € I,. Par ailleurs, par définition de la
suite, on a soit f(z®)) = 0, soit z**+D £ 2k Le cas f(z*) = 0 implique () = Z pour
tous | > k et dans ce cas la suite a donc convergé vers T, on exclut donc ce cas de figure
par la suite.

Par récurrence, on déduit que si (@, 2@ e I, et si z(© #* W) alors

%) ¢ I, k=1 ¢ 1, (k) =+ x(kfl), Vk > 1.

(5) On suppose que 20 e 1, 2D e I, et 2O #* (). Montrer, en utilisant les résultats des
questions (3) et (4), que limy_, ;o z*) = Z.

Corrigé : On a
lz® D) — 7] < 1/2[z®) — & VE > 1.

d’ou
2% — 2] < (1/2)F 2 — 7| V> 2,

ce qui montre que la suite (*)),cn converge vers Z au moins linéairement.

(k+1) _ T

— lorsque

(6) On suppose que z(0 € I, 2 € I, et (O # (1) Calculer la limite de —
zk) — T

k — 4o0.

Corrigé : D’apres la question (2) et d’aprés la convergence de la suite (%)), vers Z, on a

donc (£41)
X T -
Jm T O

ce qui montre que la suite converge super linéairement.



