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Séries

1 Séries géométriques

1. Trouvez z € Q tel que x = 0, 34444444444 - - - | puis = = 0.999999999 - - -.
+oo
2. Montrez que la série Z sin(27") converge et majorez son reste.

n=0
3. Soit u, = sin(7(v/3 — 1)), et v, :=sin(7r(v/3 +1)"), n > 1.
(a) Montrez que u,, + (—1)"v, = 0.

+o0o “+oo
(b) Etudiez la convergence de Z u, puis de Z Up,.-

n=1 n=1

2 Séries a terme général décroissant

Soit (up)n>0 une suite décroissante.
1. On suppose que Y u, converge. Montrez que nu, — 0.
2. Si (uy,) est positive, montrez que »  u, converge si et seulement si > 2™ugm converge.

3. Etudiez la nature des séries de terme général suivant pour s > 0 :
1 1 1 1 1

ns’ (In(n))*” n[In(n)]*” nln(n)In(ln(n))}*” nln(n) In(ln(n))[In(In(ln(n)))]s”

3 Test du rapport

Soit (Up)n>0, (Un)n>0 deux suites a termes strictement positifs.

1. Montrez que si a partir d’un certain rang,

Up+1 Un+1
< ;

Un Un

la convergence de > v, entraine la convergence de la ) u, et la divergence de > u, entraine
la divergence de la > v,.
Un41

2. Application : retrouvez le critére d’Alembert : Si — r, et si r < 1 montrez que la

Un
>, converge en prenant pour v, une suite géometrique de raison p avec r < p < 1.
De méme, montrez que Y u,, diverge si r > 1.

3. Application : retrouvez le critéere de Duhamel.. Soit A € IR. On suppose que :

u A€
n+1:1__+_”’ e, — 0
Up, non

Montrez que si A > 1, > u,, converge et si A < 1, Y u, diverge.
, . v s s(s+1
. s > 0, et on vérifiera que -4+ = 1——4—(72)4_77_27
Up, n 2n n

—S

Pour cela, on prendra v, = n

N, — 0.



. AppliCation . retrouvez 1€ Critere de »auss. SOIt € & Ly, Ull Suppose que

n 1 En
u+1:1__+%+_27 e, — 0,
U, n n?> n
alors >_ u, diverge. (v, = (n+a)™t).
. Upg 1 s En :
Si =1—-—— + , e, — 0, alors montrez que ) u, converge si s > 1,
U, n  nln(n)  nln(n)
diverge si s < 1. (v, = 1/(nln®*(n))).
+o00
CSi U g T et s Z le,| converge .
U, n e~
Unp+1 S
(a) Montrez que In = —— + w,, avec Y |w,| est converge.
n n

A
(b) En déduire que 3A > 0 / u,, ~ —. En déduire la nature de > u,,.
nS

1.4.7---(3n —2)\?
3.6.9---(3n) ) ’

ala—1)(a—n+1 1.35---(2n— 1)\ L 1k
(—1)" ( ) n$ + ),aEIR,< 2.2.6~-(~(2n) )) ,k[[l(Q—e/).

. Etudiez la nature des séries de terme général suivant : (

Une application de la sommation d’Abel

. S0it (an)n>1 €t (by)n>1 deux suites, on pose og := 0, 0y, :=ay + - - + ap.
Supposons que : (i) (0,)/y/n est bornée, (ii) > v/n|b, — by41| converge, (iii) v/nb, — 0,

“+o00

alors, montrez que Z a,b, converge.
n=1
q q—1
Utilisez I'identité suivante Z anb, = Z (b1 — by) + 0gby — 0p_1b, pour ¢ >p > 1.
n=p n=p

. Soit E(z) la partie entiere de x, a, := (—1)"V™ et u, := a,/n, pour n > 1.

(k+1)2—1
(a) Montrez que Ay, := Z a; = (—1)*(2k + 1) et que :
j=k?
si k est pair o41)2-1 = k, si k est impair o121 = —k — 2.
(b) En déduire que > u,, converge.
(—1)EWn)
. Soit a >0, b, =n", et v, := a,b, = ———.
nOé

(a) Montrez que ) v, converge si a > 1/2.
(b) Montrez que > v, diverge si a < 1/2.

(k1)1 2k + 1
Pour cela momtrez que |By| := 2];2 vj| 2 m
]:



