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Séries

1 Séries géométriques

1. Trouvez x ∈ Q tel que x = 0, 34444444444 · · · , puis x = 0.999999999 · · · .

2. Montrez que la série

+∞
∑

n=0

sin(2−n) converge et majorez son reste.

3. Soit un := sin(π(
√

3 − 1)n), et vn := sin(π(
√

3 + 1)n), n ≥ 1.

(a) Montrez que un + (−1)nvn = 0.

(b) Etudiez la convergence de
+∞
∑

n=1

un puis de
+∞
∑

n=1

vn.

2 Séries à terme général décroissant

Soit (un)n≥0 une suite décroissante.

1. On suppose que
∑

un converge. Montrez que nun → 0.

2. Si (un) est positive, montrez que
∑

un converge si et seulement si
∑

2mu2m converge.

3. Etudiez la nature des séries de terme général suivant pour s > 0 :
1

ns
,

1

(ln(n))s
,

1

n[ln(n)]s
,

1

n ln(n)[ln(ln(n))]s
,

1

n ln(n) ln(ln(n))[ln(ln(ln(n)))]s
, . . .

3 Test du rapport

Soit (un)n≥0, (vn)n≥0 deux suites à termes strictement positifs.

1. Montrez que si à partir d’un certain rang,

un+1

un
≤ vn+1

vn
,

la convergence de
∑

vn entrâıne la convergence de la
∑

un et la divergence de
∑

un entrâıne
la divergence de la

∑

vn.

2. Application : retrouvez le critère d’Alembert : Si
un+1

un
→ r, et si r < 1 montrez que la

∑

un converge en prenant pour vn une suite géometrique de raison ρ avec r < ρ < 1.
De même, montrez que

∑

un diverge si r > 1.

3. Application : retrouvez le critère de Duhamel.. Soit λ ∈ IR. On suppose que :

un+1

un
= 1 − λ

n
+

εn

n
, εn → 0

Montrez que si λ > 1,
∑

un converge et si λ < 1,
∑

un diverge.

Pour cela, on prendra vn = n−s, s > 0, et on vérifiera que
vn+1

vn

= 1 − s

n
+

s(s + 1)

2n2
+

ηn

n2
,

ηn → 0.
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4. Application : retrouvez le critère de Gauss. Soit c ∈ IR. On suppose que :

un+1

un

= 1 − 1

n
+

c

n2
+

εn

n2
, εn → 0,

alors
∑

un diverge. ( vn = (n + a)−1).

5. Si
un+1

un
= 1 − 1

n
− s

n ln(n)
+

εn

n ln(n)
, εn → 0, alors montrez que

∑

un converge si s > 1,

diverge si s < 1. ( vn = 1/(n lns(n))).

6. Si
un+1

un
= 1 − s

n
+ εn, et si

+∞
∑

n=0

|εn| converge .

(a) Montrez que ln

(

un+1

un

)

= − s

n
+ wn, avec

∑

|wn| est converge.

(b) En déduire que ∃A > 0 / un ∼ A

ns
. En déduire la nature de

∑

un.

7. Etudiez la nature des séries de terme général suivant :

(

1.4.7 · · · (3n − 2)

3.6.9 · · · (3n)

)2

,

(−1)n a(a − 1) · · · (a − n + 1)

n!
, a ∈ IR ,

(

1.3.5 · · · (2n − 1)

2.2.6 · · · (2n)

)2

,
n

∏

k=1

(2 − e1/k).

4 Une application de la sommation d’Abel

1. Soit (an)n≥1 et (bn)n≥1 deux suites, on pose σ0 := 0, σn := a1 + · · ·+ an.
Supposons que : (i) (σn)/

√
n est bornée, (ii)

∑√
n|bn − bn+1| converge, (iii)

√
nbn → 0,

alors, montrez que
+∞
∑

n=1

anbn converge.

Utilisez l’identité suivante

q
∑

n=p

anbn =

q−1
∑

n=p

σn(bn+1 − bn) + σqbq − σp−1bp pour q > p ≥ 1.

2. Soit E(x) la partie entière de x, an := (−1)E(
√

n) et un := an/n, pour n ≥ 1.

(a) Montrez que Ak :=

(k+1)2−1
∑

j=k2

aj = (−1)k(2k + 1) et que :

si k est pair σ(k+1)2−1 = k, si k est impair σ(k+1)2−1 = −k − 2.

(b) En déduire que
∑

un converge.

3. Soit α > 0, bn = n−α, et vn := anbn =
(−1)E(

√
n)

nα
.

(a) Montrez que
∑

vn converge si α > 1/2.

(b) Montrez que
∑

vn diverge si α ≤ 1/2.

Pour cela momtrez que |Bk| :=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(k+1)2−1
∑

j=k2

vj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥ 2k + 1

(k2 + 2k)α
.
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