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Variables aléatoires discretes

1 Variance nulle

1. Construire un exemple de variable aléatoire non constante pour laquelle sa variance est
nulle.

2. Montrer que la variance de la variable aléatoire discrete X est nulle
si et seulement si il existe ¢ € R telle que P(X =¢) = 1.

Var(X)

3. Démontrez l'ingalité de Bienaymé-Tchebychev : P[|X — E(X)| > a > 0] < 5
a

2 Un exemple de vecteur aléatoire discret

Une expérience aléatoire consiste a lanver simultanément trois dés, on note l'issue w :=
(dy,ds, d3), les trois points marqués. On pose X (w) := min(dy, ds, d3), Y (w) := max(dy, do, d3).

1. Quelle est la loi de probabilité du couple Z = (X,Y)?
2. Calculez les lois marginales de Z.

3. Calculez la loi conditionnelle de Y sachant que X = 4.

3 Corrélation et indépendance

On suppose que la v.a. X est a valeur dans {—2,—1,0, 1,2} de maniére equiprobable. On
pose Y := X2,

1. Ecrire la loi de Y et du couple (X,Y)

2. Montrez que que covar(X,Y)=0 alors que X et Y ne sont pas indépendantes.

4 Somme et différence de v.a. de Bernouilli

Soit X et Y deux v.a. de Bernouilli indépendantes et de méme parametre p €]0, 1[. On pose
S=X+Y,D=X-Y.

1. Quelle est la loi de probabilité du couple (S, D) ?
2. Calculez le coefficient de corrélation linéaire entre S et D.

3. S et D sont-elles indépendantes ?

5 Lois des extrémes de deux v.a.
Soit X,Y deux v.a. indépendantes de loi géométrique G(p), p €]0,1] :

P X =k]=(1—-p)*'p,k € N—{0}. Soit U := min(X,Y) <V := max(X,Y).
1. Quelle est la fonction de répartition de X et la valeur de P[X > z], = € R.
2. Quelle est la fonction de répartition de V' ? En déduire la loi de V.



3. De méme, calculez la loi de U.

4. Plus généralement, si X1, Xo, -+, X, sont n v.a. indépendantes de loi G(p), calculez la

loi de U,, := min(X;, X, -+, X,,) et de V,, := max(Xy, Xo, -+, X,,).

. On jette 5 dés. S’il y a des as, on les mets de coté. Les autres dés, s’il en reste, sont alors
jetés, et ainsi de suite, tant qu’il reste des dés. On note N le nombre de jets qu’il a fallu
pour avoir les 5 as.

Quelle est la loi de N 7 Calculez son espérance.

Fonction génératrice de v.a. binomiale et de Poisson

. Soit X,Y deux v.a. discretes a valeurs dans N, Gx(s) = E(s¥), Gy(s) = E(sY), s €
[—1,1]. Montrez que X et Y ont méme loi si et seulement si Gx = Gy

. Soit X, Y deux v.a. indépendantes de lois respectives binomiales B(n,p), B(m,p).
(a) Calculer la fonction génératrice G de X : G1(s) := E(s™).

(b) En déduire E(X), Var(X), a l'aide de G (1) et G(1).

(c) Donner la loi de probabilité de X + Y.

. Soit X, Y deux v.a. indépendantes de lois respectives de Poisson P(\), P(pu).

(a) Calculer la fonction génératrice Gy de X : Gy(s) := E(s%).

(b) En déduire E(X), Var(X).

(c) Donner la loi de probabilité de X + Y.

. On se donne A, une suite de v.a X,, de loi B(n,p,), telles que np, — A. On note H, la
fonction génératrice de X,,. Montrez que H,, converge simplement sur R vers G.

. Cette propriété de convergence nous permet de faire des calculs approchés. Supposons
par exemple qu’a la sortie d'une usine de fabrication automobile, chaque véhicule ait une
chance sur 10000 de comporter un pare-brise défectueux (et ceci indépendamment de la
fabrication des autres véhicules); quelle est la probabilité quun parc de 10000 voitures
comprenne au moins un véhicule au pare-brise défectueux ?



