Exercice 3

Le but de cet exercice est l'étude d'une chaine de transmissions aléatoires d'une information binaire.

Un émetteur £ émet une information binaire (¢'est-a-dire ne prenant que la valeur 0 ou la valeur 1).
Un récepteur R regoit cette information qui, pour des raisons non développées ici, peut étre conforme
ou non a I’information émise. Quelle que soit I’information émise par £ (« 0 »ou « 1 »), la
probabilité que I'information regue par R soit conforme & I’information émise par E est égale &

p (0 <p<1) etla probabilit¢ que I’information recue par R soit non-conforme 2 I’information émise
estégaled (1-p).

Ainsi par exemple lorsque 1’information émise par E est « 0 », la probabilité que I’information recue
par R soit « 0 » est égale a p et la probabilité que 1’information regue par R soit « 1 » est égale &
a-p). _ . ,

Partie I

Dans cette partie, 1’information binaire est transmise le long d’une chaine de (n+7) €léments
électroniques notés £, E,,.... E, .

Chaque élément E, est successivement récepteur, puis émetteur, excepté le premier élément E, qui
est seulement émetteur et le demier élément En qui est seulement récepteur. L’ information émise par

un émetteur-récepteur est toujours identique a celle regue.
Pour tout nombre entier £ compris entre 0 et (n-1), la transmission d'information de ’élément E, &

Iélément snivant E,,, suit la loi définie en début d’exercice, c'est-a-dire que I’éiément E, , regoit
correctement l'information binaire émise par E, avec une probabilité égale 3 p (0 <p < 1), et regoit
I’information contraire avec la probabilité (1-p).
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Par ailleurs, on a constaté que la qualité de Ia transmission d’un élément £, & 1’élément suivant £,
ne dépend pas de ce qui s’est passé lors des transmissions précédentes.

On note 4; (1<k<n), ’événement « la valeur regue par E, est identique a celle émise par E; », et
on désigne par p, sa probabilité. On convient que p, =1.

1. Etude du cas particulier n =2.

a. Construire un arbre pondéré décrivant cette situation dans le cas #» = 2. On précisera

sur ce schéma les différentes probablhtes

b. -Déterminer p, et p,.

2. Etude du cas général .
Démontrer que pour tout nombre entier £ compris entre 0 et (7 —1) ona:
Pin=Qp-Hp +1-p-
3. On se propose de déterminer I’expression de p, en fonction de 7.
: 1

a. Pour tout nombre entier naturel & inférieur ou égal 4n, onpose: u, = p, =3

i. Montrer que les (y,),..., sont les premiers termes d’une suite géométrique
dont on précisera la raison.
ii. En déduire ’expression de p, en fonction de » et de p.
b. Démontrer que la suite (p,) ., converge et déterminer sa limite.
¢. Comment peut-on interpréter ce résultat ?

Partie II

Dans cette partie, I’émetteur E, émet une information binaire transmise directement, sans passer par
des intermédiaires, vers une famille de récepteurs. Dans la suite de I’exercice on supposera que cette
famille est infinie, et on la notera (R,),., - Une partie de cette famille de récepteurs (R,),., est«a
I’écoute » , autrement dit est préte a recevoir I'information émise par £,, conforme ou non.

On suppose que les transmissions entre I'émetteur E, et chacun des récepteurs « a I’écoute » dans la
famille(R,),.,, sont indépendantes les unes des autres et que la régle de transmission est la méme que
celle définie en début d’exercice, c’est-d-dire qu’un récepteur « & I’écoute » regoit correctement
l'information binaire émise par E, avec une probabilité égale 2 p (0 <p < 1), et regoit 1’information

contraire avec la probabilité (1-p). _ __ _
1. On considére que » récepteurs sont « & }’ecoute ». Déterminer la probabilité que £ d’entre eux

exactement regoivent correctement la valeur émise par E, (k étant un nombre entier compris

entre 0 et n).
2. Le nombre de récepteurs « & I’écoute » est une variable aléatoire X. On admet que cette

variable suit une loi de Poisson de parameétre 4, A4 étant un nombre réel strictement positif
donné. Pour tout entier naturel £ on a donc : :
et
PLX =k)= N .‘

On appelle Y la variable aléatoire représentant le nombre de récepteurs de la famille (R,) qui
regoivent la valeur émise par I’émetteur £ .

a. Décrire par une phrase I’événement ( =0 ).

b. Onappelle B, I’événement : « » récepteurs exactement sont « a I’écoute » ».

et (1- p) A"

Démontrer que P((Y =0)nB,)=
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c. Justifier que I’on peut décrire I’événement (¥ = 0) sous la forme suivante :

=0-UJlr=0n5,]

n=0

En déduire que P((¥ =0))=e"%".

(On rappelle que VxeR, Zi{ =e" ).

n=0 1:
d. Pour tout nombre entier k naturel, déterminer P(Y = k). En déduire que Y suit une loi
de Poisson dont on déterminera le paramétre.
Donner alors son espérance E(Y) et sa variance V(Y).
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