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Marche aléatoire

Soient 0 < p < 1, p+ ¢ =1, (X,)n>1 une suite de variables indépendantes telles que
P(X,=1)=pet P(X,=—1)=¢q. Onpose Sy =0¢et S, = X7 +--- + X,.

On pourra interpréter S,, comme la position d’un mobile qui avance ou qui recule de
maniere aléatoire, ou comme le gain cumulé d’un joueur au bout de n épreuves, sachant
qu’a chaque épreuve le joueur gagne un Euro avec une probabilité p et en perd un avec
la probabilité q.

1 Temps d’attente du premier gain

On note N le premier indice supérieur ou égal a 1 tel que Sy = 1. C’est a dire que N
représente le premier instant de gain du joueur. Noter que N = 400 n’est pas impossible.
On désire calculer la probabilité qu’il existe n tel que S, = 1, i.e. P(N < +00).

1.Ona{N=n}={5<0,5<0,---,5,1<0et S, =1}et ¢, = P(N =n).

Montrer que ¢g = 0, ¢1 = p,¢por, = 0 pour tout k.

2. Soient n > v > 1, On note A :={S; = —1},
B,/ = {XQ SO,XQ—FX;), SO, ,X2+“'+XV_1 SOet X2++X,,:1},
C, ={X,1 <0, Xp 11+ X2 <0, , Xpi1+- - Xpo1 <0t Xppy+--+X,, = 1}
Montrer que que ces trois événements son indépendants puis que
P<A N BV N CV) = q¢ufl¢n7u-

3. En déduire que pour 1> 1, ¢, = ¢(@16n_s + Ga6u_s + - G2,
+oo

4. On pose ®(s) = E(sV) = Z Ons".
n=0

(a) Montrer que ® € C*(] — 1, 1]) et que ®(s) = ps + gsP?(s).

1 — /1 — 4pgs?
(b) En déduire que ®(s) = Pas

2qs
1—|p— 1 sip>gq
5. Montrer que ®(1) = % = : sip<g
En déduire la probabilité qu’il existe n tel que S, = 1.
1 .
—  si
6. Montrer que ®'(1) =< p—g¢q SLp -4

+oo sip<gq
Que peut-on en déduire sur E(N)?



2 Retour a l’origine

On note u,, = P(S, = 0).
1. Montrer que pour tout n, ug,;1 = 0, ug, = ( 2")p"q".

. 1
2. A l'aide de la formule de Strirling : n! ~ n"e™"v/27n, montrer que uy, ~ ——

T

“+oo
1
3. Vérifier que U(s) = Zuns” =
n=0

N 1— /1 —4pgs®

3 Premier retour a ’origine

On note Ny le premier indice supérieur ou égal a 1 tel que Sy, = 0 et f,, = P(Ng =n).
1. Montrer que fs,+1 = 0 pour tout n.

2. On note ¢,[p| la probabilité ¢,, de I'exercice 1.
En considérant que X; = +1 montrer que fo, = qoon_1[p] + Pd2n_1[q|-

3. On pose F(s) = F~(s) + FF(s) = >.720 fus", avec F~(s) = >0 qdon_1[p]s™
1—+/1—4pgs?
5 :

(b) Par un argument de symétrie, vérifier que F™ = F~.

(¢) En déduire que F(s) =1 — /1 — 4pgs?.

(a) Montrer que F' — (s) =

. 1
1 Slp:q:§

4. Montrer que la probabilité de revenir a l'origine est {
1—|p—q|l sip#q

5. Expliquer pourquoi E(Ny) = +00 pour tout p > 0.



