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Fonctions périodiques

notations: C'% désigne I’ensemble des fonctions de C°(R, C), périodiques de périodes P > 0. Soit f,g € C%,

w = 27/P, on note: = —/ f@gt)dt, P >0, |flle,p == /{f, ) ps | flloo i= sgg\f(x)\,pour
n € Z, cl[f] == (f,exp(inwt)) p, SNIf Zc Jexp(inwt), Sp|f] :=={n € Z / c[f] # 0}.
1 Exemple
Soit f : R — C la fonction 27 périodiques telle que f(z) = i(m — x), = €]0,2x][, f(0) = 0.
M
On note Sy () := 2™ [ f] exp(int).
n=N

1. Calculez le développements en série de Fourier de f et de Im(f/2), et montrez que la série de Fourier
de f converge simplement vers f sur R.

2. Montrez que que S_yon et S_y y2 ne converge pas simplement vers f sur R. Pour cela, on cherchera
leurs limites en £ = 0. On pourra introduire la constante d’Euler.

2 Différentes convergences de S{[f] vers f, f € C%

1. On suppose que f € C™ r > 1.

a alde d’'integration par parties montrez que kez €st une suite bornée.
A Taide d’intégrati ti t n el t ite b
“+o00

(b) Montrez que Z n~ D = (N,

n=N+1
(c) En déduire que :||f — S{[flloc = ON) et |[f — SF[f]ll2p = O(N""V2).
(d) (b) et (c) restent t’il vrais si f € C" et f) et O par morceaux?
(e) Vérifiez ces résultats sur f,Cy. et C? par morceaux, telle que f”(z) = 5=, = €]0, 27].
2. On suppose que f € C.
(a) Montrez que Z |cZf]] converge (|enlf]] = = lenlf]], n # 0, et ab < (a® + b?)/2).
neL
(b) En redéduire, sans le théoreme de Dirichlet, que || f — SL[f]|lc — O.

3. On suppose que f est continue par morceaux.

(a) Montrez que ||f — SE[fNll2.p — 0 en appliquant I'égalité de Parseval & f — SE[f].

sin(nx) . ) e e .
(b) Soit S(x E , montrez que la série est bien définie, 27w périodique, continue sur

10, 27[, mais qu elle n est pas la série de Fourier d’une fonction continue par morceaux.



opl/] poul j < Lp

. Nommez et démontrez 1'égalité suivante : || f|| = Z | ]
neSp(f]

? ,( convention Z o= 0).
0

. Démontrez que : Sp|[f] est fini si et seulement si f est un polynéme trigonométrique.

. En déduire que si Sp[f] N Splg] = 0 alors (f, g) = 0.

H={feC5 | Y Inclf]]’ converge}

nez

. Montrer que H est un espace vectoriel qui contient C3,. C5 C H?

. Soit f € H. Montrer que Z |en[f]] converge. En déduire que f(t) = Z cnlf] exp(int) sur [0, 27].

nez nez
. Soit f € H, on veut montrer que |f(t) — f(s)| = O <\/|t — s\) .
(a) Vérifier que pour tout N € N— {0}, [f(t) — f(s)| < > nlea[flllt = s[+2 > |ealf]]

In|<N [n|>N

(b) En déduire que pour tout N € N— {0}, |f(t) — f(s)|=0O (\/N\t — 5|+ ), puis conclure.

L
VN
Solutions périodiques d’ équations différentielles

. Pour quelles valeurs de A\, I’équation:

d2
—@u(x) = \u(z), =z €R,
admet des solutions non identiquement nulles dans C2_ = C9_ N C?*(R,C)?

2

- Soit f € O, trouvez toutes les solutions u € C3, de I'équation ———u(x) = f(z) .

On exprimera la série de fourier de u a l'aide des coefficients de Fourier de f.

. Soit ug € C2_(R, C). Touver v € C?([0, +o0[xR, C), 27 périodique par rapport x solution de:

O ta) = Loty =0, 0(0.2) = w(a)
it 2) = g5o(ta) =0, v(0,2) = uo(z).

On dévellopera x — v(t, z) en série de Fourier.



v LULLIST SsuLLlliv .

N’hésitez pas a me contacter par email pour corriger les coquilles.

6.1 Exemple

ez’nw
Lf@)= > —
neZ—{0} n=1

pour les séries semi-convergentes. Par Abel ou Dirichlet on a la convergence uniforme sur [e, 27 —

e],0e < 1. On n’a pas convergence normale sur [e, 21 — ¢],[0, 27], |0, 27| (ici ¢’esst pareil car la série

des sup sur l'ouvert ou le fermee c’est pareil pour une série de fonction continues sur le fermé) car
on n’a pas d’absolue convergence.

On n’a pas convergence uniforme sur [0, 27| car sa limite est discontinue par Dirichlet Sur ]0 27r[ non

N
7r sin(nx) sin(nz)
plus car sup |[(m—z)/2—S_nn(x)] = sup ,oucar 5= lim g £ E z_)0+ = 0.

0<z <27 0§x§27r z—0F

+oo .
T—x= Z sm(nx)’ x €]0,27[. Revoir Théoreme de Dirichlet, Lemme d’Abel
n

2. On étudie la convergence en x = 0:

2N 1

1 1 1 1 1 1 / dx

S I - T ~ = In(2) ~ 0.6931472
Sk N+l N+ N N<L+% 1+%> o 142

2N

1

ou Z r=7t In(2N) 4+ o(1) — (v + In(N) + o(1)) = In(2) + o(1).

N+1
N? 1
> - =7+ In(N?) 4 o(1) — (v + In(N) + o(1)) = In(N) + o(1).
N+1

6.2 Différentes convergences de S4[f] vers f.

1. (a) Vn € N,cP[f'] = inwcl'[f] par IPP. Calcul formel en dérivant la série de Fourier, justifié dans
le cas C%.

“+o00
1 oo da 1
(b) Z nr-i—l S /N xr-i—l - rNT

n=N+1

2 FV| 1))
© 17 = 8500w = e o g s < AL
\/EN’”Fé

rem: ||f — S2[f]llee = o(N), If = SE[f]ll2.p = o(N~""3, car d’aprés le théoreme de Parseval
( ou Riemann-Lebesgue) ¢, [+ — 0.77?7 & vérifier car on fait la somme de petit 0.7??

(d) OUI
(e) f(z)=1[2*/6 — ma?/2 + n? /6] verif 777

+oo .
T—g 22(z—37 23 22 mT—x Sln(nx
— [ [ Etde =~ 2 — s s o, 2n] glo) = :§:
[0,27]. On n’a pas bien f/(0) = 27 coslne) r=—3 [% T’r} f= ffg Maple f(z) =

n2

X sin(nz) . ,

Z 5> ¢ €]0,27w[.?77 & revoir
n

n=1



. \b)on|J] CUugetl J =g pal arsévalou DITCIOICL.

3. (a) Montrez que ||f — SY[f]|l2,p — 0 (Parseval).

<= sin(nx)

(b) Soit S(x) := Z N la série est bien définie par le lemme d’Abel, 27 périodique, continue
n
n=1
+0o0
sur |0, 27[ par Abel uniforme, mais Z W = 400, elle n’est pas la série de Fourier d'une
n
n=1

fonction continue par morceaux.

6.3 Sp[f]

LYy =0
0

2. <, trivial
= P(t) := Z cl[flexp(inwt). La somme est finie, || f — P||o = 0 d’aprés I'égalité de Parseval.

n
neSp|f]

3. Par densité, si les spectres sont finis ¢’est immédiat. Sinon P, — f dans L?, de méme Q,, — ¢ dans
L?, ot P,, Q, sont des polynomes trigonométriques donnés par 1'égalité de Parseval. Donc, Sp[P,| C
Splf], SplQn] C Splg], Sp[Pa] N Spl@n] =0, et || f = Pullz + lg — Qull2 — 0 et | Pufl2 + [[Qull2 <
| fll2 + llgl|2, toujours par Parseval. Ainsi (f,g)p = ((f — Pn) + Po, (9 — @Qn) + Qn)p = (P, Qn) p +
<f —P,,g— Qn)P + <Pnag - Qn)P + <f - PnaQn>P> donc, comme <Pn>Qn>P =0, |<fvg>P‘ < ||f -
Poll2llg = Qnllz + 1 Pall2llg = Qull2 + [[Lf = Pall2l|@ull2 — 0 .

6.4 H={fecCy) / Z Inc,[f]|? converge}

neZ

L. inc,[f] = alf'], f € C3. = cu[f] = O(n™2).
f € C3_, utiliser inégalité de Young, ou de Cauchy Schwartz, et 1’égalité de Parseval.

1
2. indication : ¢,[f] = — * nc,[f]. Th. de Dirichlet out.
n

3. 1£() = £(5) = O (VIE=5]).
(a) TAFfO) = f(s)] = Y lealle™ =™+ D7 Jealfliz< D nleallllt—sl+2 Y leal]

|n|<N |n|>N |n|<N |n|>N
1/2 1/2 12
0 S peds [ Soer) ($0) < (Thar) vavii-oom
n|<N [n|<N [n|<N nonZ
1/2 1/2

1 1
Z lea| = Z —|ne,| < Z n? <Z \ncn|2) =0 (—)
In|>N In|>N ‘TL‘ [n|>N nonZ \/N

todr 1

_9 _

car Y;Vn < /N F =N



. el Rab. o01t J palle, 47 periodique, egale a t= sul U, 7). iviontrer que j < f1 pour 1L > a =~ 5 1als
que f ¢ C'.Poura<i, f¢H a=3, f¢&H.
dem : f est C’;m en 7, et méme partout pour a > 1.
a < %, f est Holderienne de rapport < % et pas %

2 [T 9 ™
a:lubn:_/ \/Esinnxdx;IPP:nbn:——/
b=~ | VEsingna) > -

1>a> 127

sin(nz) d 2 '
evas s

5. Rab H est préhilbertien, resoudre —u” = f,u(0) = u(r) =0 ...



