Séries de Fourier

Notations : On note 01’3 les fonctions de C*(IR, ), P périodique et 5’1’2 les fonctions C* par morceaux et P péri-
~ 2 . 1 [Ff
odique. Soit f € C% et w= FW, on note le n®™€ coefficient de Fourier : ¢,[f] = P / f(t) exp(—inwt)dt, n € Z,
0

Sn[fl(t) = Z cnlf] exp(inwt), et, la série de Fourier de f : S[f](t) = Z cn[f] exp(inwt). Lorsque f est a valeurs
In|<N nez

2 [F 2 [F
réelles on préfere travailler avec a,[f] = F/ f(t)cos(nwt)dt, n >0, by[f] = F/ f@)sin(nwt)dt, n >1,
0 0

_ aolf]

et Snlfl(t) = %

N
+ ) (anlf] cos(nwt) + bn[f]sin(nwt)), S[fI(t) = lim Sn[f](t).

n=1
1%

~ P
Théoréme de Parseval pour f € C%: %/0 |£(1)|%dt = Z lealf11? = i|a0[f]|2 t3 Z(|an[f]|2 + balf112).
neZ n=1

1 Créneaux et dents de scie

Pour les fonctions de période 27 suivantes, calculer leur série de Fourier. Puis étudier la convergence simple et
uniforme de ces séries de Fourier.

1. f est impaire, et f(¢) = 1 sur |0, «[.

T — o 2

1 T
2. 0)=0 t) = 0.27[. En dédui — =
f(0) , f(t) sur |0, 27[. En euurequeng1 5 6

2 Reégularité et décroissance des coefficients de Fourier

1. On suppose que f € C3 . Montrer que c,[f'] = incy[f]. On dérivera formellement la série de Fourier de f. On
justifiera ce calcul & I’aide d’une intégrations par parties sur intégrale qui définit c,[f].

2. On suppose que f € Cé“w, ouk > 2.

1
(a) Montrer que ¢,[f®] = i*n¥c,[f]. En déduire que ¢, [f] = O (—)

nk

(b) Montrer que ||f — Sn[f]|lco := sup|f(t) — Sn[f](t)| = O (%)
Tz€R n

3. Réciproquement, on suppose que f € C% N 5}3 et que ¢,[f] = O ( ), montrer que f € C%.

nF+2
= sin(nt)
4. On pose f(t) = Z mYa t € IR. Montrez directement que f € C*°(IR, R). Calculer explicitement a,,[f]
n=1 :

et by[f]. En redéduire que f € C$°. Donner une formule explicite de f.

+

3 f)=

= sin(nt)
In(n)

n=2
1. Montrer que f est bien définie sur R, continue sur R — 277 paire et 27 périodique.

2. Cependant, & ’aide du théoréme de Parseval montrez que la série trigonométrique définissant f n’est pas la
série de fourier d’une fonction continue par morceaux sur R.



Dans cette exercice on va obtenir 1'égalité ponctuelle entre une fonction f € CJ_ et sa série de Fourier & I'aide du
théoréme de Parseval. Le théoreme de Dirichlet ne sera guere utilisable ici.

1. Montrez que la série de Fourier de f converge normalement si et seulement si Z len[f]| converge si et

neZ

+00 +00
seulement si Z |an[f]| converge et Z |br[f]| converge.

n=1 n=1

. Soit (yn)nez telle que Z |vn| converge. Soit g(z) := Z Tn €xp(in).

neZ neZ
Montrez que g € CY. et que c,[g] =, pour tout n € Z.

. On suppose que E |en[f]| converge. Montrez que, sur tout R, la série de fourier de f converge normalement

neZ
et simplement vers f. On utilisera le Théoréme de Parseval sur h := f — S[f] pour montrer que f = S[f].

. Soit f € C2_, & l'aide d’intégration par parties, montrez que sa série de Fourier converge normalement vers

f-

. Soit f € C1_, montrez que sa série de Fourier converge normalement vers f.
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5 La méthode des rectangles converge tres rapidement 7 !
. k 27 al
Soit k> 2, f € Cfy, N € N — {0}, h= ", ;y=Ihpour [ =0,1,...,N et Ry(f) =h)_ f(z)

1. Pour n € Z, montrer que Ry (exp(int)) = {

+o0
. Montrer que Z eqn[f] =0 (i) . En déduire que Ry (f) =

=1

2 si N divise n
0 sinon

27
i f(z)dz + O (hk) .
lq=1 0

2w
. Si f € CF7 quelle méthode utiliseriez vous pour calculer f(z)dz ? rectangles, trapézes, Simpson?Romberg

0

1 o
Soit f, g € CY_ et () := g flz —t)g(t)dt, = € R.

. Montrez que ¢ € CY, .
. Montrez que c,[p] = cy[flenlg], n € Z.

. En déduire que Z |en ]| converge.

nezZ

. En déduire que ¢ = S[yp] sur R
. Enoncer une réciproque aux deux résultats précédents.

. Une application: On cherche & résoudre 1’équation fonctionelle suivante

fle+y)=flx)fly) Vz,yeR (1)

dans C9 . (ie. f € C9,). Pour cela, on se fixe k € Z et on pose g(z) := exp(ikz) et ¢ la fonction définie plus
haut.

(a) En calculant les ¢,[g] puis les ¢,[¢], montrez que ¢ = ¢[f]g-
(b) A Taide de I’équation fonctionelle vérifiée par f, montrez que ¢ = cx[f]f.

(c) En déduire toute les solutions continues et 27 périodique de I’équation fonctionnelle (1).



