Feuille d’exercices sur les suites numériques

. On considere la relation de récurrence
(R) tnt2 = 2up41 + up +a”
oua est un nombre réel donné. On cherche la solution vérifiant les conditions initiates:; = 1
(a) Dans le cas ou = 0 calculeru,, pour toutn. On suppose désormaison nul.
(b) Montrer gu'il existeC tel que la suitdC.a™) ou bien la suitd C.na™) est solution d¢R). En déduire
Uy,
(c) Généraliser la méthode pour la résolution des récurrences linéaires de lafprme= b.u,11 +
cu, + a"
. Soita > 0. On consideére la suite définie par les relations suivantes :
Up = a

un

— €
Un+1 = 337

(a) Quelles sont les limites, finies ou infinies, possibles gayy ?
(b) On suppose que pour toutu,+1 > u,. Montrer que(w,,) tend vers l'infini.

(c) On suppose qu'il existe, tel queu,,+1 < u,,. Montrer que la suite est décroissante a partir du rang
no et en déduire sa nature.

(d) Dans quel cas se trouve t'on si I'on choigit= 0.3 ?

(e) Montrer que poun > 3 e™ > (n + 1)2

(f) On suppos ques > 3. Montrer queu,, > n pour toutn, > 3

(9) Dans quel cas se trouve t'on si I'on choigit= 0.4 ?

. On considere les suites définies par les deux relations suivantes :

(a) Montrer que ces deux suites sont adjacentes.
(b) A l'aide d’'une formule de Taylor, montrer que leur limite commune est le nombre

(c) On suppose qug, ¢ sont deux entiers tels que pour teubn aitu,, < § < v,. En étudiant poun = ¢
établir une contradiction.

(d) Montrer quee est irrationnel.
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. Onfixea > 1. On considere la suite définie par les conditiong ;1 = T

(a) Justifier que la suite est bien définie. Montrer sa convergencé vekga.

(b) Montrer que I'on au,, 1 — I < (u, — 1)? pour toutn.

(c) On prenda = 2. En utilisant I'inégalité précédente, determiner un entigéel que I'on ait surement
Uy — 1 < 107100

. on considére une suite vérifiant la récurrenge | = u, +

(a) Vérifier queu,, tend vers linfini

(b) Trouver la limite dew,, .1 — u,. En utilisant le théoréme de Césaro, en déduire un équivalent.de

(c) montrer qu'il existe une constantd qu’on ne déterminera pas) telle qug = n + ¢ + o(1)

. Soit (u,) une suite telle que le3 suites extraite$us,, ), (u2n+1), (us,) Soient convergentes. Montrer que
(u,,) est convergente.
. Soit (uy,) une suite réelle positive qui tend vers
(a) Estil vrai que(u,,) est décroissante a partir d’'un certain rang ?
(b) Montrer que(u,,) posséde une suite extraite décroissante.
(c) (plus difficile) généralisation : montrer que toute suite réelle possede une suite extraite monotone.
. Soitz un nombre réel. Montrer que est rationnel si et seulement si son développement décimal est pério-
dique.
. Soita € [0, 1] un nombre irrationnel. on pose, = ei™n.
(a) Montrer que les terme de cette suite sont tous distincts et de mbdule
(b) Montrer successivement :
(un,) posséde une valeur d’adhérerice
1 est valeur d'adhérence de,,)
I'ensemble des valeurs d’adhérence(dg) est le cercle unité du plan complexe.

yUg = a.
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