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Calcul approch́e deπ

1 Enonće

SoitC un cercle de rayon 1. On construit, pourn≥ 1 deux polygones réguliersPn etQn de 3×2n côtés,Pn étant inscrit dans
C etQn circonscritàC.

On admettra que le périmètre du cercle (́egalà 2π) est encadŕe par ceux des polygones.
Dans la suite, on notepn etqn les demi-ṕerimètres respectifs dePn etQn.

1. Montrer qu’on ap1 = 3 etq1 = 2
√

3.

2. (a) Evaluer, en fonction den, l’angle au centre qui intercepte l’un des côtés dePn ou deQn.

(b) En d́eduire les relations:

pn = 3×2nsin

(
π

3×2n

)
, etqn = 3×2n tan

(
π

3×2n

)
.

3. On poseα :=
π

3×2n+1 .

Exprimerpn etqn en fonction den et α.

Montrer qu’on a, pourn≥ 1:
1

qn+1
=

1
2

(
1
pn

+
1
qn

)
, et pn+1 =

√
pnqn+1.

4. (a) Soienta etb deux ŕeels v́erifiant 0< a < b. Montrer qu’on a:

a <
√

ab< b eta <
2ab
a+b

<
a+b

2
< b.

(b) Montrer par ŕecurrence qu’on apn < qn.

(c) En d́eduire que la suite(pn) (respectivement(qn)) est croissante (respectivement décroissante).

(d) Montrer qu’on a, pour toutn≥ 1,

qn+1− pn+1≤
1
2
(qn− pn).

Conclure sur les limites de(pn) et (qn).

5. A l’aide de la calculatrice, donner un encadrement deπ d’amplitude 10−10.

2 Travail demandé au candidat

1. Indiquer l’objectif de l’exercice, la nature de la méthode et les diff́erents outils utiliśes ainsi que le (ou les) niveaux
au(x)quel(s) s’adresse ceténonće et les difficult́es qu’il peut pŕesenter pour deśelèves.

2. Expliquer comment les polygonesPn etQn sont obtenus.

Pŕesenter la figure sur la calculatrice, au moins dans le casn = 1, à l’aide d’un logiciel de ǵeoḿetrie.

Justifier l’encadrementpn < π < qn.

3. Discuter l’optimalit́e de l’encadrement obtenuà la question 4.(d).

4. Proposer un autre exercice permettant de calculer une valeur approchée du nombreπ, par une ḿethode ǵeoḿetrique
ou analytique.
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