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67 5 6 Agrégation de mathématiques — concours interne

deuxieme épreuve

NOTATIONS ET DEFINITIONS

N, Z, R, C désignent respectivement les ensembles des entiers naturels, relatifs, des nombres réels,
complexes.

La composition des applications est notée o.
On pose I =0, 1].
€ (I) désigne I'espace vectoriel sur C des fonctions définies et continues sur I, 2 valeurs complexes.

! (I) est le sous-espace des fonctions continiiment dérivables sur I.
1 estla fonction constante égale a 1 sur L. La dérivée d’'une fonction f € #! (I) estnotée f'.
a et b sont les applications de I dans I définies par :
> g |
T
Soit p unréelfixé, 0 < p<1, et ¢ =1 — p A toute fonction f€E€ # (I) on associe la fonction
T (f) € € (I) définie par :

T = pfo ale) + afo b0 = pr[Z) + of

a(x)=%, b(x) =

x+1)

T est un endomorphisme de € (I). Pour n > 0, T" est le n-iéme itéré de T, c’est-a-dire que, pour
fE€MT()=fet, pour n>0,T"!(f) = T*(T(f)) = T(T"(f)). Lorsque aucune confusion n’est a
craindre, on notera Tf et T"f aulieude T (f) et T"(f).

Dans tout le probleme A désigne un nombre complexe et on pose :
« E,={f:fe®D),Tf=1f}.

AVERTISSEMENT

Les résolutions des questions I1.3,, IV.6. et V.3. font appel a des propriétés établies dans d’autres parties
du probléme. A ces exceptions prés, les différentes parties peuvent étre traitées s€parément.

1
I. Etude de E,, lorsque p= 3

Dans cette partie p = g =

£l
=

a. Vérifier que,pour f€E () et n > 1,

T =53 A

k x4k k+tl
< S —5,;— , montrer que

b. Soit x € I. En remarquant que, pour tout k=10, 25 2% =1,
lasuite (T" f(x)),>, converge et déterminer sa limite.

c¢. Conclure que :
i E,={al:a€ecC};
ii. pour [AM[ 21 eth # 1, E, = {0}.
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. Soit |A| < 1.

a. Montrer que la formule :

«©

& (x) =3 A1 cos (2* nx)

k=1
définit une fonction continue sur L.

b. Vérifier que g, € E,\{0}.
. Onpose E} = E, N ' (I).

a. Etablir que,si [A] < %, E} # {0}.

b. Pour f € #' (I), comparer T (f') et (T f)'.
En utilisant 1. :
i. montrerque [A| < 1 et E] # {0} impliquent |A| < % ouli= %;
ii. expliciter E;.

II. Application a un développement eulérien

1 1
Pour N € N, on pose Jy = —N—?, N+—2- :

a. Soit N € N. Prouver que la série :
= 2x-

converge uniformément sur J.
b. On définit la fonction ¢ sur R\ Z par:
1 i 2x

P L -

1
Montrer que @ est continue et que lim (cp (x) = T‘) = 0.
x=0

a. Soient (m,n) € Z*, m<n, et xER\Z. Onpose:

n — - 1
MEET e

Déterminer les entiers m,, n, et m,, n, telsque:

a0 = Y, [s2f5) ¢ () -

b. Etablir, pour x € R\Z, les relations :

s+ D=0, 3 (o2 + o2 - e

. Lafonction 8 est définie sur R\Z par & (x) = @ (x) — m cot (nx).
a. Montrer que & se prolonge en une fonction & continue sur R telle que'S (0) = 0.
b. En considérant la restriction 81 de § aI, conclure que, pourtout x € R\Z :

1
ncot(nx) = = AR
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1. EtudedeE,, |A| > 1,lorsque p est quelconque, 0 < p < 1

. Soit xy € 1. On pose :

Dy={x,} et, pour n>0, D,,; =a(D,) U b(D,).
a. Expliciter D,,.
b. Prouverque D = U D, estdensedansl.

n20

. Soit g € ¥ (I) avaleurs réelles telle que :

pourtout x €1, plgoa(x) - g(x)] + g[go b(x) — g(x)] > 0.
a. Justifierque M = sup{g(x):x €I} estfinietque A= {x:x €I, g(x) = M} estnon vide.
b. Soit x € A, prouver que a(x) € A et b(x) € A.

c. Conclure que g est constante.

- Dans cette question, A € C, |A| = 1. Soit f€ E,\ {0}.

a. Montrer que la fonction g définie sur I par g(x) = | f(x)| est constante.
b. Onnote Rez lapartie réelle de z € C. Pour x € I, établir successivement que :

Re (l2042) _ g, (fo2)

A f(x) A f(x)

): 1, foa(x)-fOb(x)=Xf(X).

c. Conclure que :
i Ei={al:aeC};
ii. pour |[A\| =1 et A # 1, E, = {0}.

. Prouverque,si A € C, |A| > 1, E, = {0}.

L ]
IV. Etude de la convergence de la suite (T" f)n>1,lorsque p est quelconque, 0 < p < 1

L’espace @ (T) est muni de la norme uniforme :
pour f€ €D, |f] = sup{lf(x)|:xE1}.

. Vérifier que T est un endomorphisme continu de norme 1 de ¥ {@).

a. Justifier que @' (I) est dense dans @ (I).
b. Montrerque E; = {al : a € C} estunfermé de # ().

. Soit f€ @' (T) dedérivée f' et n € N.

a. Etablir I'inégalité :
sup {IT"f(x) = T"f(yl: x, yE I} < 277 f |.
b. Endéduire que | T (T"f) = T*fl<2-"}f'|.
c¢. Prouver que la suite (T*f),,, converge dans ¢ (I) vers une fonction notée II, f et que :
b Rl 1TH LG i T B

d. Montrer que la fonction I, f est constante.

. Soit I1, I'application qui,a f € #' (1), fait correspondre I1, f.

a. Montrer que IT; est un endomorphisme de #! (I) dontT'imageest E,.

b. Vérifier que, sur #' (I) muni de la norme de la convergence uniforme, I, est continu, de norme 1.
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a. Prouver que I1, se prolonge, de fagon unique, en un endomorphisme IT de & (I), continu, de norme 1,
dontI'image estE, . S

b. Démontrer que, pour tout f € & (I):
: im |T"f-TLf] =0.

n

c. Vérifierque I1o T = I1 etque IT estun projecteur sur le sous-espace E;.

1
a. Pour p = 5, expliciter II. |

b. Soit la fonction h € @ (I) définie par h(x) = x. Calculer ITh Que peut-on en conclure sur les !
projecteurs IT' et I1" correspondant 2 deux valeurs distinctes p' et p" du parametre p € ]0, 1[? |

V. Application a la convergence des moyennes ergodiques
associées a une transformation de I

’ 1
Dans cette partie, p = ¢ = 5
Soit 6 I'application de I dans I définie par :

0(x)=2x, sixE[O,%{;

0(x)=2x-1, sixE[%,l}.

Onpose 8°(x) = x et, pour n 2 0, 6"*! (x) = 8(8"(x)) = 67(8 (x)).

On désigne par & (1) 'espace vectoriel sur R des fonctions f, définies sur I, 2 valeurs réelles, telles que
f(0) = f(1), continues par morceaux et continues g droite.

On rappelle que les fonctions continues par morceaux sur I sont intégrables. On admettra, d’une part
que,si fE Z (D), alorsTf € D (I) et fo 8 € D (I), dautre part que les formules :

fes2®, o= [ fwetan 15k = Aok
définissent un produit scalaire et une norme sur & (I).

1. Soient f, g € @ (I). 179
a. Vérifierque T (go 8) = g.
b. Montrerque (fo 0, g) = (f,Tg).
c. Endéduire que, pour k,Z > 0, (fo 8%+, go8¢) = (f, Tkg).
n-1

Pour n > 1 et f€ 2 (I), onpose M,,f=% ¥y Jeer,

£=0
2. Prouver que, pour f€ 2 (I):

=2+ 2T - K,

n

k=1

3.SitfezM N e @) et f--('[lf(x)dx
0

constante ¢ telleque, pour n€N, n 2 1:

1. Utiliser la partie IV pour établir I'existence d’une

IM, f-fl, < /—;
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