Groupe des similitudes d'un espace vectoriel euclidien de dimension 3;
groupe O5 (R). Equation a*+ b*+c*=0dansC.
Structure d'anneau euclidien de I‘ensemble des entiers de Gauss, p.g.c.d.
Application au groupe O5 (@)

ENONCE

Qn rappelle aux candidats que toutes les questions d'applications et de représentations graphiques sont
impartantes.
> . - . . . fet . 5% =E 5
On se donne un espace affine euclidien de dimension 3 muni d’un repére cartésien orthonormé (O i, j k).

Pour un point de coordonnées (x, y, z), on appelle x I'abscisse, y 'ordonnée, z la cote de ce point.
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1° On considt_%re des endomorphismes f et g de I'espace vectoriel R* dont le produit de composition f o g
est une homothétie h.

A-t-on toujours g o f = h si le rapport de h est nul 7
2° On considére un réel [, strictement positif, une matrice carrée 3 x 3 a coefficients réels M et sa transposee

MT:
a, by ¢ a, a, a, |
M= |a, by ¢ MT = (b, by by}
ay by ¢y ¢y €y C3
Démontrer que

(1) {u%+a§+a§=b%+b§+b§=c%+c§+c§=l’
ahy + azb, + azby = bycy + bycsy + bycy = €,ay + €y, + Caa3 =0

si, et seulement si,

@

{af ybi+cd=ad+bi+d=a+bi+rci="

aya; + byby + ¢,63 = aya3 -+ byby + €263 = 434, + baby + c3c, = 0.

3° On considére les points A, B, C de coordonnées respectives (ay, as, 0), (by, by, 0) et (¢, €2, 0). On introduit
les nombres complexes

a=a, +ia, b=0by +iby, c=c +icy.

a) Démontrer que A, B, C sont les projections, sur le plan de cote nulle, des sommets d’un cube reliés 4 O par
une aréte de ce cube si, et seulement si,

a4 bt cE=0 et al+bi+ciEO

b) Sous les conditions précédentes calculer I'aréte | d’un tel cube et les cotes respectives as, by et ¢; de ses
sommets projetés en A, B, C en fonction de a,, by, ¢, et de a;, by, cy.

4° Applications.

a) Lorsque a=3i,b=4i,c= Setay > 0 représenter la projection orthogonale du cube sur le plan de cote
nulle, xQy, puis compléter le dessin par la projection orthogonale du cube sur le plan d’abscisse nulle, yOz. On
présentera ce dessin, ainsi que le suivant, sur papier millimétrique en prenant pour unité le demi-centimétre. On
prendra les deux axes Oy paralléles et de méme sens.

b) Pour a =3+ 2i et b=6—3i calculer ¢ tel que

a® + b+ =0

Dessiner la projection orthogonale sur le ptan de cote nulle des cubes associés 4 (a, b, ¢) ainsi déterminés. Calculer
laréte | de ces cubes. Indiquer sur le dessin les coles des sommets du cube dont le sommet projeté en C.a une
* abscisse et une cote positives.

5 Soit ¢ un endomorphisme du plan euclidien C des nombres complexes.
a) Démontrer qu'il existc un et un seul couple (u,v) de nombres complexes tel que pour tou

t zde C,
(P'(‘z; = uz + vz
“b) Démontrer que ¢ est bijectif si, et seulement si, Jue| # ol
6° On suppose qu'il existe des nombres complexes a, b, ¢ non tous nuls tels que
Frbir=0 e (p@) + (@) + (@E) =0

Démontrer que ¢ est une similitude.

“7° - Dans lespace on appelle similitude de rapport & > 0, la composée d'une homothétie de rapport A et d’une

ométrie. :
~Démontrer que la similitude du plan de cote nullé as
ansforme’ un cube associé & (a, b, ¢) en un cube associé a (p(a), o), @)

sociée & @ se prolonge €n une similitude de I'espace qui

: I - A
: Soit: G I'ensemble des nombres complexes de la forme m + ni avec m et n entiers (relatifs).
tout: point z du plan complexe on associe le nombre k(z) des points p de G tels que |z — pl < 1.

qontrer que si la partie réelle x el la partie imaginaire y de z sont des entiers alors k(z) = L.

2° Démontrer que pour tout nombre complexe z on a
k(z) = k(z + 1) = k(z + i) = kiiz) = k(z).

_En déduire que pour tout nombre complexe z, il existe un nombre complexe z' = x' + iy’ vérifiant
et k(z) = k(z').

2
3° a) Vériher que |2'| < o
b) Démontrer que si p dans G est tel que |2’ — pl <1 alors p est 'un des nombres 0, 1,ioul +i
¢) Vérifier que |z — 1| < 1 saul pour z' = 0.

4° Démontrer que 1 < k(z) < 4, avec k(z) = 1 si, et seulement si, la partie réelle et la partie imaginaire de z
sont des entiers.

e ; ;
5° Calculer k(—£>- k(l - ',> et I((S_i-_x)
3 4 12

. — B

1° Démontrer que 'ensemble G forme un anneau pour P'addition et la multiplication usuelles. Quels sont les
&léments inversibles de cet anneau ?

2¢ ) Sachant que, pour tout nombre complexe z, il existe un élément g de G tel que |z — g| < 1, démontrer
que, pour tous a et b éléments de G, b # 0, il existe g et r dans G tels que

a=bg+r avec Irl < |bl.
a
Observer (daprés I A.) qu'un tel couple (g, r) est unique si, et seulement si, le quotient n est dans G ; dans ce

cas on dit que b est un diviseur de a (dans G).

b) Calculer tous les diviseurs de 2 dans G.

¢) Démontrer que } + i est un diviseur de I'élément a dans G si, et seulement si, la partie réelle et la partic
imaginaire de a ont la méme parité.

3° a) Démontrer quesia, b, g, r, sont des éléments de G tels que a = bg + rles éléments a et b ont les mémes
diviseurs communs dans G que les éléments b et r.

b) En déduire que si a ct b sont deux éléments non nuls de G il existe un et un seul élément de G, que I'on
nolera a A b, et qui posscde les propriéiés suivantes :

o a A b est un diviseur commun a a et b,

o tout diviseur commun & a et b divise a A b,

o la partie réelle de a A b est strictement positive el sa partic imaginaire est positive ou nulle.

¢) Calculer (4 — 7i) A (8 + ).

4° Soil a et b des éléments non nuls de G.

a) Démontrer qu'il existe des éléments u et v de G tels que au + bv = 1 si, et seulement si, a A bh=1

b) En déduire que a A b* = o A b* =1 dé que a A b=l

¢) Soit ¢ un élément de G démontrer que si a A h = 1 et si aest un diviseur de be alors a est un diviscur
de ¢



1

Les cubes associés, comme il a été vu dans la premidre partie, aux triplets (a, b, c) d'éléments de G non tous
nuls et tels que a® + b* + ¢* = 0 sont appelés des G-cubes. Un G-cube pour lequel g, b, ¢ ont un diviseur
commun dans G autre que 1, — 1, i ou — i est dit réductible (relativement a sa projection sur le plan de cote

nulle); tout autre G-cube sera dit irréductible. )

1° Combien y a-t-il de G-cubes irréductibles associés aux triplets (g, b, ¢) vérifiant abe = 0 7

On suppose dorénavant que a, b, ¢ sont des éléments non nuls de G, tels que a® + b2 + ¢? = 0, et tels que les
seuls diviseurs communs & a, b, ¢ dans G soient 1, — 1, i et — i.

2° a) Démontréer que anb=bac=cnana=1.

b) Démontrer que 1 + i divise un des trois &léments a, b ou ¢ mais ne peut en diviser qu'un seul.

3° On suppose que 1 + i est un diviseur de c.

a) Démontrer que 2 est un diviseur de (a + ib) A c.

b) On pose
2d =(a+ib) A c; 2ds = a + ib; 2t = ¢.
Démontrer que
ds? = t7);  ish = d(s? + 12).

sAt=1; sa

d

¢) Démontrer que s n'est pas nul et que — est égal a 1, — 1, i ou — i
s

4% a) Démontrer que l'arédte | du G-cube associé 4 (a, b, c) est un entier supérieur strictement 4 1 en le
calculant en fonction de s et t.

b) Démontrer que 2 est un diviseur dans G de |s?| — 52 et de |t7] — ¢2.

Démontrer que [ est impair.

5° On se donne deux éléments 5" et ¢ non nuls de G tels que

sSatr=1 et Is?] + 1t'*| soit impair.

Démontrer qu'au triplet (s — 12, — i(s”? + ¢'?), 25't') d'éléments de G est associé un G-cube irréductible.

6° a) Existe-t-il des G-cubes irréductibles d’arétes 3, 5 et 77

b) Dans chaque cas affirmatif dessiner la projection sur le plan de cote nulle d’un tel G-cube.

7° Démontrer qu'il existe deux G-cubes irréductibles d’aréte 9 tels qu’on ne puisse passer /e la projection de
I'un & la projection de I'autre par une similitude du plan de cote nulle.

8" Démontrer qu'un G-cube est réductible si, et seulement si, il existe une similitude du plan cote nulle, de
rapport A, 0 <X < 1, qui permet de passer de la projection de ce G-cube a celle d'un autre G-cube.
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