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2 Préliminaires.

2.1 Résultat 1.
1. Par définition de I'équivalence, nous avons

Tpn ~ Yp == Tp — Ynp = 0($n)

n—-+o0o

c’est a dire que pour tout > 0, il existen € N tel que:
Vn = ng, | yn| ETn

carx, = 0.
On se fixes > 0. Soit doncn > ng, en utilisant 'inégalité triangulaire, on a:

n n no—1 n no—1 n
Zx Z Zﬂﬁk—yk)+2|$k—vk\< Z(;vk—yk)+52xk
k=0 k=0 k=0 k=ngo k=0 k=ng

2. Sila série de terme générgl est divergente, alors

no—1 n
Z (Tk —yk) =0 <Z$k>

k=0
donc poum > ni,0na

no—1 n
Z (e —y)| < Ezwk.
k=0 k=0

Puis en reprenant, I'inégalité précédente, on en déduit querppumax(ng,ni), on a

n n n
Zwk — Zyk < 282»’%
k=0 k=0 k=0

ce qui signifie que:

2.2 Reésultat 2.

1. a. Soitn € N. On considére la suit@, ,),>n+1 définie par:

Vp>n+1, vmpruk—Zukf Zuk

k=n+1

p [e%¢)
La suite <Z uk> étant convergente de IimiE uy, on en déduit que :
k=0 p>n+1 k=0

v, = lim v —ZU—ZU—ZU
n ptoo n,p k k k

k=n+1

est bien définie. De plus, cette suite est convergente de limite nulle car

o0 n
lim v, = E up — lim E up =0
n—-+o00 n—-—+o00
=0 k=0
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b. On peut effectuer une transformation d’Abel en constatanvgue— v, = u, :

Z kup, = Z k(vk—1 — vg)
k=1 k=1
= Z kvp_1 — Z kuvg
k=1 k=1

n—1

= > (k+ v =Y kg
k=0 k=0
n—1

= > [(k+1) = Koy, — no,

k=0

n n—1
Zkuk = ka — Ny
k=1

k=0

c. Il suffit de montrer que la suitgwv,,) est convergente de limite nulle.
On peut constater que,,) est une suite a termes positifs (car igsle sont) et décroissante (caf — vp,+1 = up+1 > 0).
La série de terme général étant convergente, elle vérifie alors le critére de Cauchy :

q
Ve >0,dN e N,Vg>p > N, Zvn <e
n=p+1

Fixons donc > 0 et N € N s’en déduisant. La suit@,,) étant positive, on peut écrire :
Vg>p=>=N, 0< Z vy < €
et (v,,) étant décroissante, on a:

0<@-(+ D)+ < ) w<ee0<qu<etpy
n=p+1

Fixonsp = N. La suite(v,,) étant de limite nulle, on sait qu’il exist¥; € N tel que0 < v,, = |vy| < % pour toutn > Nj.
On en déduit alors que pour togt> max(/N,N7), on a

€
0< < N— = 2¢.
qug < €+ N €

On en conclut alors que la suitev,,) est convergente de limite nulle.

oo
d. On suppose que la série de terme généiglest convergente. La sui<e Z k:uk> est alors convergente de limite
k=n+1 neN
nulle et on a clairement :
o [e.e]
Z kug > Z (m+Dug=Mn+1v, >0
k=n+1 k=n+1

puis par encadrement nous en déduisons que lauite 1)v,,) est de limite nulle et commg,,) est de limite nulle, nous
en déduisons quewv,,) est de limite nulle.
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e. Nous venons de montrer dans les deux questions précédentes que les séries de termesiggretrgugont simulta-
nément convergentes et dans ce cas la $uitg) est de limite nulle donc compte tenu de la relation montré@ dm), nous
en déduisons immédiatement que :

o0 oo

Z Ny = Z Up,-

n=0 n=0

2. On suppose qu¥ admet une espérance c’est a dire que:
o
E[X] =) nP(X =n)
n=0

existe c’est a dire que la série de terme génefalX = n) est convergente.
Or la série de terme génénal = P(X = n) est une série a termes positifs et convergeant ¥ebn pose alors, pour tout

n € N: i, .
Un= Y P(sz)zP( U {sz})

la derniere égalité ayant lieu puisque les évenemgtits- k), sont disjoints et nous en déduisons que:

vp=PX >2n+1)=PX >n)

puis en usant du résultat de la questbre.) nous en déduisons que
o0 o0

E[X]=) nP(X=n)=) P(X >n).
n=0 n=0

2.3 Résultat 3.

1. La suite(a,,) étant & termes positifs, il est évident gtiest croissante si@, R, par conséquent admet une limite e

et celle-ci vaut sup f(x) etI'équivalence demandée devient alors évidente.
z€[0,R[

2.a Soifl <e<Retne N.Ona:

n

> an(R-o)" < iak(R—a)k =f(R—¢)<L

k=0 k=0

la premiére somme étant finie, on peut faire terxdvers0 et on obtient:

n
Z akRk < L.
k=0

n
b. La suite(Z akRk> est croissante car leg sont positifs elR > 0, et majorée paf,, elle est donc convergente.
k=0
c. Onapourtout € [-R,R]:

Sanfet] < Yot
ce qui induit que la série entiére est normalement convergenfe 8urR].
Ainsi la fonctionz — > a,z™ est continue suF-R,R] donc:

rz— R~ r—R~

ianR” = lim ianx" = lim f(x).
n=0 =0
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3 Premiére modélisation : le cas particulierN = 2.

1. a. Sile jeu s'arréte au second duel, il est alors clair.fueu J; a gagné ses deux duels dabg correspond &0,0) ou
a(1,1).

b. Lejeu s'arrétant a(n+1)-iéme duel, l§n+1)-uplet constitué des résultats ne peut contenir un eht@vec) < k£ < n)
plus d’'une fois et il contient nécessairemerdeux fois. AinsiD,, ;1 correspond agn + 1)-uplet(0,2,...,n—2n—1,n.n)

ou bien &1,2,...,n — 2,n — 1,n,n).

2. a. Lévenement Jy gagne ou/; gagne» €tant certain, la probabilité que,, (pourn > 3) se produise est égale a la
probabilité de I'évenement .J, gagne,J; gagne, ...,J,—; gagne et/,, perdy, donc :

VYn >3, P(D,)=p""%1-p)
etP(Dy) = (1 —p)(1 —p2) +p(1 —p2) =1—-p2=1—pdonc
Vn =2, P(D,)=p""%(1-p).

De plus les événemenis,, étant disjoints entre eux, on a:

PlUDn| =) PDy)=) p"*(1-p)=(1-p)x

n=2 n>2 n=2

c'est a dire que I’événemer@ D,, est certain ce qui revient a dire que le jeu s’arrétera au bout d’'un nombre fini de duels
n>2

b. La loi deT est donnée paP(T = n) = P(D,) = (1 — p)p" 2. Ainsi T suit une loi géométrique de paramétre p,

donc I'espérance et la variance existent et valent :

1-— 1-— 1
E[T] = (1—p)ann72:7p np" ! = p><< 2—1)
n>2 n>2 p (1-p)
_ 1-pp2-p)
P (1-p)’
2 —
ET] = 2
L—p

De plus la variance est donnée péir|T] = E[T2] — (E[T])?, on commence par calcul&{7?]:

T2 = (1-p) Y 02
n>2
= (1=p)) nn—1p" 2+ (1—p)> np"’
n>2 n>2
- _ 2 2—p
= (1-p)x T +1—p

donc:

Var[T] =
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3. CalculonsP(Dy,) pourk > 3:
P(Dg) =p2 x p3 X -+ X pp—1(1 — pg) = Be—1(1 — pr) = Be—1 — B

et P(D3) = 1 — ps donc poum > 3:

n

N PO =1-3+Y B1—Be=1-8,

k=2 k=3
et cette formule est encore vraie pous 2, donc

n

EP(Dk):l_ﬁn

k=2
De plus, les évéenement®,,) étant disjoints deux a deux, on a:

P (U Dk> =Y PDy)=1-pn
k=2

k=2

o0
donc U Dy, est de probabilité si et seulement s#,, tend verd) quandn tend vers I'infini.
k=2

4. Pour qud J,-, D;, soit de probabilitd, il faut et il suffit que3,, tende vers). Or compte tenu qug, = 1 — —, nous

avons: N
i)

i=2
et puisque chaque terme du produit est strictement positif, nous pouvons passer au logarithme pour obtenir :

= 1
InG, = Zln <1 — W) .
=2
Puisques,, doit tendre verd), la série de droite doit étre divergente de limitec, or le terme général de cette série est

équivalent en l'infini & —. La série de terme général— est divergente si et seulementsic]0,1] (critere de Riemann)
1 (3

donc la série de terme générall 1 — — | est divergente si et seulementsi]0,1] (cf préliminaires).
2

On peut donc conclure qug, tend verd) quandn tend vers l'infini si et seulement &i €]0,1].
5. OnaP(T =n) = P(D,), donc:

PT=2)=1—-py=—= et VYn>=3, P(T=n)=[0n1—Dbn

et on a par téléscopage

et on en déduit que
1

n(n—1)
La série de terme généraP (1" = n) est clairement divergente, dofitn’admet pas d’espérance.

Vn>2, P(T=n)=
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6. a. Puisque
1 1
~ Pk n—+oo k&

et que pourx €]0,1[ la série de terme génerg]l& est divergente, on a, d'aprés les préliminaires,

n

n
Sl ~ 1
Pk o Lo
k=2 k=2

b. Lafonctionz € R* — — étant décroissante, on a par positivité de l'intégrale :
x
k k k
1 1 1
/ dxg/ dzg/ S S
k-1 k¢ k-1 7% k-1 (k—1)

—1 < /k —1 dx < 71
~ X ~ o
ke Jgoq @ (k—1)

En sommant les inégalités, on obtient grace a la relation de Chasles que:

c'est a dire:

k=2 =2
c'est a dire: . .
1 nlme—1 1 1
= S o
ko 11—« ke n
k=2 k=2
donc
1 n'm &K1 1 1
11—« | Y _2k°‘\1—a n
puis commex €]0,1], on a:
n
1 nlme 1 l—a
kZ—QW_l—a\l—a+1_a:O(n )

donc

n 1 nl—a
Z kY n—too 1 —
k=2

c. De la question précédente, on peut déduire que

nlfoz
lnﬁn n—:\—-;-oo _1 — Oé‘
De plus:
7,LC
In (n“up) = In (n°Bn(1 = pny1)) = In (Bn) + In (n+1)°~
etona:
nl—a

In (nuy) ~ + (c—a)lnn

n—too 1—a
puis par théoréme de comparaison des fonctions usuelles, on a

nlfa

C p—
In (nuy,) o "1 a
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donc la suitgIn (n“u,,)) tend vers—oo quandn tend vers I'infini.
En particulier, pourc = 3, la suite(In (n3un)) tend vers—oo donc par application de I'exponentielle qui est de limite

nulle en—oo, la suite(n®u,) tend versd doncnu,, = o — |. Par le théoreme de comparaison des séries et le critere de
n

Riemann, on en déduit que la série de terme géméralest convergente.

OnanP(T =n) = nuy—1 = (n — 1)up—1 + up—1, PUiS commeu,, < nu, pourn > 1, on en déduit alors que la série de

terme générak P(T = n) est convergente dorit admet une espérance.

4 Deuxieme modélisation: le cas ou les probabilités sont constantes.
4.1 Cas particulier: N =3etp=1/2.
1. En notantP(A|B) la probabilité ded sachant3, on a:

B P(G,NA) B P(Gy)
PG A = =50y = P(ay)

car siGG,, se réalise, alors nécessairemdntse réalise. De plus, di, participe, il a une chance sur deux de gagner chacune

de ses trois confrontations donc L1 1 1
P(G,lA,) = =X = x = ==
(Gnldn) =5 x5 x5 =3

et on en déduit que:
1

2. PuisqueV = 3, il y a au moains trois confrontations. Les joueugset .J; participent a la premiérel, a la seconde ef;

a la troisieme, donc les évenemendts A;, A, et A3 sont certains.

3. a. Le premier duel du joueur,_, est le(n — k)-ieme (si bien sar le jeu ne s’est pas arrété avant), s'il participeiame
duel, il aura alors participer/a+ 1 duels. Donc sk > 2, alorsk + 1 > 3 donc.J,,_; a gagné trois duels et teiéme duel
ne peut avoir lieu don®(A,, ;) = 0.

Les évenementd,, ; et A, » sontincompatibles et leur réunion vadif donc:

P(A;,) =P(An1) + P(Ap2).

De plus:
P(Anl ﬂAn_l) P(An 1)
P(A,1|An—1) = : = :

1 1 1
carA, 1 C Ap—1.OrP(Ap1]An—1) = 3 doncP(A, 1) = §P(An,1). OnaP(Ay,2|An—2) = 1 etA,» C A,_o donc, de
1
méme,P (A, 2) = ZP(An_g). On peut alors conclure que pour> 4

P(A,) = %P(An_l) + iP(An_g).

b. La suite(u,,) définie poum > 2 par

Ug = 1, uz = 1
Vn =4, u, = %un—l + %Un—2

est une suite récurrente linéaire d’ordrdoncu,, est une combinaison linéaire d@ et dery donc

Ip) ER?E Vn>2, w, = Al 4 prd
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On détermine\ et i grace aux conditions initiales, etus :

1= Xrf + pur3
1=\ + prs

or le déterminant de ce systéme vafit; — rir3 = r?r3(ro — r1) qui est différent d@ carr; < ro. Onaalors:

T — 1
AN_ ot =\ (1 _ | rd(ra—m)
% r2r3(ry — ) \—77 71 1 L—r
r3(re — 1)
On calculex et :
3_,2,.2_ .3
Ty —Tr5+71r7—"
)\4‘# —_ 2 5 22 1 1
rirs(re — 1)
s +rira+ i — (r1+72)
- 2
(rir2)
_ (1"1 + T2)2 —7r1re — (7“1 + 7“2)
(rir2)?
1
orry +ry = etriry = 1 doncA 4+ p =0 et
- rp—1l—rra4+mn
r2r2(ry — r1)2
- r+ro—1rire—1
(r172)?[(r1 + 72)2 — dry7)]
o -1/4
- 5/64
16
5
P 4 1
etdeX + p = 0 on déduit que\ = i%. Orrirg = ~1 < 0etr; < rydoncr; < 0doncu > 0 eton peut en conclure
que:
A= 1 et _ 4
NG SRV
puis que

c. Les événements7,) sont deux a deux disjoints donc:

P(Ue)-Sre-tebe by

n>0 n>0

il n’est pas difficile de vérifier qué-;| < 1 et que|rs| < 1 donc:

1 1 r2 r2
P Gn| = - 21
U " 4+2\/5(1—7”2 1—7"1>

n>0

1 T%—T%—Tﬂ’g(?g—rl)
2v5 1 —(ri4mr2) +rire

L (ro—r1)(r1 +r2 —r172)
2v5 1= (r1+re) +7r1m2

_l’_

_l’_

N N
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5
orrg —ry = \/(ry + )2 — driry = \2[ (carry > r1) donc

+—— X

1 1 V5 3/4
P == ~— =
U G 4 25 2 1/4

n>0
donc I'évenement il existe un gagnant est certain donc la probabilité que le jeu s’arréte edt.de

Pour que le jeu s’arréte au troisieme duel, il faut et il suffit gyeu J; gagne ses trois duels donc:

2 1

Si le jeu s’arréte au-ieme duel, alorg,, ne peut étre la vainqueur (car il n’a fait qu’un seul dud}), ; non plus (il n’a fait
que deux duels) et comni&(4,, ;) = 0 pourk > 2, on en déduit qud,,_ est vainqueur, autrement dit

P(T = n) = P(Gn_g).
Donc pourn > 4,0n a:
1 1
= —P(Gp_s) =
(Gn-2) N

L'espérance d& existe car la série de terme généi@l(T = n) est clairement convergente, donc:

(37

3 1
E[T] = 4+ =) n(h =)

4 2\/5 n>4
3 1 (1 1 ;)

= -+ —= —an? ——an?
4 2v5 \ 2 n>4 ">
3 1 [1 1 1 1

= -+ — —1-2r —37‘2>—<—1—2r —37“2)]
4 2V/5 |2 ((1 — 7“2)2 2 2 1\ (1— 7’1)2 ' !
3+ 1 1 1 n 1 1 +3( )]

= = - - — — TN —T
4 2\/5 _7"2(1 — 7"2)2 7"1(1 — 7“1)2 1 2 ! ?
301 [m(—r)?—rl-r)? r-

_ 24 71 ( 1) 72( 7"23 T2 —T1 —3(ry — 1)
4 2\/5 L rire((1 —r1)(1 —1r2)) rr2

_ §+ 1 r:{’—r%—Z(r%—r%)—krl—;g_2\[_3\/5
4 2\/5 i T'17‘2(1 + r17r9 — (Tl + 7'2)) 2

B §+ 1 _(7"1—7“2)(7“%4—7“17“2—#7“%—2(T1+r2)—i—1) B V5
425 rira(14 riry — (r1 +12))? 2

_ 31 (r—r) (L= (r+m))*—rra) 7V5
4725 rra(l4 e — (r+ r2))? 2

3, 1 [=VB/4 1B

4 25\ —1/64 2
56

ET = —=7
= 2
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4.2 Etude du cas général

1. a. La probabilité qud, gagne le premier duel est- p et la probabilité qu’il gagne chacun das— 1 duels suivants est
1 —pdonc:
g0 =P(Go) = (1-p)".

Pour0 < k < N, les événementd;, sont certains car il faut au minimur¥ duels pour quéV duels soient gagnés par I'un
des joueurs, donc:
Vk € [QN]N, ap = P(Ak) =1.

b. Les évenements,, sont deux a deux disjoints donc:

n n n
>0~ 3-ry-r(Ua) <
k=0 k=0 k=0
ainsi la série de terme générgl est a termes positifs (ces sont des probabilités) et les sommes partielles sont majorées d

la série est convergente.

P(G, n . o . i
c. OnaP(G,l4,) = (Gn) —In carG, C A,.Lejoueur], aparticipé awm-ieme duel avec une probabilipgde gagner
et lesN — 1 duels suivants avec une probabilité- p de gagner donc:

P(A,) ay

P(Gn‘An) = p(l _p)Nil <~ gn = p(l _p)Nilaw

9n
p(l—p
2. a. Tout d’abord, on #(A, ;) = 0 pourk > N, en effet siJ,, rencontre/,,_, aveck > N alors le joueut/,_; aura
remporté au moingv duels ainsi len-ieme ne pourra avoir lieu. Les évenemedts;, pourl < & < N — 1 sont deux a
deux incompatibles et leur réunion vadit donc:

Ainsi a,, = donc la série de terme général est convergente.

)Nfl

N—-1
an =Y P(An)
k=1

De plus, compte tenu dé,, ;, C A,,_x, ona:

P(An,k)

P(An,k‘Anfk:) - Gk

Le joueurJ,_ a une probabilit¢ de remporter les — k-iéme duel et une probabilité— p de remporter lesn—1) — (n—k)
suivants donc:

P(AnklAnk) = p(1 —p)*
et on peut conclure que:

N-1
ap = p(l _p)k lan—k
k=1
Pourn=N +1,0na:
N-1 N-2
k— k
a1 =Y p(l—=p)  ay_-1y=pY_ (1 —p)ray_
k=1 k=0

Or NoUs avons vu queg, = 1 pourk € [0,N]y donc:

1-(1-p™!

i) =1-(1-p"!

GN4+1 =P

—10-—
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b. Ona

N N-1
S = Zan + Z Z p(l _p)k_lanfk’
n=1

n=N+1 k=1
N N-1
= Zan“‘ Zp(l_p)k_l Z Op—k
n=1 k=1 n>N+1
N N-1
= Zan“‘ p(l_p)k_l Z (279
n=1 k=1 n>N+1—k
N N—-1 N—k
S = Zan—i— p(1—p)F! (S—Zan>
n=1 k=1 n=1

N-1 N N-1 N—k
(1 — Z p(1 —p)k_l> S = Zan — Zp(l —p)k_1 Z an

k=1 n=1 k=1 n=1
- (1 p)Nfl N N-1 N-1
-l - _ B k=1 _
(1 _pl—(l—p)> S = Zan p(1—p) Z AN—;
n=1 k=1 i=k
N N—-1N-1
1-p)"'s = ) an— p(1—p)* tan .
n=1 k=1 i=k
En permutant les deux sommes, on obtient :
N N-1 i
Q="' = Yan— > anv=id pl—p)*!
n=1 i=1 k=1
N—-1 i
1-(1-p)
= N - aN—;*p
; "T1-(1-p)
N-1

= N—ZaN_i<1—(1—p)i>

i=1
N-1 ’
= 1+ Z (1 =p)anii—(it1)
i=1
| X
= 14+-> p(l— P laniik
Pis
1 _
= 1+ Z; [aNH —pan + p(1 — p)N 1a1}

(-p)[1--p""]
p

= 14

et on en déduit que:
N—
S:p+(1—p) [1—(1—29) 1] _ 1—-(1-p)¥
p(1—p)! p(1—p)" !

—-11 -
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puis que:
Y gn=0-p+p1-pls=1

n >0

donc I’événemenU G, est certain donc la probabilité que le jeu s’arrételest
n=0
3. a. Sile jeu s’arréte a la-ieme étape cela signifie le jouediy 1 a gagné sed’ duels donc:

gn=P(T=n+ N —1)
Si J, entre en jeu, alors le jeu ne peut s’arréter gu’en au moigigels et réciproquement. Donc :
an = P(T = n).

b. OnaP(T > n) = P(T > n+ 1) = an+1. Puisque la série de terme génétalest convergente alors celle de terme
général,, 1 I'est aussi dond” admet une espérance et:

ET] = Y PT>n)=> an1=5

n>0 n>0
1-(1-p"

Bl p(1—p)N 7t

. . o 1
Le résultat trouvé e(d.1.3.c.)était valable poulNV = 3 etp = 3 calculonsE[T] dans ce cas:

|
00l—|0ol~

I

\]

ce qui confirme le résultat de la questi@nl.3.c.)
Puis pourN =2,0n a:
1-(1-p* p2-p) _2-p
pl—-p)  pd-p) 1-p
ce qui confirme la-aussi le résultat de la ques{®a.b.)

. 1
Et enfin, avep = 5 et N quelconque, on a:

1—(1-LHV 2

E[T] = ( ]2v)1= 25 =9l 1.
1 1 - —
5(1_5) 2N

c. Ona(A,NA,+1) = (T = n) car siJ,, joue et si/,, ;1 ne joue pas alors le jeu s’arréte &ldéme étape et réciproquement.
Donc
P(Ay) = P(Aps1) = P(T =n) <= an — pi1 = gn-nt1 = p(1 = p)" " an_ni1

la derniére égalité étant vraie car- N + 1 > 2.

5 Comportement asymptotique de la loi deT” .

5.1 Unlemme.

Il s'agit ici de démontrer le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire d@an®n procéde par récurrence sug 2:
e amorce: Supposons que l'on afty,zo) € C*2 tel que|z; + 22| = |21| + |22].
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En faisant la confusion vecteur-affixe, on éléve au carré et I'on obtient :
2 2 . 2 2 .
21"+ |22|” + 221 - 22 = |21]” + [22]” 4 2|21]|22] <= 21 - 22 = |21]|22]
ou. - . désigne le produit scalaire usuel. On se retrouve alors avec le cas d'égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwa
cela permet d’affirmer que les vecteurs (affixes) sont liés c’est a dire qu'il exist® tel quezs = Az, et puisque
21 -z > 00n\ € RT™, Ainsi la propriété pour = 2 est vraie.

e hérédité: Supposons la propriété vraie au rang 1. Montrons-la au rang.
Soit une famille(zy, . .. ,z,) une famille de- nombres complexes non nuls telle que :

r r r—1 r—1
Dk =2 lal = a4 3 ) = fal + 3l
k=1 k=1 k=1 k=1
puis en appliquant I'inégalité triangulaire au membre de gauche, on obtient:

r—1 r—1 r—1
|Zr\+Z|Zk:|= ZH-ZZk sz
k=1 k=1 k=1
puis de nouveau par inégalité triangulaire, on a:

r—1
>l <
k=1

r—1
>

k=1

r—1
— lzk| <
k=1

< |z +

r—1

>

k=1

r—1
<l
k=1

donc
r—1

>

k=1

r—1

=3l

=1

D’aprés I'hypothése de réccurence :
Vk € [[2,7“ — 1]], d\, € R+*, ZE = A2

Autrement dit

r—1
2 + <1+Z>\k) 21
k=2

r—1
= |zr| + (1 + ZM) |21

h—2
r—1
Poson®R** 5 A=1+) M etona:
s
|zr + Az1| = |zn| + [A21].

D’aprés I'amorce, il exista, € R tel quez, = \.\z; et en posank, = A\ la propriété est vraie au rang

5.2 Etude d’une fonction associée 4" .

1. Ona, d'aprée¢4.2.3.a.)

Qz) = Zan+1w"

n=0

Puisque la suitéa,,) est a termes positifs et que la série de terme géngrast convergente, on en déduit que la série entiére
définie ci-dessus est de rayéh> 1. Si R > 1 alors(@ est clairement définie si#1,1], elle y est évidemment continue et
dérivable (car c’est une série entiére). Par contie si 1, la série définissart) est majorée sup,1[ par.S, donc d’aprés la
question(2.3.2.c.)celle-ci est normalement convergente [sut,1]. De la convergence normale de la série entiére, on déduit
immédiatement qué est continue suf—1,1] et dérivable suf — 1,1].
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2. On amontré que:
VY= N+1, api1=an—p(l—p)  an_ni1
donc

Q(r) = ZanHJE + Z anx" Z an-Ny1Z"

n>N+1 n>N-+1
= Z 12" + Z ant12" — p(1 — p)Nﬁl:JcN Z py1z"”
n=0 n>N n=1
N N-1
= > appr" 42 Q@) - Y CLn+1$”] —p(1—p)" 2V [Qx) — a1
n=0 n=0
N-1 N-1
= Z 2"+ anprzY + 2Q(x) — x Z 2 —p(1 —p)N N Q) + p(1 — p)N 12N
n=0 n=0

= 1-aV+ [1- (1= 2N +p(1 =)V 2 +2Q(@) - p(1 - p)¥ 2V Q@)

et en passant les termes@() a gauche, on obtient:

1—x+p(1—p)N_1a?N] Qz)=1-1-p) V" = [1—x+

1 _
3. Posons
a(z) = )Y et =1 (1 -p)"
on aalors: )
oz >—1—x+f[1—ﬁ<x>} <=>a<x>+1%pﬁ<x>= T

. . s . 1 1 . - .
donc sip est une racine communendet a3, alorsp est racine del— —z doncp = T puison vérifie sans peine que
-p -D

a(p) = B(p) = 0. Ainsi T—5 est la seule racine (évidemment réelle) communesaas.
-D
De plus, on vérifie que:
Bp)=-N(1-p)#0
doncp est une racine réelle communev&t 3, et celle-ci n'est pas simultanément multiple (j'utilise cette expression car il
y a une ambiguité sur le matsimple» dans I'énoncé).

Les polynémes et 5 sont alors tous deux divisibles par le polyndime z(1 — p) eton a:
N N—-1
Bx) 11— (z(1-p))
1—2z(1-p) 1—3:1—p) k:o
— 1 + 1=p (1 k 1k
. Z
1 1-
= —+ pB(x)
p p
puis compte tenu de la relation montrée a la question précédente, on a
alx T 1
@ __» 8@ 1 g

1—z(1—-p) l-pl—z(l—=p) 1-—p
et en divisant I'égalité obtenue a la quest{ér2.2.) on obtient :

~B(2)Q(x) = ; T 1;%@) — Q) =1 ; 1
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5.3 Etude des racines deB .

1. Lafonctionz € R* — B(z)+ 1 estune somme de fonctions strictement croissante® salonc celle-ci est strictement
croissante puis on en déduit gBeest strictement croissante.

Ona: N
1 N—-1
1-(1-p) N-1
B(l)=-1+p =—1l4p——m—F—F"——=—-(1-p .
; 1-(1-p) (1-2)
Ainsi B(1) < 0 etclairement lim B(z) = +oo donc grace a la continuité et a la stricte monotoniéden peut appliquer

T—+00

le théoreme de la bijectlon pour en déduire daadmet une unique racingy sur|l, + oo|.
De plus,B’(z Z kp(1 k 12#=1 donc comme précédemment est une fonction strictement croissante Bur

doncB'(pn) > B’(O) pdoncB’(px) # 0. On peut alors conclure quey est une racine simple de.

2. On raisonne par I'absurde en supposant que toutes les racines compléxesiiede module au plysy. Soitw une
racine deB,on a:

=
L
Z

-1

<D p=p)Helf < (1 -

k=1 k=1

1=8B =1

2@

k=1

les inégalités précédentes deviennent alors des égalités et on en déduit que :

N-1 N-1
> op(—p) W = p(t = p) el
k=1 k=1

etd'aprés le lemme, on a:
Vk € [2,N — 1], 3\, €]0, + oo, (1 —p)" 1w = Nw

donc si un telv existe, alors pouk = 2 on en déduit qu'il est réel et comnig n'admet qu’une seule racine réelle, on en
déduit quev = py. PuisqueB est de degrév — 1, on en déduit alors quey est racine d’ordréV — 1 (car dansC, B admet

N — 1 racines) ce qui est contradictoire.

On peut alors conclure que toutes les racines complexés(fermisp) sont de module strictement supérieyra

3. La série entiére compleXe, P(T > n)z" est de rayon au moiriscar la série)  a,+1 est convergente donc la conver-
gence de la série entiére est au moins assurée sur le disque ouvert dé etrteerayonl. Puisque la série converge sur
[—1,1], on peut alors obtenir la convergence normale sur le disque fermé de @entfe rayorl ce qui assure la continuité
de> P(T > n)z" sur D(0,1). Par compacité dé&(0,1), la séried_ P(T" > n)z" est alors bornée sup(0,1) ce qui
permet de conclure qu’elle n'admet pas de pbles/s(ir,1) (car au voisinage de ceux-ci, la série ne serait pas bornée). Pa
conséquent, le résultat était prévisible.

5.4 Recherche d’équivalent.

. A1 , . 1 . , . .
1. B étant un polynéme- est une fraction rationnelle dong € C(z) et le résultat demandé est une simple conséquence
du théoréme de décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples.
2. a. Afin d'éviter I'utilisation de la théorie des fonctions holomorphes, introduisons la fonction :

1

rel—1,1 —
foir €] 7[Hl—re’e

qui est&’> sur| — 1,1[. De plus, on a clairement
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et la série est de rayan En dérivants fois cette relation, nous obtenons:
20 =3 nn 1) (n— s+ 1)
n>s
puis en reprenant I'expression initiale fig on a:
slets?

90 =

donc

1 = Z n(n - 1) o "(TL — s+ 1)Tn—sei(n—s)9
(1 — rei?)® ey s

et en réindicant, on obtient :

1 (n+s)(n+s—1)(n+1 nzn@ n _ind
T =) =D Chyrle
(1 —rei?)® >0 s! =
ainsi
Vs > 1,V|z| < 1, ZC,HS 1 2"
n>0

. z
Puisquezx| > 1 et|z] < 1,ona|—
2

‘ < 1 donc d'apres la formule ci-dessus, on a:
1 2 \"

B G

(1—i>5 ; AN

=2 G

n+s—1 n+5
Z —Z

k n>0

donc

b. Ona

Vg

s—1
S = Yo X Tt
Z—Zk )5 Zn+s

s=1 s=1 n=0 k
Uk -1
- () !
- s n
n>=20 \s=1 %k %k #

les deux sommes ayant été permutées car la premiére est finie. On pose

Pp(X) =

F (X +s—1)(X +5—2)--- (X +1)
; (s —=1)lzp

qui est clairement dari®[ X ]. De plus le polyndméX + s — 1)(X + s —2)--- (X + 1) est de degré — 1 donc P, est de
degré au plus, — 1 etona

par conséquent
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c. On déduit de la question précédente que:

donc

puis par unicité du développement en série entiére, on peut identifier les coefficients et on a:

1<~ P
Vn > 1, an+1:*2 kgln)
k=1

2k

3. a. Sizg # pny,0na

PN

2k

car

< 1 et parce qué>, est un polyndme. La somme donnant, ; étant finie, on en déduit que gy = z,, on a:

1
. o 1o
nhrf Ant1PN = , nhrf Py(n)

maispy étant une racine simpkg = 1 donc P, est de degré au plusdonc P, est constant et :

P(0
lim ap+1py = «0)
n—-+00
P(0
et en posank’ = ﬁ ona
p
K
Qn+41 oo p% .
b. On a, puisquey est simple,
A —
P, = 261 et )\g,l = s o\l
pN B(Z) Z—pN
et la derniere quantité va%/i (en utilisant la regle de L'Hospital), on en déduit alors que:
(pN)
1
K=——.
pB'(pn)

OnaP(T =n)=gn-n+1 =1 —p)N_lan_N_H donc:

N-1
oo -pey 1
n—too Blpy) PR
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