Agrégation interne

Corrigé de la deuxiéme épreuve R

6 7 5 6 Opérateurs sur un espace fonctionnel et applications.

Solution par J.M. ARNAUDIES

Partie I

1. a. Procédons par récurrence sur n. Pour n = 1, la formule demandée se réduit
aux définitions. Supposons-la vraie & un ordre n (n > 1). Pour z € I, en
combinant la définition de T et I’hypothese de récurrence, on a (toutes les
valeurs en lesquelles on prend f appartenant bien & I 14

T f(z) = T(T" f())

<2n2:ff<% ) "2"1 ( s +k>)
- (5 (52) B (22))

————— 2n+l =1

764 i T+/
_2n+1 Z f(?n-f-l)’

ce qui démontre la formule voulue au rang n + 1. La propriété demandée est
donc établie par récurrence a tout rang n > 1.

: k
b. Pour k£ € [0,2" — 1], posons: £ = I;; . La formule vue en a ci-dessus
s’écrit :

=

T"f(z} = o= ) f(&), (1)
k=0

kK k+1 . .
avec & € on on | Pour tout k. On reconnait au membre de droite de (1)

k

la somme de Riemann de f relative & la subdivision S = ( —;) de
2" o< k<o
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. Puisque f est continue, donc Riemann-intégrable, et puisque le pas de S»
(qui vaut 1 /2™) tend vers 0 quand n — 00, On €N déduit, d’apres la propriété
fondamentale des fonctions Riemann-intégrables de I dans C:

1
@) —, [ S0 @

c.Casde A =1

1l est trivial que T i=1,dou: C1 c E,. Réciproquement, soit f € E;. Alors
T"f = f pour tout n. Mais d’apres ce qu'on vient de voir, pour tout T € I,on
1

a:T"f(z) — Cj =/ f. Donc f = Cfi € C1; il en découle: Ey = Cl1, ce
n—oo 0

qu’on devait prouver.

Casou |A\| >1letA#1

1

Soit f € EA\{0}. Choisissons z € I tel que f(x) # 0, et posons: Cs = / £
. 0
Alors, d’apres (2) T f(z) = A" f(z) — Cy, et par suite, puisque f(z) # 0;
n—oo

C : 3
At — —f_ . Or cette conclusion est absurde, car dans les conditions iImposees

n—oo f T
a A la sui(te (A")nen n'a aucune limite (en effet, cette limite, si elle existait,
devrait étre non nulle puisque |A| = 1, et ce serait aussi la limite de la suite
(A" N pen- ; d'ou facilement : A = 1, ce qui est absurde). Donc f ne peut
exister, et par suite: ,

E; ={0}. 3) 765
9. a. Pour tout = € I et tout ke N,.ona:

IXF1 cos(2F )| < Bl

-

or, la série numérique E |A|F~! converge, car |A] < 1. Donc la série de fonctions
k
continues de Z : E . cos(2k wT) converge normalement donc uniformément

k
sur I. On en déduit que sa SOmMINE g est bien définie et continue sur I.1lest

LD,

immédiat que gx # 0, puisque gx(0) = Wi
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b. Soit z€ 1. On a:

Toie) = 2 (e (205w (2 (34 1))

k=1
1= i, 2k 2 ng + 2k-1g
=§;A X2COS(T cos( 5 -

oo
= Z AR-1 cos(252x) cos(2*lnz + 2k=27)

= —A(cos(2mz + 7)) + Z AR+ cos(2k+ )
k=1

oo
= Acos(2rz) + Z A+ cos (251 )
k=1

= /\Z At cos(24mz) = Agy(z),
=1

et comme g, # 0, cela montre que g, € E\\{0}.

1
3. a. Fixons A € C tel que |[A| < =. Pour tout k > 1, notons uy; la fonction

élément de C(I) associant*\F~! cos(2F7z) & tout z € I ; elle est de classe C*,
sa dérivée u; étant donnée par: r — —97 x (2ay- sin(2*7z). On a donc
luk(z)| < 272251 pour tout k, et pour tout z € I. Puisque [2Al < 1, 1g

série numérique E 25 ks converge. Donc la série de fonctions E uj con-
k

k
verge normalement donc uniformément sur /. Et comme la série de fonctions

E Uk converge sur I, le théoreme usuel de dérivation des séries de fonctions
k

s’applique, et montre que: g, est de classe C! sur I, sa dérivée étant donnée
oo

par z — Zu;c(x) Finalement, on a bien ici: g, € C'(I)\{0}.
k=1

b. Si f € C'(I), on vérifie immédiatement que :
/ 1 /
(Tf) = §Tf- (4)

e Valeurs nécessaires de \ telles que |[A| < 1 et E} # {0} : fixons un tel A.
Soit f € E;\{0}. Alors Tf = M, dou (Tf) = Af', et en appliquant (4) :
Tl =20 Ona certainement f’ # 0, car sinon f serait constante, ce qui
impliquerait A = 1, contrairement I'hypothése. D’apres le résultat de 1.c

1 1
ci-dessus, on a donc: soit 2\ = 1, i.e. \ = 3 soit [2A] < 1, |\ < 3
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e Explicitation de E; /2 on vérifie facilement que la fonction ¢ : I — C,
e e appartient a Ell/z\{O}. Réciproquement, soit f € Ell/2. On a vu
ci-dessus qu’alors f’ € E;, d’ou ’existence de C € C tel que f' = C1. 1l existe
1
donc h € C tel que f(z) = Cz + h pour tout z € I. En écrivant que Tf = §f’
C
“on voit que h = 5 d’ou f = Cv. En conclusion, on a:
E11/2 = Cy. (5)
Partie II
: * N o
1. a. Si k € N* et z € R\Z", notons e(z) = = ok Pour tout £k > N + 1 et
x p—
tout z € J,, on a:
- 2N +1
lor(2)] < ung = : L
k? — (N + 5)
g, 3 s " 2N +1 %
La série numérique Z KNk CONVerge, puisque py g ~ —j Donc la série
e k—oo k
de fonctions (de z) Z ¢k(z) converge normalement donc uniformément
k> N+l
‘ sur Jy. Il en découle que la série de fonctions de z : Z ©k(z) converge uni-
k>1
formément sur J,\Z".
stiné b. Les fonctions ¢, sont continues sur R\Z*. D’aprés a ci-dessus, la série de 767
s du fonctions Z ¢k converge uniformément sur toute partie bornée de R\Z*;
. ma
k>1
nne a fortiori, elle converge uniformément sur tout compact R\Z*. La somme
igna >
e & = Zcpk est donc continue sur R\Z*. (Notons en passant que la conver-
livi k=1
is § gence de la série Z %k est normale sur tout compact de R\Z*.) Comme
art ki
e S(0)=0,o0n a:
S
st (z) = —:0,—; 0
't La fonction :
¢ ¢ :R\Z — C
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est donc continue et vérifie bien :

o(a) ~ = = S(z) — 0.

r—0

2. a. Un calcul élémentaire donne:

n 1 n 1
k=m

avecm =m+1,n =n+1;

Ul o 2 2 (THLY) 1o 2 2
§(Sm(§)+s"‘< 0 )) —2;(m+2k+x+2k+l>
& 1 1
<x+2k m+2k+1>

- Snz (z),

avec my = 2m et ng = 2m + 1.

b. Pour tout N € N* et tout z € R\Z, on a:
N

S <x>—Z—1— Sy (a). (6)
T k=1(pk 3 TR

|
Fixons z € R\Z. Puisque — |k—1—-> 0, on en déduit que pour toutes suites
T —00

d’entiers naturels (a,),en et (b,).en telles que la suite (a, — b,) soit bornée, on

a: Sb_"a,, — ¢(z). En tenant compte des résultats de a ci-dessus, on obtient
donc:

p(z+1)= lim (S¥y(z+1)) = lim (S73(2)) = #(2); (7
et :

To(z) = N;gnw (»;"(5” (3) + 52 <x;1>>) (8)

Jim (8233!(2)) = ().

1
3. a. On sait que la fonction: f : C\Z — C, z —— mcotg(nz) — e pro:

longe par continuité & l'origine en une fonction développable en série entiere

autour de l'origine et nulle a I'origine. Pulsque o(z) — = = S(x), les résultats
-

précédents montrent que 6 se prolonge pa,r continuité & l’origine, en une fonc-

tion nulle a ’origine.

Mais f est 1-périodique, et d’apres (7), ¢ est 1- périodique sur R\Z. Donc 6 se

prolonge par continuité sur R en une fonction 6, qui vérifie (0 (0) = 0, et qui est
1-périodique.
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rz+1
2

b. Pour z € R\Z (ce qui entraine ; ¢ Z et ¢ Z), posons: g(z) =

cotg(mz). Un calcul facile montre que:

(D) +o(552)) =ro

En tenant compte de (8), on en déduit que § vérifie:

1 T z+1
pour tout z € R\Z. Par continuité en 0 et 1, il en découle que Té; = é;. Donc

6; € Z, = CI (voir L1.c)), autrement dit, 61 est constante. Mais comme 51(0) =

0, la constante est nulle. Donc é; = 0, et par suite p(z) = mcotg(mz) pour
z € ]0,1[. Par 1-périodicité, on obtient donc finalement la formule eulérienne
bien connue :

1 «— 2z
7 eotg(rz) = = E p (z € R\Z). (9)
k=1 :

Partie III

1. a. Un raisonnement par sécurrence immédiat montre que, pour tout n € N:

Dn:{z"j"“} . (10)
2 0<k<g2n-1

b. Soit z € I. Munissons I de la distance induite par la métrique usuelle de R.
1
Il est clair que pour tout n, la distance d(z, D,,) de z a D,, est majorée par —

BB emesaiian

Donc, d(z,D,) — 0. Il en découle que D = U D,, est partout dense dans 769

neN
I.

2. a. Comme I est un intervalle compact de R, les assertions demandées sont
conséquence immédiate des classiques théoréemes de Heine sur les fonctions a
valeurs réelles continues sur un intervalle compact de R.

b. Onagoa(z) < g(z) = M; gob(z) < g(r) = M. Puisque p et g sont > 0,
I'hypothése faite entraine: g o a(z) = g o b(z) = M, c’est-a-dire: a(z) € A et
b(z) € A.

c. Partons d’un z( fixé dans A, et associons-lui les ensembles D, (n € N)
et D définis a la question 1. En utilisant le résultat de b ci-dessus, par une
récurrence facile, on voit que D, C A pour tout n. Donc, D C A. La fonction
g garde la valeur constante M sur D. Puisque D est dense dans I et puisque
g est continue, on en déduit que g est constante sur I.
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3. a. Puisque |A\| =1et Tf = Af, on a: |Tf| =g, dol, pour z € I;

pg(z) +q9(z) = g(z) = |pf 0 a(z) + qf o b(z)| < pg o a(z) + qg o b(z),
et par suite:
p(gea(z) — g(z)) + q(g o b(z) — g(z)) > 0.

Comme g € C(I) et comme g est & valeurs réelles, par application de 2.c¢ ci-
dessus, on en déduit que g est constante ; remarquons que la constante est non
nulle, puisque f # 0.

b. Comme Af reste # 0 sur I, pour tout z € I, on a:

foa(z) fob(z)
3@ TN w

Prenons les parties réelles, et posons :

=1.

Uie) = £280) oy fobla).

Af(x) Af(z)
u(z) =RU(z));  v(z) =R(V(z)).

On obtient :
pu(z) + qu(z) = 1. (11)

Mais |U(z)| = |V(z)| = 1, parce que [A| = 1 et que g est constante. Donc
lu(z)] < 1 et |v(z)| < 1. Puisque p > 0, g > 0, et que u(z) et v(z) sont
réels, on déduit de (11) que u(z) = v(z) = 1, ce qui implique évidemment :
U(z) = V(z) = 1. En d’autres termes, f o a(z) = fob(z) = Af(z), et cela est
vral pour tout z € I.

c.Casoul =1

Il est d’abord clair que C1 C E}. Réciproquement, soit f € E;\{0}. D’apreés
ce qu'on vient de voir, on a: foa = fob= f. Soit 75 € I tel que f(zg) #0;
associons-lui les ensembles D, (n € N) et D définis en 1 ci-dessus. Par une
récurrence immédiate, on voit que quel que soit ’entier n,-on & f(xp)="f(t)
pour tout ¢ € D,. Comme f est continue, le méme raisonnement qu’en 2.c
ci-dessus montre que f est constante, i.e. : f € CI. En définitive :

E, =ClI. (12)

Casou [A| =1let XA #1

Supposons trouvé f € E,\{0}. Choisissons zo € I tel que f(zg) # 0, et
associons-lui D et les D,, comme ci-dessus. Pour tout entier n, la restriction
de f & D, est constante et vaut A" f (zo) ; choisissons &, € D, tel que |¢, —

1
Tol € o La suite (§n)nen converge vers zg, donc f (&) — f(=zo), puisque f
n—oo
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est continue. Comme f (zo) # 0, on en déduit que A" — 1, ce qui est absurde
n—oo
(voir question Ll.c). Cette contradiction démontre que:

le maximum de |f] sur I, on a donc : ITf(z)] < M pour tout z € I, d’ou aussi :
IT"f(x)] < M pour tout n €' Net tout 'z € T. Mais Jo maximum de IT" f| sur

ety = (AP 2 commie M > 0, on voit queé Ln — +00: on aboutit & une
n—oo

contradiction. Cela prouve que:

E, = {O} (14)

Partie IV

Le C-e.v. L(C(I)) des endomorphismes continus de C(I) sera muni de la norme

usuelle des applications linéaires continues, qu’on notera, Il - ll, donnée par u s

Sup  (||f (z)[). On définit de méme la norme des endomorphismes continus
fec.lifli <1

du C-e.v.n. C'(I), la norme (toujours notée |- 1I) étant celle de 1a convergence
uniforme, i.e. celle induite par C(I). Cette norme sur L(CY(I)) sera encore notée

M-ll;siue CI(I), on a donc: |||uff| = Sup (I f(2)]]). Cest évidemment 3
fecin),lifll <1
ces normes ||| - ||| que ’énoncé se réfere.

1. 11 découle immédiatement de 15 démonstration faite 3 la question III.4 que
ITf| < | £1| pour toute f € C(I) ; on en déduit que T est continu, et que T < 1.
De plus, |71 = 1] =1, ce qui permet de préciser : T = 1.

2. a. Le Cev. P des fonctions polynomiales: ] —, C est contenu dans C!(J ).
D’aprés le théoreme de Weierstrass, P est déja dense dans C(1); a fortiors,
C'(I) est dense dans C(I).

b. Le sous-espace E} est de dimension finie (égale & 1). On sait que tout sous-
espace de dimension finie d’up €Space vectoriel normé est fermé (car c’est une
partie compléte). Donc Ej est fermé dans ¢ (I).

3. a. Soit z et ydans I. On a:

@) - 1) < L 5 (s (%) -7 (52).

\

771



772

RMS 9-10 \ Mai-juin 1997

D’apres le théoreme des accroissements finis, pour tout k, on a:

r+k y+k =
(55) -1 (5] < Exdys,

par addition et inégalité triangulaire, on en déduit :

|z

<

2"—1

1 l.’L’ b yl ’
SR [OR S P ML=

1 &L, 1 o
<3 gl =g,
ce qu’on devait prouver.
b. Pour u € C(I), notons w, 'oscillation de u, i.e.:
wy = (Ivggxl(lmw) = u(y)l)-
SizeletueC(I),ona:
| Tu(z) — u(z)| = |p (u (;) - u(a:)) +4q <u (z ;— 1) - u(:c)) (16)

<p‘*)u+qwu:wu;

1
prenons u =T f dans (15) ; d’apreés (15), on a alors : w, < ﬁ-llf'”, d’ou:

IT(T™f) =I5 < £ (17)

1
c. La série numérique E 2—nH f'|| converge, donc, d’apres (17), la série de fonc-
n

tions continues Z(T"+1 f —T"f) converge normalement donc uniformément

n
sur /. Cela entraine que la suite de fonctions (T™ f)nen converge uniformément
sur I, vers une fonction continue sur /. Notons II, f la limite des T f. Ce qu’on
vient de voir montre que I, f € C(I) et que T"f — I, f dans (C(I),|| - ||).
n—oo

Fixons n € N. En utilisant (17), on obtient :

IT"f =L f)| = D (T*f - T+ ) ]
k=n
< Y _ITHf - TH g (18)
k=n

oo
Sl B s e
k=n

ce qui répond & la question.
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d. Fixons n € N. En combinant (15) et (18), on voit facilement que 'oscillation
de II; f est majorée par:

1717 4+ 27 9oy — 5 s gmmy .

C’est vrai quel que soit 7. Comme ce majorant tend vers 0 quand n — oo, on
en déduit que wi, 5 = 0. Autrement dit, IT; f est constante.

4. a. I est clair que IT; est C-linéaire. D’apres ce qu’on vient de voir, I'image de
IT; est contenue dans CI = E,. Mais de maniére évidente, IT;1 = 1 ; par suite,
cette image est F;. De plus, B, c C 1(I ) ; donc II; est bien un endomorphisme

de C'(I).

b. Puisque ||T|| = 1, on a Nl < ITH” = 1 pour tout n € N. Donc
IT"fIl < |||l pour tout n € N et tout f € C'(I). La norme est continue sur
C),|l-1). Par Passage a la limite quand n —s 00, on obtient donc :

LAl = Xim (1T £1)) < |1 £].

Cela montre que II, est continu, et que [||II; ||| < 1. Mais en prenant f =1, on
a:

LAl = 11 f1| = 1,
d’ou I'on déduit que Il = 1, ce qu'il fallait établir.
5. a. Comme C!(I) est dense dans C (1), et comme 'endomorphisme IT; de C* (1) est

continu, donc uniformément continu, I'existence et I'unicité d’un prolongement
a C(I) de II, en une application continue IT - C(I) — C(I) découle du fait

(bien connu et vu en cours d’Analyse) que le C-e.v.n. (C(I),1I-]1) est complet!.

Par des passages a la limite d’inégalités larges, on voit aisément que II est
C-linéaire et vérifie I = ||| = 1.

Notons Adh(A) I’adhérence dans C(I) d’une partie A de (I). Puisque IT est
continue, on a: 773

ImIT =TT (Adh(C'(1)) ¢ Adh(T1(c! (1))

car £ est fermé dans C(7) (voir 2.b ci-dessus). Ce qui achéve de prouver toutes
les assertions demandées.

b. Soit f € C(I). Soit ¢ un réel > 0. Choisissons ¢ € Cl(I) telle que If-gl <e.
Choisissons N € N tel que |[T"g — T, g|| < e pour tout n > N (application de
(18)). Puisque =1, 0na:

ITLf ~ Mgl = ITf - Mg|) < T x |If — gl <e.

Rappelons la propriété générale suivante : soit deux espaces métriques (X, d) et (X', d') ; doit D une
partiedensede X, et : D — Yy une application uniformément continue. Supposons (X', d' ) complet.

Alors ¢ se prolonge de maniére unique en une application continue: X — X',
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Alors pour n > N, en écrivant que:
T =11 f = (T"f ~T"g) == (F%& Hygh+(Tlig —~ILf);
ona:
IT"f —Tg|| < IT"f = T"gll + |IT"g — Myg|| + [[Thg - IIf|| S e + € +& = 3¢;
on a donc bien montré que:

17" f = ILf|| — 0. (19)

c. Soit f € C(I). En remplacant f par Tf dans (19), on obtient:
| T f—(IIoT) f|| —2 0. Mais d’aprés (19) : |\ f-10f|| == {0 Par unicité
de la limite dans (C(I),|| - ||), on en déduit: (IloT)f = I1f. Donc Ho T =1II.
Par récurrence, il s’ensuit que ITo 7% = II pour tout k € N. Comme IITT||| = 1,
I'endomorphisme U +— IIoU de (L(C(1)), ||| - ll) est 1-lipschitzienne, donc
continu. Puisque 7% — TI, il en découle que I =MoT*¥ — oIl Donc

n—oo n—00

I oIl = II, ce qui prouve que II est un projecteur dans C(I). On a déja vu que
Im(IT) = E;, ce qui achéve de prouver les assertions demandées.

. 1
6. a. D’apreés les résultats de la partie I, lorsque p = 3 IT n’est autre que le

projecteur f — (/1 f(t)dt) 1.
0

b. Par une récurrence facile, on voit que pour n € N*, 'élément T™h de C(I)
est donné par:

n
z 1
z — T"h(:c)=2—n+qzz—k\ (z € 1) (20)
k=1
774 Fixant z € I dans (20), et passant & la limite quand n — oo en tenant compte

de (19), on obtient: ITh(z) = ¢ = 1 — p. La fonction ITh est donc constante :
ITh = (1 — p)1. On en déduit notamment que: si p’ € 10,1[, p” € ]0,1] et
P’ # p", alors les projecteurs II' et T1” respectivement correspondants & p' et
p" sont distincts.

Partie V

1.a.Size[0,1],0n a:

rios0re) =3 [oo0 (5) 000 ()

- 3 |st@) +g (2 (”"2“) -1)| = 9t@

Puisque g(0) = g(1), cette relation reste vraie en z = 1. Donc T(go 6) = g.
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1 1/2 1
b. On a, en décomposant I'intégrale / en / + / et en explicitant § dans
0 0 1/2

chaque intégrale :

(fob,g)= /0 (fob)(@)g(z)de = 1 + 1,

avec :
1/2 1/2

5L = s (f 0 6)(z)g(z) dz = ‘ f(2z)g(z) dz,
et:

1 1
L / U 20@)g(z)da = /1/2 f(25= Vg(z)da.

On effectue dans 1 1 le changement de variable u = 2z, et dans I, le changement
de variable 4 = 27 — 1; cela donne:

h= %/olﬂu)g (3)du; 1= %/Olf(u)g (_”;1) du,

(fo8,9) = /O\ff(u) 3 (9(2) +g (“T“.)) du

1
=/0 f(u)Tg(u)du=(f,T9>,

ce qu’il fallait prouver.

a

d’ou

c. Par récurrence, on déduit de ¢e qui précede que (f o g*, g = Lf, T*g) pour
tout £ € N. Par la méme méthode de découpage en deux de l'intégrale, on
montre facilement que (fob,g08) = (f,9), d’ou (fob go 6") = (f,g) pour
tout r € N. En combinant ces deux propriétés, on voit immédiatement que :

(fo8 gogty = (f,T*g) (21)

pour tous naturels k et /.

775

2l n'y arien & prouver pour n = 1. Nous Supposerons donc n > 2. Les définitions
donnent, en tenant compte de (21):

UManS = <Mnfa klnf)

ln—l ln—-l
= <;Zfo(9",r—lZfo€[>

k=0 =0

n—1
ni? (Z(fo&k,f00k>+2 > (foa’c,foef>)
k=0

0< k<t <n—1

I

1 2
= ;(fvf)'f-;&
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avec :

E=i = Yy e f o 8, f olfl)

0<r<s < n-1
n—1 /n—k-1
Z <f06’°+",f00£>>
- n—k—1
(Z <f,ka>)
k
Zn k) (f, T*f)

k=1

Il I
LIMILIM

d’ol en reportant ci-dessus ce dernier résultat :

MafE= 200+ 2 (1-E) ), (22)

k=1
comme attendu.

3. Fixons lentier n > 1. D’apres IV.6.a, on a: f=0 f. Comme f est constante,
il est clair que f M, f en posant g = f — f , on a donc:

134 f = fll2 = || Mngll>-

Notons que g € D(I) N C'(I). En appliquant (22) & g, on obtient :

Mol = 2 0.0+ 25 (1-£) (o). (23)
=l

Pour tout entier k, on a:
Lt R e e T
d’ou, d’apres (18):
IT*gl) < 2751 7).

Cela entraine :
|(9,T*g) | < a x 27F+1

avec a = ||g|| x ||f'||. Par suite:
1

22 (-5 era) <

k=1

n—1
% Z2—k+1 (1 E E)
n hel n

= irk“ i



Agrégation interne

En combinant cette majoration avec (23), en utilisant I'inégalité triangulaire et en
tenant compte de la majoration évidente | (g,9) | < || g||%, on arrive a:

avec b=4a+ ||g|*. (24)

S|o

[ Magll3 <

Puisque b ne dépend que de f et non de n, l'inégalité (24) montre que le réel

¢ = Vb répond 4 la question.

Bonnes solutions de D. CLENET, R. GARCIN et E. PITE.
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