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Il ’agit de donner un sens aux expressions de la forme P = [[°7; ap, ot les ay,
sont des nombres (ou des fonctions) réels ou complexes. C’est bien str I’analogue
(pour la multiplication) du probléme des séries (pour 1’addition), et [ [ se rameéne en
principe immédiatement a > d’un coup de logarithme.

Mais des difficultés peuvent apparaitre, qui obligent & une certaine prudence :

— cas ou certains facteurs a,, s’annulent

— problémes de détermination du logarithme complexe, dés lors que les a, ne

sont pas tous réels positifs.

1 Définitions
Soit (an)p>1 une suite de C. On dit que le produit infini []>; a,
— converge (au sens large) s’il existe un nombre P € C tel que les produits

partiels
N

PN: Han :a1a2...aN
n=1
tendent vers P quand N — o0;
— converge strictement si de plus P # 0.

De méme que la convergence de > u,, entraine u,, — 0, de méme on a une condition
nécessaire de convergence stricte : a, # 0 pour tout n et a,, — 1 quand n — oo. En
effet la nullité d'un a,, entrainerait Py = 0 pour tout N > n, et P =0. Si P # 0,
aucun a, et aucun P, ne sont donc nuls, et on a

P, P

o1,
P, P

an —

On note désormais
anp =14+ u, .



2 Critéres de convergence

Théoréme 1 (Cas u,, de signe constant; [T] p.14) Si tous les u,, sont réels positifs,
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) le produit infini [[7°(1 + uy,) converge strictement

(it) la série Y 77 In(1 + uy,) converge

(i13) la série Y 7" uy, converge.
Meéme résultat si tous les uy, appartiennent & l'intervalle | — 1,0].

Preuve. La fonction In est un isomorphisme et un homéomorphisme du groupe
multiplicatif ]0, co[ sur le groupe additif R, d’ou 'équivalence des propriétés (i) et
(13).

Si > In(1+wuy,) converge, ou si Y u, converge, alors u, tend vers 0 d’out In(1+wuy,) ~
up, lorsque n — oo. La convergence de Y In(1 + u,,) équivaut donc a celle de Y uy,
d’apres la régle des équivalents pour les séries & termes de signe constant, d’ou
l’équivalence des propriétés (ii) et (iii).

Remarque. L’équivalence de (i) et (ii) reste valable pour des u, complexes (tous
# —1). La preuve, plus délicate, s’obtient en examinant avec soin les questions liées
a la détermination choisie du logarithme complexe ([T] p.16). L’équivalence avec
(7i7) n’est plus valable dans ce cas (Exemple 5 ci-dessous). L’énoncé suivant pourra
suffire en pratique.

Théoréme 2 (Cas u,, complexes; [D] p.267, [T] p.15) La convergence absolue de la
série Y " up (t.e. Y 17 |un| < 00) entraine la convergence du produit infini [[7°(1 +
Up) (strictement si de plus u, # —1 pour tout n). La réciproque est fausse.

Théoréme 3 (Cas de fonctions u, sur un ensemble X, & valeurs complezes; [T]
p.18, [R] Th.15.4) La convergence normale sur X de > 7" un(z) (c’est-a-dire
ST supLex lun(x)] < o0) entraine la convergence uniforme sur X du produit in-
find TI7° (1 + up(z)) , i.e. Py(z) — P(x) uniformément sur X. La convergence est
stricte si de plus up(z) # —1 pour tout n et tout x € X.

Corollaire 4 (Cas holomorphe; [D] p.268, [R] Th.15.6, ou [CA] p.161) Si les uy,
sont des fonctions holomorphes sur un ouvert ) de C, la convergence normale sur
tout compact de Q de la série Y " un(z) entraine la convergence uniforme sur tout
compact de  du produit infini P(z) = [[7°(14+un(2)). La fonction P est holomorphe
sur §2, et ’ensemble de ses zéros est la réunion des ensembles de zéros de ses facteurs
14+ up(2).

Preuve du théoréme 2 (par le logarithme complexe). L’hypothése entraine u,, —
0; les points 1+wu,, sont donc voisins de 1 pour n assez grand, ce qui permet d’utiliser
la détermination principale In du logarithme complexe (primitive de 1/z dans le plan
fendu selon I’axe réel négatif). Comme In(1 + z)/z tend vers 1 (dérivée de In en 1)
quand z tend vers 0 , il existe C et 7 €]0, 1] tels que

|z| <7 entraine |In(1+ 2)| < C|z| .

En majorant le module de la série du logarithme, on verrait qu’on peut choisir
r=1/2 et C'=2In2, mais c’est sans importance.

Il existe N tel que |uy| <7 pour n > N, d’ou |In(14uy,)| < C|uy| et la convergence
absolue de la série > % In(1+u,). En passant a 'exponentielle (application continue



de C dans C\ 0), on en déduit la convergence stricte de [[% (1 + uy), et finalement
la convergence de []7°(1 + uy,) (stricte si aucun des N premiers facteurs n’est nul).
Un contre-exemple a la réciproque est donné plus bas (Exemple 5).

Remarque. On n’a utilisé ici que les égalités exp(Inz) = z et exp(a + b) = expa -
exp b, qui ne soulévent aucune difficulté. Mais on prendra garde que les “égalités”
In(expz) =z (7), In(ab) = Ina +Inb (?) ne sont valables qu’a 'addition prés d’un
multiple prés de 2i7...

Preuve du théoréme 3 (sans logarithmes). Par hypothese |u,(z)| < a, pour tous
n et x, avec Y 1° a, < 00. Soit

N

P(a) =[]0+ wa(@)) -

1

N-1

|[Pr(z) = Pyoa(2)] = Jun(@)Py-1(2)] < ax [T 1+ an)
1

00
§ GNH(l +CLn) = CaN s
1

ou le produit infini converge d’apreés le théoréme 1. Par suite la série

oo

S (Py(@) — Py-a(a)

N=2

converge normalement sur X, et la suite des Py (x) converge donc uniformément sur
X vers une limite P(x).

Pour établir la convergence stricte lorsque wu,(x) # —1 pour tous n et z, on doit
montrer que P(x) ne s’annule jamais. Or

N N

1 1

1 1
en notant vy, (z) = —up(z)/(1 + up(z)), et

Gn

< 2a,

vp(T)] <
(o)) < T
sin est assez grand pour que a,, < 1/2. Le produit [[7°(14v,(x)) est donc convergent
d’apreés la premiére partie de la démonstration ; soit Q(z) sa valeur. On a donc

=1,

et P ne s’annule jamais.
Remarque. Bien entendu le théoréme 3 entraine le théoréme 2 (cas des fonctions
constantes), dont on a ainsi une nouvelle preuve, sans logarithmes.

Exemple 5 Contre-exemples ([D] p.275-276).

(i) Pour up, = (—1)"/n, resp. (=1)"/y/n, on a [[5°(1 + uy) = 1, resp. 0, mais
Y5 up est semi-convergente.

(i1) Pour ugn—1 = —(1/y/n), uz, = (1/y/n) + (1/n), le produit [[5°(1 + uy)
converge strictement, mais ETO Uy, diverge.
Pour des u, de signe variable, la convergence (méme stricte) de [ [(1+uy,) n'entraine
donc pas la convergence de Y |uy|, pas méme celle de > uy,.



(i) Pour u, = (—1)"/n, il suffit d’observer que
(1 +ugn) (1 +ugpgr) =1

d’ol, en groupant deux par deux les facteurs consécutifs, 2N+1 =1cet H

1+ ﬁ Par suite, les produits partiels Hév tendent vers 1.

Pour w, = (=1)"/\/n, on a 1 4+ u, > 0 pour tout n > 2, et on peut utiliser le
logarithme réel. Le développement limité

(-D" 14e(n)
vn 2n
avec lime(n) = 0, donne limy_o 3.5 In(1 + u,) = —oo. Par la continuité de I'ex-

ponentielle on en déduit la convergence du produit infini vers 0.
(74) En observant que

In(1+wu,) =

1
(1 +ugn—1)(1 +ugp) =1 — et Ugp—1 + Uzn = o

1
ny/n
on conclut facilement a la convergence stricte de [[(1 + u,) (Théoréme 1 ou 2) et a
la divergence de ) uy,.

3 Premiers exemples

Exemple 6

En effet

N

N N
D/n _ (N+1)/N _N+1
PN_H<1_> I;I n/(n— 1) 2/1  oN

2

et le produit converge strictement.

i)

n=1

Exemple 7

Le théoréme 1 (ou 2) assure la convergence stricte du produit, et sa valeur se déduit
des intégrales de Wallis I}, = ﬂ/ 2 (sinz)" da.
En effet kI, = (k—1)Ix_o pour k > 2 (intégrer par parties) d’ou, en prenant k = 2n

ouk=2n+1,

RN IV YR W) SR )
4“2 2n/(zn + 1) IQTl-f—l/IQn—l IQn_Q/Ign_l

pour n > 1. Par simplifications en cascade il vient

N
(- 1\ _Dby/bna 2 Dby
1 41’L2 I()/Il 7TIQN+1 '




Or Ioyio < Iony1 < Iony d’aprés la définition des Iy, d’ou

Iy 2N +1 < Iyt

= <1.
Iy 2N +2 7~ Iy —

Ceci montre que Ion41/lon tend vers 1 quand N tend vers l'infini, d’ou le résultat.
Cet exemple est généralisé par le suivant.

Exemple 8 ([VA] p.42 et 56, [MVT] p.11)

0o 2

z

sinz =z 1—-—— tout C.

H ( n27r2> pour tout z €
n=1

Cette égalité, due a Euler!, redonne celle de 'Exemple 7. Elle met en évidence les

zéros bien connus z = 0, 7, £27, ... de la fonction sinus.

Pour une preuve élémentaire, i.e. sans théorie des fonctions holomorphes, on part de

Pégalité
:_ g <1 L2 )Wf
¢ T 2k ’
d’ou
sin z = 1 (eiz - e_iz) = lim Py(z) ,

en notant Py le polyndéme

2\ 2k 2\ 2k
= (1) - (115
O [ )"
de degré 2k — 1. Pour obtenir une “factorisation infinie” de sin z, il est donc naturel
de factoriser d’abord chaque Pg. Un calcul facile, utilisant les racines 2k-émes de

I'unité, montre que les racines de Py sont les 2k — 1 nombres z = 2k tg(nm/2k), avec
n entier et —(k — 1) <n <k — 1. On peut alors factoriser Py, d’ou

z

k—1 2
sinz = zklingog (1 4+ up(k, 2)) , avec un(k,z) = — <2ktg§}§>

(on a tenu compte de I'égalité P;(0) = 1 pour obtenir le facteur constant). Cela
s’écrit aussi

oo
i =z li 1 n\f, )
sin z szIEOH( + un(k, 2))

n=1

en notant u,(k,z) = 0 si n > k. Comme limy, u,(k,z) = — (z/nw)? pour chaque
n > 1, le résultat s’obtiendra en passant a la limite sous le signe [ [, ce qui se justifie
aisément : pour chaque z fixé, le produit infini [ [, (1 4+ un(k, 2)) converge uniformeé-
ment par rapport au paramétre k > 1, d’aprés 'inégalité |u, (k, 2)| < |z]?/n?7? et le
théoréeme 3.

Voir [CA] p.162 pour une autre preuve de la formule d’Euler, a partir de 1’étude
d’une série de fonctions méromorphes.

Remarque. Un calcul formel fulgurant (da & Euler) permet d’en déduire la valeur
de ¢(2) = >9°1/n? : on a d’une part le développement en série bien connu

. . 23 25 . 1 2;2
s1nz—2—§+g_..._z _K_f_...

'Leonhard Euler (1707-1783), grand Suisse.



et d’autre part le produit infini

2 2 2
. z z z
sz:Z<1‘7rz) <1—W> (1‘:”)

En identifiant les coefficients de —z> dans ces deux expressions, on obtient

1 1 N 1 N 1 N _til 2
_ = — JRE— _ 1 —_— —
6 w2 22 32 O Lz T

(calcul formel, répétons-le).

Exemple 9 ([VA] p.59, [HW] p.246 et 350, [CL] p.119) La fonction ( de Riemann?
est donnée par :

[e ] 1 o) 1 -1
C(s):Z—: (1—ps> , pour Res > 1,

n=1 n=1

ol pn, est le n-éme nombre premier : p1 = 2,p2 =3,p3 =5, ...

En effet [n=%| = n~Re% d’ou la convergence absolue de la série. D’autre part 1'in-
égalité (évidente) p, > n donne |p,®| < n~Res d’ou la convergence stricte de

[1(1—p,?) (Théoreme 2 ou 3) et celle de son inverse.
Or, par produit de séries absolument convergentes on a, pour Res > 0,

1\ 1E N [N B 1
=5 -3 = Z%Z%_Zi@kgl)s
k=0 1=0 k,1>0
1

ms’

ol la derniére somme est étendue a tous les entiers m dont les seuls facteurs premiers
sont 2 et 3. Plus généralement, pour Res > 0,

Pyis)= ][] (1—1,15>_1= mi (1)

p premier

p<N
somme étendue aux entiers m dont tous les facteurs premiers sont < N. On en
déduit que, pour Res > 1,
1

ms’

((s) — Pn(s) =

somme étendue aux entiers m dont au moins un facteur premier est > N (donc
m > N + 1 évidemment). Par suite

=1 =1
|C(S)_PN(S)|§ Z ’ms‘ :ZW7
N+1 N+1

ce qui tend vers 0 quand N — oo, d’ou le résultat.
Remarque. De (1) on déduit aussi que

d’ou la divergence du produit [[}° (1 - L

?Bernhard Riemann, 17.9.1826 - 20.6.1866.



Exemple 10 (/D] p.292, [CA] p.162, [CL] p.113, [MVT] p.12) L’inverse de la fonc-
tion I' d’Euler se prolonge en une fonction entiére sur C, et

1 > z
_ vz —z/n (1 7) C
T(2) ze n”le + o) zel,

oty v = limy, 00 (1 + % + e+ % —In n) est la constante d’Euler.
Montrons d’abord la convergence du produit infini. On a ici

Up(z) = e/ (1—1—%) —1=—e?" <ez/”— 1—%) :

Or le développement de Taylor de ’exponentielle & ’origine montre que, pour w € C,
lim —e ™ (¥ —-1—-w)==.
w—0 w2 ( ) 2

Il existe donc a > 0 tel que

|2 |

lun(2)| < Pl pour o <a,

d’ou la convergence du produit infini, uniformément sur tout compact de C (Co-
rollaire 4). Dans 1’égalité a démontrer, le membre de droite est donc une fonction
entiére sur C, dont les seuls zéros sont 0, —1,...,—n,...

D’autre part la fonction I' est définie, pour Re z > 0, par 'intégrale

I'(z) = / e 't*"lat .
0

Pour N > 1 soit x la fonction caractéristique de l'intervalle [0, N]. On peut appli-
quer le théoréme de convergence dominée aux fonctions

fn(t) =xn(t) (1 - ;[)Ntz—l

(car |fn(t)] < e 'tRe*=1 pour t > 0), d’ont

N t N

I'(z) = lim 1—— ) ¢ tat.
) N—o0 Jg < N >

Ces derniéres intégrales se calculent en intégrant par parties, ce qui donne (pour

Rez > 0)

z(z+1)---(2+ N) .

) 1
I'(z) = lim ——— , avec An(z) = NIV

N—o0 AN(Z)

Pour aller vers l’expression annoncée de 1/I'(z) comme produit infini, on observe
que

N
An(z) =N IT (1+ %)
n=1

et que

N
_ 1 1 z
N z-exp(—zlnN)-expz(l—l—2+---+N—lnN)- ||exp(—g) .



En introduisant la constante d’Euler v = lim (1 + % + -+ % —In N) on obtient
donc, pour tout z € C,

N—oo

lim An(z) = ze™* ﬁ e~#/m (1 + 2) .
n=1

Cette expression permet donc de prolonger 1/I'(z) en une fonction entiére sur C.
Remarque. Pour z € Con a

AN(Z)AN(].—Z) _ z(1+2)24+2)-- - (N4+2)1-2)2=2)---(N—2)(N+1-2)

NIN= NINT—=

z<1+1;7’2)ﬁ<1—f;> :

n=1

En joignant les résultats des Exemples 8 et 10 on obtient donc la formule des com-
pléments
1 _sinmz

rx)r1—z2

zeC.

4 Autres exemples

Exemple 11
11 L~ et 11 <1+n>
n=1 n=1

D’une part

12 1+ ¢(n)
—<1+nQ> —1-1-277127

‘HZ
n

d’ou la convergence stricte de [[}° ‘1 + %‘ d’apres le théoréeme 1.
D’autre part, la détermination principale du logarithme complexe donne

N
1n<1+1>=2—+€2("),
n n n

terme général d’une série divergente. Voyons directement ce qui se passe. Lorsqu’on
multiplie les facteurs

1 | 1
14— = ’1—1— e | avec 0, = arctan — |
n n n

les arguments 6,, s’ajoutent, mais forment une série divergente (car 6, ~ 1/n). Le
point Py = ]_HV (1 + %) tourne donc indéfiniment dans le plan complexe, et se
rapproche en spirale du cercle asymptote de rayon R = [[]° |1 + %‘ Le produit
[T, (1+ L) diverge.
La convergence de [] |an| n'entraine donc pas celle de ] ay,!
Remarques anecdotiques. On peut préciser le dessin des points Py en observant
que
i i

Py = (1 + N) Py_1=Py_1+ NPN—l ;
le triangle OPn_1Pxn est donc rectangle en Py_1. Au passage on peut noter que
P3; = 5i/3 (par calcul direct), d’ou I'égalité arctan 1 + arctan(1/2) + arctan(1/3) =



/2! Enfin, en utilisant le résultat de I’'Exemple 8 ci-dessus, le rayon R du cercle
asymptote est donné par

o0

R =]]

1

1+

2 ; ’
n n (x ™

i 2 _ oo (1 . 1> _ sin (i) _ sinh
1
d’ou R=1,91731...

Exemple 12 (/D] p.276)

o o0

1
H(]."‘Zn) = HW pour ’Z‘ < 1.
n=1 n=1
En effet
N N N N
[[a-=H][a+=][a-2" = J[a-z""Ha-2"
1 1 1 1
2N
= H(l - zn) 3
1
d’ott
N N 2N
H 2n1H1+Z H(l_zn)’
1 1 N+1
et le résultat pour N — oo.
Exemple 13 ([HW] p.27/ et 284, [PS] p.10)
o0 1 [e.9]
H o = 1 —I—Zp(n) 2", |z| <1 (Euler),
n=1 n=1
o0 oo
H (1-2") = Z (=1)"2"Gr 02 o < 1 (Buler).
n=1 n—=——oo

Dans la premiére égalité p(n) désigne le nombre de partitions de l'entier n comme
somme d’entiers > 1; par exemple

5 = 441=34+2=3+1+1=24+24+1=2+1+1+1
1+1+1+1+1,doupB)="7.

Dans la seconde on notera que les exposants n(3n + 1)/2, n € Z, sont des entiers
> 0, deux a deux distincts. Cette égalité résulte de la belle formule de Jacobi

o0 o0
H (1=®) (L4 w) L+ w ) = > ¢ w" Jol < Lw#0,

n=—0oo

3/2 —-1/2

en remplacant q par z°/ et w par —z . Pour les démonstrations voir les références

citées, ot I'on trouvera bien d’autres merveilles.



Exemple 14 Produit infini de Weierstrass ([R] Th.15.10) Soit f une fonction en-
tiere sur C, dont les zéros (éventuellement répétés selon leurs multiplicités) sont

0 (k fois) ;21,22 Zny -,

rangés par modules croissants : 0 < |z1| < -+ <|zp| < -+, avec |z,| — 00. Alors il
existe une fonction entiére ¢ sur C, et une suite (py) d’entiers naturels, telles que

N ke TT (1 2 z
F(z) = he? H(l )E(p)

n=1

pour tout z € C, en notant E(p,w) = exp (w + “’72 + ot “’Tf))
Cette “factorisation infinie” de f, qui généralise celles des Exemples 8 et 10, met
en évidence les zéros de f et leurs multiplicités, puisque les facteurs exponentiels e?
et E(pn,z/zn) ne s’annulent jamais. Les facteurs £ n’ont qu’un role “technique”,
celui d’assurer la convergence du produit infini (par un choix convenable des p;,)
sans introduire de nouveaux zéros. Voir les détails dans [R].

Exemple 15 Application aux suites récurrentes ([DB] p.151) Soit f une fonction
holomorphe dans le disque |z] < R. On suppose f(0) =0 et 0 < |f(0)] < 1. Alors il
existe une fonction ¢, holomorphe dans un disque |z| < r, telle que ¢’'(0) =1 et

o(f(2)) = f(0) - ¢(2) pour |z| <r .

L’intérét de cette question vient de son lien avec I’étude de la suite récurrente z,, =
f(zn—1), de point de départ z, : si on connait une fonction ¢, bijective, telle que

p(f(2)) = ap(2)

(ol @ est une constante), on a immédiatement z, = o~ (a"¢(z,)). Noter que,
f(0) = 0 et si les fonctions sont dérivables, on a nécessairement ¢'(f(z))f’(z)
ap'(z), d’ou f'(0) = a si ¢'(0) # 0. Un exemple de cette situation est

w0
—

f(2)

:ﬁ ) go(z):arctanz,azi;
si zo = tg 6, avec —m/2 < 0 < /2, la récurrence se résout en z, = tg(0/2").
La fonction ¢ est malheureusement impossible a expliciter en général, mais son
existence peut étre établie selon les indications suivantes.

On note a = f'(0), k£ un nombre tel que 0 < |a|] < k < 1 et, comme précédem-
ment, z,+1 = f(2zn).
1. Montrer qu'’il existe r €]0, R[ tel que 0 < |f(z)] < k|z| pour 0 < |z| < r. En
déduire |z, | < k™|z,| i |2o| < 7.
2. Etablir la convergence du produit infini [[5° (f(zn)/az,) pour 0 < |z,| < 7.

[Son terme général est de la forme 1 + uy, avec up, = (zn/a)d )2, apzﬁ_Q, d’ou
facilement |u,| < Ck™.]
3. En déduire qu’on peut définir ¢ par
z o 1z
. . 1.
o(z0) = nlingoa—z , e 0(z0) = 2o l_IOa Z:: si0 < |z <7 ,et p(0)=0.
n=

Voir [DE] pour une autre méthode de construction de ¢, par une série entiére formelle
dont la convergence est établie grace & une série majorante.
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