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Résumé

Une note récente d’Alekseev et Torossian [4] donne une solution algébrique simple du probléme
de Kashiwara-Vergne pour les algébres de Lie quadratiques. Nous montrons ici que leur méthode
conduit aussi a une solution simple pour les algébres de Lie résolubles.

Abstract : «Triviality» of the Kashiwara-Vergne problem for solvable Lie algebras.

In a recent note [4] Alekseev and Torossian give a simple algebraic solution of the Kashiwara-
Vergne problem for quadratic Lie algebras. Their method also leads to a simple solution for solvable
Lie algebras, as shown here.

1. Introduction

Soient g une algeébre de Lie réelle de dimension finie et Z(X,Y) = log(exp X expY’) pour X,Y
voisins de l'origine de g. Dans toute la suite on notera z = ad X, y = adY, z = ad Z(X,Y) les
endomorphismes adjoints de g. Le probléme de Kashiwara-Vergne [6] pour g s’énonce ainsi :
établir 'existence de séries de Lie F et G en (X,Y") (séries de crochets convergentes au voisinage
de Porigine) vérifiant les identités (KV1) et (KV2) :

Z¥,X)=X+Y - (1-e*) F(X,Y) - (¢ = 1) G(X,Y) (KV1)

1 T z
tr(xoBXF—l—yoayG):2tr(ew_1+eyy_1 ~ 1 —1) , (KV2)

ou Ox F et Oy G sont définis par

d

OxF(X,Y)V = 2 F(X +tV.Y) d

G(X,Y +1V)

t=0 t=0

pour V € g et les traces sont celles d’endomorphismes de g.

L’équation (KV1) peut se voir comme une écriture particuliere de la formule de Campbell-
Hausdorff. Dans [8] p. 561, équation (8), est explicité un couple (F,G) solution de (KV1), mais
il n’y a évidemment pas unicité : on peut par exemple ajouter AZ(X,Y) + pX a F(X,Y) et
AM(X,Y)+vY a G(X,Y), ou A, u, v sont des scalaires, sans altérer le second membre de (KV1).
On renvoie a Burgunder [5] pour une étude détaillée de cette non-unicité.

L’article [6] révele des conséquences remarquables de (KV1) et (KV2) pour 'analyse invariante
sur un groupe de Lie d’algebre g : convolution des distributions centrales sur le groupe ramenée,
via l'application exponentielle, a une convolution sur ’espace vectoriel g, isomorphisme de Duflo
pour les opérateurs différentiels bi-invariants.

Rappelons briévement que le probléeme de Kashiwara-Vergne a été résolu en 1978 dans 'article
originel [6] pour les algebres de Lie résolubles, par une construction assez complexe et mystérieuse
de F' et G. Ensuite, mis a part le cas élémentaire de lalgébre si(2,R) [7], aucun progrés n’est
intervenu jusqu’a la note [10] de M. Vergne en 1999, qui résout le probléme pour les algebres de
Lie quadratiques (et notamment semi-simples). Le cas des algeébres de Lie quelconques n’a été



complétement réglé qu’en 2006 par A. Alekseev et E. Meinrenken (voir [9] et les références de
cet article). En 2008 A. Alekseev et C. Torossian [3] en ont donné une nouvelle preuve. Ces deux
démonstrations font appel a de puissants outils extérieurs a la théorie de Lie proprement dite
(quantification par déformation de Kontsevitch, resp. existence d’associateurs de Drinfeld).

Dans la note [4] Alekseev et Torossian, reprenant le formalisme algébrique développé dans [3],
«trivialisent» le probléme dans le cas quadratique : de leur Théoréme 1 (ci-dessous) résulte que,
dans ce cas, tout couple (F, G) solution de (KV1) vérifie aussi (KV2).

La présente note établit un résultat de méme type pour les algébres de Lie résolubles, «tri-
vialisant» ainsi le probléme dans le cas considéré dans 'article de 1978. Plus précisément nous
montrons, grace & ce méme Théoréme 1, qu’a partir d’un couple quelconque (Fy, Gg) solution de
(KV1) on peut, par une modification simple et quelques calculs élémentaires, obtenir un couple
(F, Q) solution de (KV1) et (KV2) dans le cas résoluble (Théoréme 4). Ce résultat repose sur une
étude de parité (Proposition 3) : le second membre de (KV2) étant fonction paire de (X,Y) le
premier doit I’étre aussi, ce qui motive notre construction de (F,G) pour les algebres résolubles.

2. Un résultat d’Alekseev et Torossian

Pour X,Y donnés dans g on note A l'algebre des séries formelles en les variables (non com-
mutatives) x = ad X, y = adY, et 7 l'idéal bilatere de A engendré par zy — yz. On note ~ une
égalité modulo Z ou modulo le sous-espace [A, A] C Z, ce qui sera précisé a chaque fois. Soit enfin
7 Panti-involution de A définie par 7(x) = —z, 7(y) = —y.

Du Theorem 2.1 de [4] on déduit, en appliquant ad aux deux membres d’une égalité de «traces
quadratiques», I’énoncé suivant (voir Remark 5.2 de [3]).

Théoréme 1 ([4]) Soit (F,G) un couple de séries de Lie en (X,Y) vérifiant ’équation (KV1). Il
existe alors a € A tel que, modulo [A, A] ,

1 T Y z
xoaXF+y08YGN2<e$—1+ey—l 1 1>—|—a 7(a) . (1)
Ce résultat s’obtient en exploitant habilement lassociativite Z(Z(X,Y),V) = Z(X, Z(Y,V)) dans
la formule de Campbell-Hausdorff écrite sous la forme (KV1) et en montrant la nullité d’un certain
groupe de cohomologie. La forme précise du second membre de (1) est établie en reprenant une
méthode d’Alekseev et Petracci [2].

L’application aux algebres de Lie quadratiques est immédiate : d’une part tr[A, A] = 0 et (1)
entraine une égalité de traces, d’autre part x = ad X et y = ad Y sont antisymétriques par rapport
a une forme quadratique non dégénérée, soit ‘z = —x, 'y = —y, d’ot ta = 7(a) et tr(a —7(a)) = 0.
Par suite (KV2) est alors conséquence de (1).

3. Modification d’un couple solution

La résolution du probléme de Kashiwara-Vergne pour les algébres de Lie résolubles s’obtiendra
en joignant au Théoréme 1 la Proposition 3 ci-dessous (valable elle aussi pour toute algébre de
Lie). Etant donné un couple quelconque (F, G) solution de (KV1) on note

f=—-e®F,g=("-1))G,A=f—-g, (2)
de sorte que (KV1) s’écrit
ZV,X)-X-Y=—f-g=A—2f=—-A—2g. (3)

En reprenant les calculs de [6] p. 263-264 on peut exprimer le premier membre de (KV2) a laide
de A.

Lemme 2 Pour toute solution (F,G) de (KV1) on a, modulo T,

X-v
xoaXF+yoayG~‘Zcoth;(aXAH)—Zcothg(ayA—l)—;coth§+ad<F+G+ . )



Preuve. D’abord dx (z"T1F) = 2" 1Ox F — 2" ad F — Y _, 2" % ad(z*F) pour tout n > 0 et le
terme >, _, appartient & Z, d’ou par sommation

1—e "

€T

ad F' .

Ox f=0x ((1 — e_“)F) ~ (1 — e_x) OxF —

En multipliant par /(1 — e~*) on obtient

T
1—e%

JlaxFN 8Xf+adF .

Notons Z = Z(X,Y), Z = Z(Y,X) = e"*Z pour abréger, d’ott z = ad Z, Z = ad Z = e "ze®. Au
second membre on remplace f, d’aprés (3), par % (A - Z+ X+ Y) et on utilise ’égalité (deduite
de la différentielle de exponentielle)

— z 1—e* 1—e " z
a Z: — ~Y .
X 1—e 2 T T 1—e*

Modulo Z on calcule ici comme dans une algébre commutative. Ainsi

1 =z 1 =z
De méme
Yy

1 1 =z
~ = —OyA+1)— -—— +adG .
yoy G 2ey_1(8y +1) 262_1+aG

En ajoutant, le résultat peut s’écrire

_z
2
+z(axA—l—l)—&—%(ayA—1)+ad(F+G) .

xIx F + ydy G ~ gcothg (OxA+1)— %coth% (OyA—1) coth %—l—

Or xd0xA+ydyA~90dxAox+dy Aoy =adA, ce qui appartient & 7 puisque A = f — g est de la
forme [X,---] +[Y,---]. Ces termes disparaissent donc, d’ou le lemme. B

Proposition 3 Soit (Fy, Go) une solution de (KV1) :
ZV,X)=X+Y - (1—-e ") Fy(X,Y) — (e —=1) Go(X,Y) .
Alors le couple (F,G) défini par

{ F(X,Y) = L (Fy(X,Y) + Go(-Y, = X) + e"Fy(—X, =Y) + €*Go (Y, X) + Z(X,Y) — X) n
G(X,Y) = F(-Y,—X)

est solution de (KV1). De plus x o OxF + yo 0y G est pair en (X,Y) modulo T.

Preuve. On note I" le groupe formé de I'identité et des trois involutions définies par

~ ~

f(X>Y) = f(_X7_Y) ) f(XaY) = f(YvX) ) f(X,Y) = f(_Y7 _X)
et f7 le transformé de f par I'involution v € T'. _ _
Si (F,G) est une solution symétrique de (KV1), ie. G = F,onag = (¢ -1)G = —f.

Les dérivées de A = f + f dans le Lemme 2 seront alors paires si A est impair, c’est-a-dire
fHf+f+f=> cr =0, cequon vaobtenir par une modification simple de (¥, Go).

(i) D’abord Z = Z = log(exp(—X)exp(—Y)) = —Z, donc le couple (@B,IVVO) est encore solu-
tion de (KV1) et aussi le couple symétrique (Fy,G1) défini par Fy} = % (FO —|—/Gv0>7 G, =F =
% (Go + Fa) Notons f; = (1 — e ®)F; et

F=h-3Y 5 (5)

yell



Alors f — f1 :f—fl d’ou
Z=X+Y—-fi+h=X+Y—f+[. (6)

D’autre part

1 1
f=(1—e") Favec F =5 (F1 —|—e’”F1) +1(Z+2X), (7)
oll le scalaire A sera choisi plus bas. En effet (1—e *)F = 1 (f ( ) + 2(Z —Z) (puisque

Z=e"Z)et Z=X+Y —fi + f1 en échangeant X et Y dans (6), dou (1 — e *)F = f grace a
(5) et (6).

Par suite le couple (F, F) de (4) est solution de (KV1) avec A = f + f impair puisque (5) entraine
dyer 7 =0.

(zz} Or F est de la forme F} = aX +bY + (---) o a et b sont des scalaires et (---) une somme
de crochets de Lie, et Z =X +Y + (---). De (7) on déduit F = 1 (A+1)X +Y)+ (---) d’'ou

~ X-Y 1
F+F+ 21(/\+1)(X—Y)+(---).
Le terme ad(---) du Lemme 2 avec G = F est donc dans 7 si on choisit A = —1. Enfin le terme
en z de ce lemme est pair modulo Z, car Z = —e *Z donne z = ad Z = —e %ze* ~ —z. Ainsi

x0x F + yOdy G est pair modulo Z par le Lemme 2, d’ou la proposition. B

4. Application aux algébres résolubles

Théoréme 4 Soit (Fy,Gy) un couple solution de (KV1) pour une algébre de Lie résoluble. Le
couple (F,G) défini par (4) est alors solution du probléeme de Kashiwara-Vergne (KV1)(KV2).

Preuve. Puisque g est résoluble, sa complexifiée admet une base dans laquelle = et y sont représen-
tées par des matrices triangulaires supérieures et les éléments de Z par des triangulaires supérieures
strictes, d’ont trZ = 0. Si (F, G) est choisi comme dans la Proposition 3, tr (z 0 x F + y o 0y G)
est donc fonction paire de (X,Y).

D’autre part, si x1, ..., x, sont égaux & z ou y on a

T(x1 - xp) = (=1)"zp -z ~ (=1)"21 -2y
modulo Z. Par suite

0 si n est pair

L1+ Ty — T (1 ) ~ . . .
! " (21 n) {2z1~~~mn si m est impair.

L’égalité (1) modulo [A, A] du Théoréme 1 entraine une égalité modulo Z, dans laquelle on pourra
donc supposer a impair et remplacer a — 7(a) par 2a, d’ou

1 T Y z
tr (20x F + yoyG) — itr <€m — + w1 o1~ 1> =2tra . ()
Enfin %5 = § coth § — § et de méme avec y ou z, et I'égalité e* = e”e¥ donne tr(z +y — z) = 0.
On en déduit (comme a la fin du paragraphe 3) que le premier membre de (8) est pair, d’ou la
conclusion, le second membre étant impair. B

Remarque. On pourrait espérer que le couple (F, G) construit en (4) soit solution du probléme
de Kashiwara-Vergne pour toute algeébre de Lie. Mais en prenant pour (Fp, Gy) le couple proposé
dans 1’équation (8) de [8] p. 561, le (F,G) obtenu donne méme fonction A que la solution de
Kashiwara-Vergne du cas résoluble (voir [8] p. 562 et 580) donc, par le Lemme 2, méme expression
a z0x F + yO0y G modulo T. Les calculs sur ordinateur d’Albert, Harinck et Torossian [1] montrent
que ce n’est pas une solution du cas général : pour certaines algébres de Lie un désaccord apparait
entre les deux membres de (KV2) sur les termes de degré 8 en (X,Y).
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