Agrégation Analyse (F. Rouviére) 8.1.02
RESUME SUR L’INTEGRALE DE FOURIER

A une fonction f € L'(R) on associe sa transformée de Fourier

t) = / flx)e ™4yt e R
R

Voir remarque finale sur cette définition. En part1cuher fR

Théoréme 1. Si f € L'(R), alors f est continue sur R, bornée, et tend vers zéro
a Uinfini. De plus

7] = iy -

Formulaire
— si f est paire (resp. impaire), alors fest paire (resp. impaire)
— g(x) = f(z — a) donne g(t) = e~2imat £(1) (avec a constante réelle)
~ h(z) = 27 f(z) donne h(t) = F(t — )
~si f € CLR), f € LYR) et f' € LY(R), alors (f)(t) = 2int f(¢)
—si f € LY(R) et z f € L'(R), alors fe Cl(R) et —2i7r(:1:/7)(t) = (f)/(t)

(f*g)() oK ()SlfGLl(R)etQGLl(R)
— Jp f(@)g(x)dz = [ f(t)g(t)dt si f € LY(R) et g € L'(R) .

Ces formules s’obtiennent facilement par les outils classiques du calcul intégral
(convergence dominée, Fubini,...). On retiendra notamment que Fourier transforme
translation en multiplication par une exponentielle (et vice versa), dérivation en
multiplication par la variable (et vice versa), produit de convolution en produit or-
dinaire. Ces remarquables propriétés opératoires justifient a elles seules 'intérét de
la transformation de Fourier. Elles peuvent servir également au calcul de certaines
transformées de Fourier.

Exemples.
f(z) = X[—q,q(v) donne F(t) = (sin2mat) /mt
f(z) = e 2mll donne f(t) =1/7(1+t?)
flz) = e ™ donne f(t) =t

Théoréme 2 (formule d’inversion de Fourier). On suppose f € L*(R) et fe L'(R).
Alors on a
= / f(t) 2™t pour presque tout € R .
R

Si de plus f est continue sur R, la formule est valable en tout point x.

Les amateurs de chapeauz pourront l’écrire aussi f(x) = f(—x)



Remarque. Si f € C?(R) avec f et f’ et f” € L'(R), alors fe L'(R) et le théoréme
2 s’applique.

Théoréme 3 (formule de Plancherel). On suppose f € LY(R) et f € L*(R). Alors
feL?R) et ona

17l = ||F]],» eest-a-dire /R|f(a:)|2dx:/R|f(t)]2dt.

La tranformation [ +— fpeut se prolonger de L'(R)NL?(R) a L?(R) tout entier, en
un isomorphisme d’espaces de Hilbert de L?(R) sur lui-méme qui conserve le produit
scalaire (et la norme) de cet espace.

Danger. Une fonction de carré intégrable n’est pas nécessairement intégrable : pour
f € L?(R) V'intégrale de Fourier Jz f() e~ 2™y n’a peut-étre plus de sens! La
transformée fne peut alors se définir que grace & un prolongement par densité. On
peut montrer par exemple que

f(t) = lim /jlf(:v) e 2y

A—o0
pour f € L%(R), la convergence ayant lieu au sens de la norme L2.

Remarque sur la définition. De nombreux livres définissent la transformée de
Fourier par I'intégrale

/ f(z)e " dg .
R

La définition adoptée ici, avec un facteur 27 dans ’exposant, a ’avantage de ne faire
apparaitre aucun autre facteur constant dans les formules et théorémes ci-dessus
(convolution, inversion, Plancherel).

Références.

FARAUT, Calcul intégral, chapitre 9.

BUCHWALTER, Le calcul intégral, p.120-145.

RUDIN, Analyse réelle et complexe, chapitre 9.

GASQUET et WITOMSKI, Analyse de Fourier et applications, p.127-169.
ZUILY et QUEFFELEC, Eléments d’analyse pour ’agrégation, p.320-325.



