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5 Séance 5

Exercice d’entrainement 5.1. Déterminer, si elles existent, les limites suivantes & ’aide d’encadrements.
cos(z)+3 e+

1. lim 5 .
z—4-00 T e 41
2. lim x?sin(x) + e”.
T— 00
. In(z)® +1 X o
3. lim g(z)——+—— 4, 0ol g : R — R est une fonction définie sur R telle que, pour tout nombre
z—+00 In(z) +2
réel x,
-5 <g(x) <2.
Correction :
1. Pour tout nombre réel x, on a
e +x e*(l+ze™™) _Ll+ze™®
— = e —_—.
6293 + 1 621(1 + e*QI) 1+ef2z
Or lim e 2 = lim eY =0 et, par croissance comparée, lim ze % =0, d’on
Tr—r+00 Y —-—o0 Tr—r+00
1 - 140
lim e™® e =0x + =0.
z—+00 14+ e 22 1+0
donc
e’ +x
1m o7 11 =0.
z—+oo 2% L 1
Pour tout nombre réel z > 0, on a
—1<cos(z) <1
donc
2 <cos(z)+3<4
et, comme x > 0,
2 4
2. cos(x) + 3 <4
x T x
Or
lim —=2x0=0
T—400
im —=4x0=
r—+o0 I
donc, d’aprés le théoréme d’encadrement,
3
lim cos(z) + _o
Tr—r+00 xX
Par conséquent,
3 x
T GOk S LA W Y
T—+00 €T e2r + 1

2. Soit z un nombre réel. On a —1 < sin(x) < 1 donc, comme z? > 0, on a

-z’ < sin(m)xQ.

Ainsi,
2+t < sin(m)sc2 + e”.



Or,

—2? e =e(1 —x%e™ ™).

et, par croissance comparée,
lim 2% * =0

r——+00
d’ou
lim 1—2%¢%= lim 1+2%¢%=14+0=1.
T—r+00 r—+o0
Ainsi,

lim —22 + e® = +00.
T—r+00

D’aprés le théoréme d’encadrement, on en déduit que

lim sin(z)z? + ® = +oo0.
T—r—+00

In(z)?+1

3. Soit > 1 un nombre réel. Alors In(z) +2 > 0+ 2 > 0 et In(z)2 +1 > 0 donc mzgs > 0 Par
conséquent,
In(z)? + 1 In(z)? +1
RO gyl
In(x) + 2 In(z) + 2
° In(z)? +1 In(z)? +1
_In(z)? + v < g(z) n(x)? + -
In(x) + 2 In(x) + 2
On a .
1 241 1 1+ o
R SR T .. B
Comme lim In(x) = 400, alors
r——+00
2
lim ———= = lim =0

z—+oo In(z)2  z-+o00 In(z)

donc L
It gz 1
lim G = =1,
z—+oo | 4 n(z)
. ... In(x) -
Or, par croissance comparée, lim =0, d’ou
xr——+00 X
s @) 1 e
F=too r I+ ln(2:c) a
Par conséquent
) In(z)? +1
lim —5——— 42 = +00.
z—+o00 In(x) + 2
En utilisant le théoréme d’encadrement, on en déduit que
1 241
lim g(;lc)M + 2z = +00.

z—+oo In(x) + 2

6 Séance 6

Exercice d’entrainement 6.1 (Continuité d’une fonction). Déterminer ’ensemble de définition de la
fonction f d’une variable réelle définie par ’expression

f(z) = e®In(x? + 4z + 1) + cos(z).

Sur quel ensemble la fonction f est-elle continue? Justifier soigneusement votre réponse a l'aide des
théorémes de votre cours.



Correction : La fonction f est définie sur ’ensemble des nombres réels  tels que z? +4x +1 > 0. Or, pour
tout nombre réel z,
?+dr+1 = (242)2-22+1
(z+2)* = (V3)
(x+2-V3)(z+2+V3)

On effectue alors un tableau de signes.

x —00 —2-43 —2443 +o0

Signe de
z+2—+/3 B 0 +

Signe de
z+2+V3

Signe de
> +4r+1

Ainsi, la fonction f est définie sur A =] — 0o, —2 — v/3[U] — 2 + /3, +o0].

Comme
1. la fonction z — 22 4+ 42 + 1 est continue sur A car polynomiale,
2. pour tout point = de A, 22 +4xz +1 > 0,
3. la fonction In est continue sur R%,

alors leur composée x — In(2? + 42 + 1) est continue sur A.

Or la fonction exponentielle est continue sur A, d’ot, comme le produit de deux fonctions continues est
continue, la fonction u : @ — e In(z? + 4z + 1) est continue sur A.

Enfin, comme la fonction cosinus est continue sur A et comme la somme de deux fonctions continues est
continue, alors f = u + cos est continue sur A.

Exercice d’entrainement 6.2 (Recollement de fonctions). Soit f : R — R la fonction définie sur R par

Vz >0, f(z) = 22

26422

Vz <0, f(z) =1—cos(z).

La fonction f est-elle continue sur R? Si la réponse est non, sur quel ensemble la fonction f est-elle
continue ?

Correction : Pour tout réel z > 0, 264+ 22 > 0+0 = 0 donc 2 + 22 # 0. De plus, les fonctions z — 24 4222
et z — 28 + 22 sont des fonctions polynémiales donc sont continues sur R* . Par conséquent, la fonction
f, qui est le quotient de ces deux fonctions sur R* , est continue sur R* .

*

De plus, comme la fonction z — cos(z) et la fonction constante égale a 1 sont continues sur R’ , alors
la fonction f, qui est la différence de ces deux fonctions, est continue sur R* . Au final, la fonction f est
continue sur R*.

Etudions maintenant la continuité de f en 0. Pour tout nombre réel z > 0,

24222 22(2242)
26422 — 22(z% 1)
_ 2+z2
- 1+24°
Ainsi
2422 240

Par conséquent,

De plus, par continuité de la fonction cosinus

lim1—cos(z) =1—cos(0)=1-1=0.

z—0



Ainsi,
lim f(z) =0.

z—0—
Comme 0 # 2, la fonction f n’est pas continue en 0.
Exercice d’entrainement 6.3 (Application du théoréme des valeurs intermédiaires). 1. Montrer que
l’équation 2* — 2z = 3 admet au moins une solution sur [0, 4ol

2. Montrer que 'équation 23 + 22 — 52 +2 = 1 a au moins deux solutions sur [0, 2].

Correction :

1. Notons f la fonction définie sur R par
flx) =27 — 2z = @7 _ g,
Comme les fonctions R — R z — In(2)z et exponentielle sont continues sur R, alors la fonction

R —- R
r +— 2F

est continue sur R. Par conséquent, comme la fonction z — 2x est continue sur R, alors la fonction
f est continue sur R. De plus f(0) = 2° —2.0 = 1 < 3 et f(4) = 2* — 24 = 8 > 3 donc,
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(r) = 3 admet au moins une solution
sur [0,4] C [0, +oo].
2. Notons
f+ R - R
r = 2>+2%-5r4+2.
La fonction f est une fonction polynomiale donc est continue sur R. De plus f(0) = 2 > 1,
f(1)=—-1<1let f(2) =4 > 1. Ainsi, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation

f(z) =14 23+ 2% — 52+ 2 = 1 admet au moins une solution sur ]0, 1] et une solution sur |1,2][.
Cette équation admet donc au moins deux solutions sur [0, 2].

7 Séance 7

Exercice d’entrainement 7.1. En utilisant la définition du nombre dérivé, déterminer dans chacun des
cas si la fonction f est dérivable au point a € R.

1.
f+ R - R
x = —3z2+1
en a = 1.
2.
f: ]-L+4c] — R
r o= JH
en a = 1 puis en a € R quelconque.
3.
fi: [Fl,40[ — R
242
A s
en a= —1.
4.
f: [-1,400] = R
x
x = vVr+1+2
en a= —1.

Correction :



1. Pour tout nombre réel = # 1, on a

flx)—f1)  —32?4+1+2 _ -3(z%-1)

= =-3 1).
z—1 z—1 z—1 (@+1)
donc )
TGO R 163 S SV S
r—1 r—1
La fonction f est dérivable en 1 et a pour nombre dérivé —6 en 1.
2. Soit a un nombre réel. Pour tout nombre réel x €] — 1, +o00[\ {a},
e  a(a4D—a(at1)
— (@-a)(etD(e+D)
= @=a)(aFD(+])
= @@t
Ainsi )
S = fe)
za T —a (a+1)2
et la fonction f est dérivable en a et a pour nombre dérivé ﬁ en a. En particulier, la fonction
f est dérivable en 1 et a pour nombre dérivé I en 1.
3. Pour tout nombre réel x dans | — 1, +o0],
flz) = f(=1) 2z + 2 2

- (1)  (@+DWzti+2) Vatite
Ainsi
i L@ = f(=1) 2 _1
ez (-1) oI F142

donc la fonction f est dérivable en —1 et a pour nombre dérivé 1 en —1.

4. Pour tout nombre réel  dans | — 1, +o0],
f@—f(-1) _ rrmte
z—(—-1) - z+1
— 2oVt
BEGLGE
= Vi T avaTin/erio)
On en déduit que
— f(=1
fim L@ SED

z——1 xTr — (—]_)
et la fonction f n’est pas dérivable en —1.

Exercice d’entrainement 7.2. En utilisant la définition du nombre dérivé, déterminer les limites sui-
vantes.

- 2 _ - 2 In(1 3
1 i S8 Zeos(@)” L R fo3. 3. lim (L F2sin@))
T—a x2 —a? z—0 sm(x)
5 631 -1

1m .
z—0 eT — 1

Correction :

1. Pour tout nombre réel z distinct de a et de —a,

cos(z)? —cos(a)?  (cos(x) — cos(a))(cos(x) + cos(a)).

2 —a? (x —a)(x + a)
On a
lim cos(x) = cos(a) _ cos'(a) = —sin(a)
O ol 2 cos(a)
lim cos(x) + cos(a) _ 2cos(a

r—a T+ a 2a



donc
. cos(w)? —cos(a)? —2cos(a)sin(a)  —sin(2a)
lim = = .
z—a 72 —a? 2a 2a

De maniére alternative, on pouvait utiliser la définition du nombre dérivé en a de cos? pour calculer
cette limite.

2. La fonction f définie sur R par f(z) = 3% est dérivable sur R en tant que composée des fonctions

exponentielle et
u: R — R

Tz — 3z

De plus, pour tout nombre réel x, f'(x) = u'(x) exp ou(z) = 3e3%. Ainsi, pour z # 0,

egx—lzf(a:)—f(O) " z—0

er —1 x—0 et —el’
o (@) - £(0)
. xr) — /
:lli% x—0 = /0)=3
g 20 - L 1,
e>0e® —e0  exp/(0)  exp(0)
d’ott w3
e’® —
=—-=3.
z—0 e —1 1
3. Pour tout nombre réel z €] — 1,1[\ {0}, on a
In(1 + zsin(z)) - x In(1 + zsin(x))
sin(z) B x sin(x)
Or,
lin%)zsin(m) =0xsin(0) =0
—
In(1+nh In(1+Ah)—1In(1 1
i BOER) g AR =) gy Ly
h—0 h h—0 h—0 1
d’ou (1 ]
lim n( +':E sin(z)) _1
20 zsin(z)
et (1 )
lim n( —&—.msm(x)) _o
=0 sin(x)
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Exercice d’entrainement 8.1 (Calculs de dérivées). Pour chacune des fonctions ci-dessous, donner son
ensemble de définition, étudier la dérivabilité de la fonction et calculer sa fonction dérivée.

1. La fonction f; est définie par I’expression
fi(z) = 2V a2 — 3z.
2. La fonction fo5 est définie par 'expression

f2(z)

_ 23005(1:)

3. La fonction f3 est définie par les expressions

{ f3(z) = *In(Jz[/]z]) si z £ 0
f3(0) =0

Correction :



1. Par définition,
fi(z) = @) /22 — 3z,

Ainsi, la fonction f; est définie sur I'ensemble des nombres réels x tels que x > 0 et 22 — 3z > 0.
Pour tout nombre réel z, 22 — 3z = z(z — 3) d’ou le tableau de signes suivant.

x —00 0 3 +00
Signe _ 0 i n
de z
Signe de _ _ 0 n
Tz —3
Sl2gne de n 0 B 0 "
x® — 3x

Ainsi, ’'ensemble de définition de f; est
A =)0, +o0[N(] — 00,0] U [3, +00[) = [3, +00].

Comme

(a) la fonction x — eln(x) est dérivable sur A C R,

(b) la fonction exponentielle est dérivable sur R,

alors leur composée u : z — z¢ = e¢(®) est dérivable sur A et, pour tout nombre réel z de A,

e
x _

eln(z) e ex® 1
T

W (z) = eln’(z)e
Comme
(a) la fonction v : 2+ 22 — 3z est dérivable sur |3, +oo] car elle est polynémiale,
(b) pour tout nombre réel z > 3, x2 — 3z > 0 d’aprés le tableau de signe ci-dessus,
(c) la fonction racine carrée est dérivable sur R7,

alors leur composée w : x — 22 — 3z est dérivable sur |3, 400 de dérivée définie par
1 20 — 3

’U/(J:),Qm = 22— 32

Comme les fonction u et w sont dérivables sur |3, 4+o00[, alors leur produit f; est dérivable sur
|3, +o0[ et

Ve >3, w'(z) =

2z — 3
x2 — 3z’

Vo >3, fi(z) = v (z)w(x) + u(z)w' (r) = ex® a2 — 3z + 2°

Etudions maintenant la dérivabilité de f; en 3. Pour z > 3,

h@-n@) _ 2°y/2@-3)-0
z—3 z—3
z°\/T
z—3"
Ainsi,
i 1@ = HB)

donc f; n’est pas dérivable en 3.
2. Pour ¢ > 0, on note exp, : R — R la fonction exponentielle en base a. Remarquons que la
fonction fy est définie sur R et fo = exp, o(expg o cos). Comme exp, est la composée de la fonction
exponentielle avec la fonction
R —- R
x +— In(a)x

alors exp, est dérivable sur R et

Vo € R, expl(z) = In(a) exp/(In(a)z) = In(a) exp, ().



De plus, comme la fonction cosinus est dérivable sur R de fonction dérivée la fonction — sin, alors
la fonction exps o cos est dérivable sur R et

Yz € R, (expyocos)(z) = cos'(z) exph(cos(x)) = — In(3) sin(z)3°**),
Ainsi, la fonction fo est dérivable sur R et, pour tout nombre réel z,

fa(z) = (expyocos) (x) exp)((expy o cos)(z))
—1In(3) sin(2)3°(®) In(2) exp, ((exp; o cos)(x))
—In(2) In(3) sin(z)303(®) 23"

. La fonction f3 est définie sur R. Remarquons que, pour tout nombre réel z > 0, f3(z) = %:1:2 In(z).
La fonction f3 est dérivable sur R7 car les fonctions In et 2 — x2 sont dérivables sur R et

Vo >0, fi(z) =3zn(z)+ ga:

Pour tout nombre réel # < 0, on a f3(x) = 32?In((—x)). Comme z — —z est dérivable sur R*
—z > 0 pour = < 0 et comme In est dérivable sur R* | alors la fonction Ino(x — —x) est dérivable
sur R* et

Vz < 0,(Ino(z — —x)) (z) = —(In)'(—z) = %

Ainsi, la fonction f3 est dérivable sur R* et

Vo <0, fi(z)= %m + 3z In(|z]).

Enfin
lim,, o+ w =lim, o+ SzIn(z) =0
_ fs(fﬂ)—(J;s(

lim,_,q 0 - lim,_,o- 5>(—z)In(—z) =0

par croissances comparées. Ainsi, la fonction f3 est dérivable en 0 de dérivée 0 (on aurait pu
alternativement démontrer la continuité de f3 en 0 et utiliser le théoréme de prolongement de la
dérivée, mais c’était un peu plus long ici). En conclusion, la fonction f3 est dérivable sur R de
dérivée 0 en O et

Vo #£0, fi(zr)= %.73 + 3z In(|z]).



