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Corrections des exercices d’entrainement

1 Séance 1

Exercice d’entrainement 1.1. Représenter graphiquement la fonction

R — R
x — 2

En déduire les représentations graphiques des fonctions R — R suivantes
1. z— 2 —1.
2. 2 (x+2)%
3. x> |22 1.

Correction : On a représenté en bleu le graphe de la fonction carré. Le graphe de la fonction z — 22 —1, en
vert, s’en déduit par translation de vecteur de coordonnées (0, —1). Le graphe de la fonction x — (z +2)?,
en jaune, s’en déduit par translation de vecteur de coordonnées (—2,0). Enfin, pour obtenir le graphe de
x — |22 — 1| (représenté en rouge) a partir du graphe de z — 2% — 1, il suffit de prendre le symétrique de
la partie du graphe en-dessous de ’axe des abscisses par rapport & ’axe des abscisses.

Exercice d’entrainement 1.2. Dans chacun des cas suivants, I’application go f existe-t-elle 7 Si c’est le
cas, déterminer cette application. Dans le cas contraire, & quel ensemble peut-on restreindre ’application
f ou g pour que la composée soit bien définie?

1.



Correction :

1. Comme f(R) C R et comme ’application g est définie sur R, alors l’application go f : R — R est
bien définie. De plus, pour tout nombre réel x,

go f(x) = g(f(x)) = g(22) = €**.

2. On a f(0) = —1 < 0 donc application go f n’est pas bien définie. Comme on a, pour tout nombre

réel x
?+2r-1>0 & (z+1)?-1-1>0

s (z+1)2-(V2)2>0
& (z4+1-vV2)(z+1++2)>0.

Un tableau de signe nous permet alors de résoudre cette inéquation.

b'e —00 —1-+2 —1+v2 +00
Signedex—&-l—\/ﬁ — — 0 +
Signe de = + 1 + /2 — 0 + +
Signe de 2% + 2z — 1 + 0 — 0 +

alors ’application g o f|]—oo 1 VB[U =143, o] €St bien définie et, pour tout nombre réel = de
] — 00, —1—+/2[U] —1++/2,+0c[, on a

go f(z) = g(a® 42z — 1) = In(z? + 22 — 1).
Exercice d’entrainement 1.3. Notons

f+ R - R
r o= -1
Déterminer f~1([0,1]) et f([1,2]).

Correction : Déterminons I'ensemble f~1([0,1]). Soit # un nombre réel. On a

z € f7H([0,1])

R
A
S

2 € [-v2,~1]U[1,v3].
Ainsi, f=1(0,1]) = [~v2, ~1] U[L, V3]

Déterminons maintenant I’ensemble f([1,2]).

ye f([L,2]) & 3Fwell,2, y=fla)
& Jrell,2,y=22-1
& drel,2, y+1=2?

< y+1>0et (Bzxel,2,z=+vy+1)ou(3zell,2,z=—y+1).
Comme —y/y — 1 est négatif et n’appartient donc pas a [1,2], on a
ye f([1,2]) & y+1>20etl1<y+1<2

& y+1>0et12=1<y+1<22=4
S y+12>20et0<y<3

car la fonction carrée est croissante sur [1,2]. Ainsi, f([1,2]) = [0, 3].

2 Séance 2

Exercice d’entrainement 2.1 (La fonction cotangente). On appelle fonction cotangente et on note cot

la fonction définie par ’expression

cot(z) = cos(x)

sin(z)



1. Déterminer I’ensemble de définition I de la fonction cotangente.
2. Calculer cot(%), cot(F), cot(%) et cot(%).

3. Etudier la parité et la périodicité de la fonction cot. Sur quel intervalle J suffit-il d’étudier cette
fonction 7 Comment en déduit-on le graphe de la fonction cot sur I en entier ?

4. Montrer que la fonction cot est dérivable sur I et calculer sa fonction dérivée en fonction de cot
puis en fonction de sin.

5. Etablir le tableau des variations de la fonction cot sur .J. En déduire I’allure du graphe de la fonction
cot sur lintervalle | — 27, 27].

6. Question bonus : trouver une interprétation géométrique de la cotangente dans un triangle rectangle
puis en utilisant le cercle trigonométrique.

Correction :
1. L’expression zfj((f)) a un sens si et seulement si sin(x) # 0 ce qui revient a dire que
x # 0[n].
Ainsi
I=R\{kr | keZ}.
2. On a
- Cot(ﬂ'> cos(3) i 1 V3
cot(f)ch)s(fi)z%=\/§ 37 sin(f) £ V33
6 sin(§) 3
s )
T, cos(f) % cos(Z) 0
COt(*) = — ;% =2 = 1 COt(z) = 2/ _ Z 0
sin(%) g 2 sin(3) 1
3. Pour tout nombre réel x dans I, on a
cos(x +m)  —cos(x)
t = = = cot(x).
cot(z +) sin(x +7)  —sin(x) cot(z)

Ainsi, la fonction cotangente est m-périodique : il suffit de I’étudier sur 'ensemble [-7F, 7]\ {0}. De
plus, pour tout nombre réel z de I, on a

o) = cos(—x) _ cos(x) — cot(
cot(—x) sn(—z) ~ —sin(z) t(z).

Ainsi, la fonction cotangente est impaire et il suffit de I’étudier sur |0, 7].
Du graphe de cette fonction sur |0, 5], on déduit le graphe de la fonction sur [—7,0[ par symétrie
centrale par rapport & l'origine. Le reste du graphe s’en déduit par translations du graphe sur

w7

(=%, 5]\ {0} de vecteurs de coordonnées (n,0), pour n € Z.

4. Comme les fonctions cos et sin sont dérivables sur I et comme
Vo eI, sin(z) #0
alors la fonction cot est dérivable sur I et, pour tout nombre réel x dans I,

COt/(.’E) _ cos’ (z) sm(bmu)](—wc)c;s(z) sin’(x)
sin(z)?

= —1—cot(x)?

sin(z)? "
5. Pour tout point z de J =0, §], on a

cot’(z) = —1 — cot(z)? < -1 < 0.



Par conséquent, la fonction cot est strictement décroissante sur J. De plus

{ lirr%) cos(z) = cos(0) =1
z—
ilgb sin(z) = sin(0) =0
et, pour x € J, sin(z) > 0, donc

lim cot(z) = +o0.
z—07F

On en déduit le tableau de variations de la fonction cotangente sur J

0 ™
2
Variations | 400
de Ny
cot ~cot(5)=0 )
On représente ci-dessous en blerfe?;ra‘p}reﬂtrtxfmrcmtzﬁmsrque les asymptotes verticales a

ce graphe (en rouge).

Exercice d’entrainement 2.2. Mémes questions que dans ’exercice 2.2. avec la fonction f définie par
I’expression
cos(5x)

J() = cos(hz) + 1

On tracera lallure du graphe de f sur [—2F, 2F].

Correction :

1. = appartient & I’ensemble de définition de f si et seulement si le dénominateur de ’expression qui
définit f ne s’annule pas, c’est-a-dire que cos(5x)+1 # 0 ou encore que cos(5x) # —1, ce qui signifie
que 5z est congru a m modulo 27, ou encore que x est congru & ¥ modulo 2?” Ainsi, I’ensemble de
définition de f est

A:R\{g+2kg| kez}.



2. Pour tout nombre réel z de A, x4+ 2F € A et

cos(bx + 2m)

or
fE+ %) cos(bx + 2m) + 1
cos(5x)
cos(b5x) + 1
~ (@)
donc f est 2?”—périodique. Ainsi, il suffit d’étudier f sur | — £, Z[. De plus, pour tout nombre réel
x de A,
cos(—bx)
J=2) = cos(—bx) +1
cos(bx)
cos(bz) + 1
= f(=)
donc f est paire. Il suffit donc de I’étudier sur [0, T[. Du graphe de cette fonction sur [0, Z[, on
déduit le graphe sur | — £, Z[ par symétrie par rapport & ’axe des ordonnées. Le reste du graphe

se déduit de cette partie du graphe par translations de vecteurs (2k%,0) avec k € Z.

3. Comme la fonction u; : & — 5z est polyndomiale (et méme linéaire), alors elle est dérivable sur R.
De plus, la fonction cos est dérivable sur R donc leur composée us = cosou : & — cos(5x) est
dérivable sur R et, pour tout réel x

uh(x) = uj(x) cos’ (u1(x)) = —5sin(5z).

Comime la fonction uy est dérivable sur R tout comme la fonction constante égale a 1, leur somme
uz = ug + 1 est dérivable sur R et u} = uj + 0 = u}. Comme les fonctions us et ug sont dérivables
sur A et comme u3 ne s’annule pas sur A, alors le quotient f = Z—i est dérivable sur A et, pour tout
point x de A,
Fla) = uy(w)us(r) — ug(x)us ()
ug ()
—5sin(5x)(cos(bz) + 1) + 5 cos(5x) sin(5z)
(cos(bz) +1)2
—5sin(bx)

(cos(bz) +1)%°

4. Comme la fonction sinus est strictement positive sur |0, 7| (et s’annule en 0), la fonction f’ est
strictement négative sur |0, £[ et s’annule en 0. De plus, cos(m) = —1 et, pour z € [0, £[, cos(5z) +
1> 0, d’ou, comme lim cos(5z) + 1 = 0, alors

z—I

lim f(z) = —oc.

T —
Ty

On en déduit le tableau de variations de f sur [0, Z[.

0 s
5
Variations | f(0) = %
de N
f —00
En utilisant la deuxiéme question, on en déduit I’allure du graphe de f sur [—%’r, 2?“] représenté en

bleu ci-dessous. On a représenté les asymptotes verticales du graphe de f en rouge.
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3 Séance 3

Exercice d’entrainement 3.1 (Fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique). On note cosh et
sinh les fonctions définies par les expression

{ cosh(x) = %

@

sinh(x) = el_Tei

1. Etudier les fonctions cosh et sinh (ensemble de définition, parité, variations, limites) et représentez-
les graphiquement.

2. Montrer que, pour tous nombres réels x et y
(cosh(z))? — (sinh(z))? = 1
cosh(z + y) + sinh(z + y) = (cosh(z) + sinh(x))(cosh(y) + sinh(y))
cosh(z + y) — sinh(z 4+ y) = (cosh(z) — sinh(z))(cosh(y) — sinh(y)).
En déduire des expressions de cosh(z + y) et sinh(z + y) en fonction de cosh(z), sinh(z), cosh(y),

sinh(y).

Correction :

1. Les fonctions cosh et sinh sont définies sur R. Pour tout nombre réel x, on a

e T & 67(7x) eF 4 e T

cosh(—z) = 5 = 5 = cosh(z)
donc la fonction cosinus hyperbolique est paire : il suffit de I’étudier sur l'intervalle [0, +oo[. De
plus
-z _ ,—(—z) T _ -
. o e e _ e e —
sinh(—x) = 5 = 5 sinh(x)

donc la fonction sinus hyperbolique est impaire. La encore, il suffit donc d’étudier cette fonction
sur l'intervalle [0, +o0o[. Comme la fonction z — —z est dérivable sur R, alors la fonction x +— e™*
est dérivable sur R donc les fonctions cosh et sinh sont dérivables sur R et, pour tout nombre réel
x?

1 1
cosh’(r) = 561 + 5(—6_””) = sinh(x).

et
1 1
sinh’(x) = iew - 5(—6_:”) = cosh(z).



De plus, remarquons que, pour tout nombre réel z,
1 1 1 1
cosh(z)==e"4+ =7 >-04+-0=0
(z) 2 + 2 2 + 2
donc la fonction sinh est strictement croissante sur R. Comme sinh(0) = % — % = 0, alors, pour

tout « > 0, sinh(x) > 0 = sinh(0) et la fonction cosinus hyperbolique est strictement croissante sur

[0,400[. Comme lim e* =4ocoet lim e =0 (car lim —z=—-coet lim e¥=0), alors
r—+00 r—+00 r—+00 Y—r—00

r—r+00

lim sinh(z) = 400
r—r+00

{ lim cosh(z) = +o00

En combinant ceci avec les propriétés de parité de ces fonctions, on obtient la représentation
graphique suivante du cosinus hyperbolique (on appelle cette courbe la « chainette »)

et la représentation graphique suivante du sinus hyperbolique



2. Soit z un nombre réel. On a

cosh(z)? — sinh(z)? =

@

T 4 671)2 _ %(ex _ 67:1:)2

:1:)2 + (671)2 + 26x671) _ i((ez)Q 4 (6793)2 . 261671)
T 4 6721 4 260) o %(621 + 6729(: o 260)
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Remarquons que, pour tout nombre réel x

1
cosh(x) + sinh(z) = 5(61 +e T +e’—eT)=¢€"



et
1
cosh(z) — sinh(z) = i(em +e P —eteF)=e"".
Ainsi, pour tous nombres réels x et y,

{ cosh(z + y) + sinh(z + y) = e**¥ = e%e¥ = (cosh(z) + sinh(z))(cosh(y) + sinh(y))
cosh(z +y) —sinh(z +y) = e ¥ = e *e ¥ = (cosh(z) — sinh(x))(cosh(y) — sinh(y)).

En prenant la somme des ces deux égalités, on obtient

2cosh(z +y) = (cosh(x) + sinh(x))(cosh(y) + sinh(y)) + (cosh(z) — sinh(x))(cosh(y) — sinh(y))
2 cosh(x) cosh(y) + 2 sinh(z) sinh(y)

donc cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y). De méme, en prenant la différence des deux
égalités, on obtient

2sinh(z +y) = (cosh(z) + sinh(x))(cosh(y) + sinh(y)) — (cosh(z) — sinh(z))(cosh(y) — sinh(y))
= 2cosh(z) sinh(y) + 2 cosh(y) sinh(x)
)

donc sinh(z + y) = cosh(z) sinh(y) + cosh(y) sinh(x).

4 Séance 4

Exercice d’entrainement 4.1. Calculer, si elles existent, les limites suivantes

3 or
1 g S P2AL 5. lim =L
r——00 x+3 z—4o00 €% 4 1
1
2. lim PO ) —
a0 22 +4§ a—+o00 3In(z) + (In(z))2
: ¥ +4x+4
3. lim cos (:z:2+:v2> 7. lim V%4 1-In(),
243z —4
4 lim 0T 8 lim Va?+z— 22+ 1.
z—1+ rz—1 z—+00
Correction :

1. Si on veut calculer la limite directement, on tombe sur une forme indéterminée. Pour tout nombre
réel x > —3, on a

P2+l Bl+F+%) L,l+E+%
r+3  a(1+2%) T 1+2
Or,
;g;1+;+~%—1+0:0:
et

Par conséquent

m z? = 400, alors

Comme li
r—r—00

. 23+ 22+ 1
lim — =
T——00 x+3
2. Comme, par croissance comparée, 1imoxln(x) =0 et comme lir%m =0, alors
lim zln(z) + 2 = 0.
z—0
Or lim2x+4=2x0+4=4, dou
x—0
1 0
mE n(r)+x

— - =0
250 2w+ 4 4



3. La encore, si 'on veut calculer la limite directement, on tombe sur une forme indéterminée. Re-
marquons que, pour tout nombre réel x

22+z—2
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De plus
2 Fdr+4 =2 +2220+2% = (z +2)%

Par conséquent, pour tout nombre réel z dans R\ {—2,1}, on a

x24tdrtd (I+2)2
2?2+r—2  (z42)(z-1)
x+2
rz—1"
Comme lim z+4+2=0et lim x—1= -3, alors
T——2 T——2
. x?4+4x+4 0
lim ——— = —=0.
z—-2 22+ -2 -3

Or lim cos(y) = cos(0) = 1 par continuité de la fonction cosinus d’ou

y—0
. 22 44z + 4
lim cos | ———m— =1.
z——2 2 +x—2

4. On tombe ici aussi sur une forme indéterminée. Pour tout nombre réel x, on a
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Ainsi, pour tout nombre réel z # 1

2 _ _
x° + 3x 4:(x 1)(m—|—4):$+4.
z—1 rz—1

et )
. " +3x—4
lim ——— =1+4+4=5.
z—1t rx—1
5. On tombe la encore sur une forme indéterminée. On va factoriser par le terme dominant au numé-
rateur et au dénominateur. Pour tout nombre réel x, on a

2y erln® iy,
eT+1 eT+1
e 0(2) (] 4 ge—on(2))
- e (1+e—7")
ez(ln(Z)—l) 14ze—*n2
14e—2

Comme 2 < e = e* et comme la fonction In est strictement croissante sur R7 , alors In(2) < In(e) = 1
et In(2) — 1 < 0. Ainsi, comme

lim e¥ =0,

{ mﬂTw(ln(z) -1z =—-0c0

Y——00
alors
lim e*@-1 _ .
T——+00
Or
1
. —zln(2) _ : —zIn(2) _ i — =

xETOOer 1+x£1_~r_100 () (x1In(2))e 1+1n(2) ygg_looye 1+1n(2) x0=1



et
Im 1+e*=14+0=1

T—r+00
d’ou
1 +xe—mln(2) 1
lm —=-=1
z—+00 1+e 7 1
“ 27 1
lim T _0x1=

z—+oo et + 1 o

. On tombe sur une forme indéterminée. Remarquons que, comme la fonction In est strictement
croissante sur R% alors, pour z > 1, In(z) > In(1) = 0 et, comme (In(z))? > 0, alors 3In(z) +
(In(z))? > 0 et 31In(z) + (In(x))? # 0. Pour z > 1, on a

In(2z) _ In(2)+In(x)
31In(z)+(In(x))? 1n(z)2+311ngg:)
In(z)(1+ ls(x; )

ln(z)2(1+ﬁ)

_ 1 1+}2((i)
—  In(w) I+t
Comme lim In(x) = 400, alors
r—+00
1
lim =0
z—+oo In(x)
et (2
im 1422 1 m@)xo0=1
z—+o0 lnéa:)
lim 1+ 1+43x0=1
x—+o00 1 ( )
et 1 In(2)
. + In(x) 1
lim T =5 =1
z—+oo 1 + Wn(z) 1
Ainsi
In(2z) —0x1=0.

lim
z—+o0 31n(x) + (In(z))?
. On tombe encore sur une forme indéterminée. Pour > 0, on a

Vaz+1—1In(z) = Va2 1+m%—ln(:zj)

= |z|4/1+ 1—12 — In(x)

= x,/l—s—w—l?—ln(a;)
= a(y/1+ % - =),

1
Comme lm 1+ —S=1+0=1etlim./y= V1 =1 (par continuité de la fonction /), alors
€T y—1

xr——+00

1
r—+o0 €T
OI‘, par croissance comparée,
1
lim 2@ _

1 1
lim (y/1+ 5 — @)y o=
T—>+00 T X

Ainsi, comme lim z = +o0,
r—+00

lim vz2+41—In(z) = 4o0.

r—r+00



8. La encore, on tombe sur une forme indéterminée. Pour z > 0, on a 22 + 2 > 0 et 22 + 1 > 0 donc
V22 +  — V22 4+ 1 est bien défini. Pour tout nombre réel > 0, on a

VT -VETL = (Ve o Vel i) YEEEnaT
(Ve Ea) - (Va2¥1)?
- \/r2+mj—\/12+1
i i )
- z24+z+Va2+1

car 2 +2 > 0 et 22 + 1 > 0. Ainsi,

5 - B 1

Vit z—vVa2+1 = 7\/ﬁ+€/z217+)1
-2

Ve (1414, /1+ %)

x -1

2l T T+ 1

1
-2

T+1+/1+%

Comme 1
Im 1+—-=14+0=1
r——+00 ;Li
lim 1+—2:1+0:1 )
r——+0o0 X
v = V=1
alors

/ 1
lim 1+-—=1
r— 400 X

1
Tr—r+00 xX

Par conséquent

1 1
lim \/1++\/1+2:1+1:2.
r—+00 €T x

) 1
lim 1—-—-—=1-0=1,

T—+00 x

Or

d’ou

lim \/wz—i—x—\/x?—i—lzé.

Tr——+00



