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Introduction

La méthode des éléments finis fait partie des outils de mathématiques appliquées.
En analyse numérique, la méthode des éléments finis est utilisée pour résoudre numéri-
quement des équations aux dérivées partielles. Celles-ci peuvent par exemple représenter
analytiquement le comportement dynamique de certains systémes physiques (mécaniques,
thermodynamiques, acoustiques, etc.). En mathématique, Il s’agit de remplacer un pro-
bléme compliqué pour lequel a priori on ne connait pas de solution, par un probléme plus
simple que ’on sait résoudre.

Dans notre mémoire, dans la premiére partie, on va regarder la méthode des éléments
finis classique pour le probléme Dirichlet homogéne en dimension un de degré un, de-
gré deux, degré trois. Au debut, on va donner les définitions de la matrice de masse,
de la matrice de raideur, de la matrice de masse élémentaire, de la matrice de raideur
élémentaire. Dans chaque cas, on va regarder l'algorithme d’assemblage des matrices et
second membres élémentaire afin de constituer le systéme global. D’ott on va donner les
programmes en Matlab pour calculer une solution approchée et donner I'erreur.

Dans la deuxiéme partie, on va consider les fonctions B-splines et leurs premiéres dé-
rivées, donner la définition d’une courbe B-splines. Aprés on va regarder la résolution
numeérique d’'un probléme d’interpolation par des courbes B-splines et la méthode des élé-
ments finis utilisant les fonctions B-splines cubiques pour approcher une solution exacte.
Dans cette partie, on aura aussi les programmes en Matlab pour les pratiquer.

En fin, on va donner les commentaires entre deux méthodes.

Nous voudrions exprimer notre reconnaissance a Monsieur le Professeur Pierre Drey-
fuss et & Madame le Professeur Francesca Rapetti de nous avoir beaucoup aidé a faire ce
stage. Nous remercions bien aux professeurs du département des Mathématiques a 1’Uni-
versité de Nice - Sophia Antipolis, surtout Prof. Stéphanie Nivoche et Prof. Jacques Blum
qui nous ont aidées et nous ont encouragées. Enfin, il nous faut aussi dire remercier & mes
amis avec leur soutien, leur encouragement et leur sympathie a notre égard.

Nice, Juillet 2012
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1 Eléments finis classique

Considérons le probléme de Dirichlet homogéne en dimension n =1 :

{ —ou” (z) + Bu(z) = f(x) sur |a, b],
u(a) = u(b) =0

ol «, B sont des constantes et f est une fonction continue.

La formulation variationnelle de ce probléme s’écrit : Trouver la fonction u apparte-
nant a H}ll[a,b] telle que pour tout v € Hj[a,b] on ait :

/abau’(x)v’(x)dw/abﬁu(x)v(x)dx:/abf(x)v(x)dx. (1)

[’existence et I'unicité d’une solution pour ce probléme se démontrent en utilisant le
théoréme de Lax-Milgram :

Théoréme 1 (Théoreme de Lax-Milgram)

Soient V un espace de Hilbert et a une forme bilinéaire continue sur V x V et coercive
sur V. Supposons que L est une forme linéaire continue sur V. Alors, il existe un unique
fonctions u de V' tel que l’équation a(u,v) = L(v) pour tout v de V.

On suppose maintenant que I'on connait un sous-espace V;, C V de dimension finie,
paramétré par h et tel que pour tout v € V, il existe un élément rpv € V), vérifiant :
limy, ¢ ||rpv — v|| = 0. Considérons alors le probléme suivant : Trouver la fonction wuy
appartenant a Vj, tell que : a(up,vy) = L(vy), Vo, € Vj. Ce probléme admet également
une solution unique car V}, est un sous-espace fermé de V et donc les hypothéses du
théoréme de Lax-Milgram sont également vérifiées dans V.

Supposons u et uy, les solutions correspondent a les problémes a(u, v) = L(v) et a(up, vy) =
L(vy). On a alors un résultat général de majoration d’erreur suivant :

Théoréme 2 Soit M la constante intervenat dans ’hypothése de continuité de a : a(u,v) <
M ||ul|||v|| et m la constante intervenant dans Uhypothese de coercive : a(u,v) > m|v||?,
on a la majoration d’erreur suivante :

M .
lu —upll < — inf flu—wvl.
m eV

1.1 Eléments finis de degré un pour le probléme de Dirichlet ho-
mogéne en dimension n = 1

Introduisons une discrétisation de l'intervalle [a,b] en N sous-intervalles ou éléments
T; = [zi—1, ;. Les éléments T; n’ont pas forcément méme longueur. Vg, est alors l'espace
des fonctions continues affines par morceaux (affines sur les segments T;) et nulles aux
extrémités a et b.
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Ti=a x; Tit1 TNp1=b

FIGURE 1 — Discrétisation (maillage)du segment [a, b] en éléments finis P1

Rappelons que chaque fonction v, € Vp; est déterminée de maniére unique par la
donnée de ses valeurs aux points x; pour ¢ = 2,..., N. L’espace Vj, est de dimension
N — 1 et il est engendré par la base de Lagrange qui est formée des N — 1 fonctions
w; € Vp, définies par :

1 sit=y
wz(xj):%:{ . ) VZZQ,,N et VJ:2,,N
0 sinon
D’ou :
T, — T
. six € [y, x4,
T B
w,(x) =y ——— size€ [xi,$i+1],
Ti — Tit1
0 six ¢ [xi_1,$i+1].

T1=a Ti—1 T Tit1 Tit+2 Tyl =D

FIGURE 2 — Fonctions de base P1

Une fonction vy, quelconque s’écrit dans cette base :

N
vp(z) = E viw; ()
i=2
avec v; = vp(x;). Les coefficients v; sont donc les valeurs de v;, aux points ;.

1.1.1 Ecriture du probléme approché

Ecrivons le probléme approché dans Vj, : Trouver la fonction u;, appartenant a Vg
telle que pour tout v, € V), on ait :

/a b oy, () v (2)d + / b Bun(x)vp(x)dz = / b f(@)vn(@)da. 2)
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Le probléme étant linéaire, 1’égalité est vraie pour tout vy, si et seulement si elle est vraie
pour une base de I'espace vectoriel V; 5, c’est-a-dire :

(2) est vérifice Yu, € Vo, < (2) est vérifice Vw; pour i =2,..., N.
D’autre part, si uy, est solution du probléme approché dans Vj 5, on peut 'exprimer dans

la base des w; comme suit :
N
r) =Y uw;(z)
Jj=2

avec u; = up(x;) est le valeur approchée de la solution exacte au point x;. Ainsi le
probléme approché s’écrit : Chercher uq, us, ..., uy tels que

N b

Z(/aw() dsc+/ﬁw] z)w;(x da:) /f x)w;(z

j=2 \a
Posons

Ri= [ s

szlu@m@@m+L%w@mmm.

On remarque que le probléme approché prend la forme d’un systéme linéaire de N — 1
équations a N — 1 inconnues, qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

AU = F.

1.1.2 Calcul des coefficients de la matrice

La matrice A apparait comme la somme de deux matrices K et M.
K est appelée matrice de raideur. Elle est donnée par

b
K;j = a/ w;»(x)w;(x)da:,

M est la matrice de masse. Son expression est la suivante :

M;; = ﬁ/ab wj(x)w;(x)dz.

On obtient sans difficulté les contributions de chaque élément T; aux matrices de raideur
et de masse, dites matrices élémentaires de raideur et matrices élémentaires de masse.
Matrice élémentaire de raideur

On calcule les coefficients K;; en sommant les contributions des différents éléments selon :

N

Ky —a / " (@) (@)da = a 3 / " @ (@) de.

k=1 "%k
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Considérons par exemple I'élément T; = [x;,x;41]. Sur cet élément, il n’y a que deux
fonctions de base non nulles : w; et w; 1. [L’élément T; produira donc effectivement une
contribution non nulle aux quatre coefficients K, ;, K; 11, K;11,11 et K, ;41 de la matrice
globale K. Calculons les contributions élémentaires de 7} et disposons les sous la forme
d’une matrice élémentaire 2 x 2 :

ElemK, = « < ‘L1 ‘12 )

(A A
€21 €29
avec . .
k3
2
(A _ ! R
€i1 / w; (v)dr = —— -
T; Lit+1 )
Tit1 / 1
i 1
€12 = €21 = / w;(2)w; 4 (2)dr = IS
i i+1 Z;
Tit1
2 1
(A S ! _
€hy = / w; (x)dx =
T Tit1 — T4
D’ou :
1 1
ElemK; = o il e A e .
_ 1 1 Tit1 — T -1 1

Tiv1 — T4 Tit1 — T4

Matrice élémentaire de masse
Avec le méme raisonnement, on obtient la matrice de masse élémentaire :

ElemMi:BW(f ;)

1.1.3 Calcul des composantes du second membre

Chaque composante F; du vecteur second-membre global est calculée également par
assemblage de contributions élémentaires :

N

F= [ rou@ar =3 [ s

k=1" %k

On utilise des formules d’intégration numérique, par exemple la formule des trapézes ou
la formule de Simpson :

— La formule des trapézes :

[ o)~ 5 @@ + v

est exacte pour les fonctions affines.
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— La formule de Simpson :

b

b—a a-+b

[ o)~ T ) + 40 + v w)
est exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal a 3.

Avec des fonctions tests w; € P1, la méthode des trapézes conduit & une valeur approchée

de l'intégrale, qui dans le cas de points équidistribués de pas h redonne le résultat

F;=hf

obtenu en différences finies. La méthode de Simpson permet aussi un calcul approché et
donne dans le méme cas

F; = %[fi—l +4f; + fis)-

1.1.4 Technique d’assemblage

Considérons un maillage & N éléments et notons B la matrice globale & assembler
(matrice de raideur ou de masse globale), by, les matrices d’élémentaires correspondantes
relatives a chaque élément T}, et F' la matrice globale du second membre, [, les matrices
d’élémentaires correspondantes relatives a chaque élément 7). L’algorithme d’assemblage
est trés simple dés lors que 1’on dispose d’un tableau associant les points d’un élément T},
et les noeuds du maillage global.

Son schéma en le suivant :

Pour des matrices :
POUR K =1: N FAIRE! boucle sur les éléments
POUR i =1 :2 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
POUR j = 1:2 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
I = K +i— 1! numéros globaux
J =K + j — 1! numéros globaux
B(I,J)=B(I,J)+b(i,j)! B : matrice globale, b : matrice élémentaire
FIN DES 3 BOUCLES

Pour second membre :
POUR K =1: N FAIRE! boucle sur les éléments
POUR 7 =1 :2 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
I = K +i— 1! numéros globaux
F(I)=F(I)+1(i)! F : matrice globale, [ : matrice élémentaire
FIN DES 2 BOUCLES

Dans ce cas trés simple d’éléments de degré un en dimension un, chaque élément T},
comprend 2 noeuds 1, x,. On a alors les programmes suivants en matlab :

function test=EFdegrel;
Comparaison degre 1();
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end

function testO=Comparaison degre 1();

alpha=1;

beta=1;

N=16;

h=1/N;
0
1
(alpha/h)x[1,—1;—1,1];
M=(beta /3xh)*[1,0.5;0.5,1];
I=linspace (a,b,N+1);
elFinis=linspace (a,b,N+1);

)
?

a
b
K

function y=f(x)
y=x"4;
end
g=solution degre 1(N,h,elFinis ,alpha,h beta,@f a, b, KM);
c2 = (37—24xexp (1)) /(exp(l)—exp(—1));
cl =—24—c2;
s _exact=clxexp(Il) + c2xexp(—=1)+ 1.74 + 12x1.72 + 24 ;
err=g—s_exact ’;
em=max (abs (err))

I=linspace(a,b,200);
s=clxexp(I) + c2xexp(—=I)+ I.74 + 12x1.72 + 24 ;
hold on
p=plot (I,s);
g=plot (elFinis ,g, red ’);
hold off
end

function |[ms|]=matrixA degre 1(N,h,elFinis ,alpha,h beta ,K,M)
ms=zeros (N+1,N+1);
for ie=1:N
for i=1:2
ig=ieti—1;
for j=1:2
jg—ie+j —1;
ms(ig,jg)—ms(ig,jg)+K(i,j)+M(i,]);
end
end
end
end

function [ap|=aproximationtrapezes(g)
ap—1/2#(g(0)+g(1));

10
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end

function y=phil (x)
y=1l-x;
end

function y=phi2(x)
y=x;
end

function [l]=member2_ s(elFinis  h,s,f)
xl=elFinis (s );
x2=elFinis (s+1);
l=zeros (2,1);
function y=rl(x)
y=f (x1+h*x)*phil (x);
end
function y=r2(x)
y=f (x1+h*x)*phi2 (x);
end
l(1)=aproximationtrapezes (@Qrl);
1(2)=aproximationtrapezes (Qr2);

?
end

function [F|]=vectMember2 degre 1(elFinis ,h ,N,f)
F=zeros (N+1,1);

for s=1:N
lI=member2 s(elFinis ,h,s, {);
for i=1:2
ig=s+i—1;,
F(ig)=F(ig)+h«1(i);
end
end

end

function [U]=solution degre 1(N,h,elFinis ,alpha 6 beta f a,b,KM)
A=matrixA degre 1(N,h,elFinis ,alpha 6 beta ,KM);
A(1,:)=0;A(1,1)=1;
A(N+1,:)=0;A(N+1,N+1)=1;
F=vectMember2 degre 1(elFinis h ,N,f);
F(1)=0;
F(N-+1)=0;
U=A\F;
end

Pour le degré un, la table de connectivité des éléments, la table de noeuds de discrétisation
et le table des noeuds de quadrature sont toutes identiques. Cette propriété n’est plus

11
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valable en degré supérieur a 1. Les détails sont donnés dans la suite avec degré deux et
degré trois.

1.2 Eléments finis de degré deux pour le probléme de Dirichlet
homogeéne

On part a nouveau d’une discrétisation de l'intervalle [a,b] en N sous-intervalles ou
éléments T;. Les éléments T; n’ont pas forcément méme longueur. L’espace V}, est considéré
ici ensemble des fonctions continues sur [a,b] et étant polynomiales de degré deux sur
chaque sous-intervalle. Un polynome de degré deux est fixé par ses valeurs en trois points.
On prend les extrémités et le milieu de chaque élément T;. On est ainsi amené & considérer
une discrétisation de [a,b] en N sous-intervalles comportant eux-mémes trois points, ce
qui nous conduit globalement & une discrétisation par 2N + 1 points ot les noeuds x; sont
donnés par

$1:a<$2<x3<...<:v2N<$2N+1:b,
Toi—1 T T2i+1

avec To; = — pour i =1,...,N et T; = [x9;_1,T941] pour i = 1,..., N.

‘ ‘
r1=a T  Titl  Tiy2 TonN+1 =0

FIGURE 3 — Discrétisation(maillage) du segment [a, b] en éléments finis P2

Soit encore la base {w;} avec i = 1,...,2N + 1 de V}, données par les conditions :

Aprés des calculs élémentaires on obtient :

si @ € [xi_a, x4,

siz € [$i,xi+2],

0 stz ¢ (T2, Tital,
lorsque w; correspondant & un point z; extrémité d’un élément (voir Figure 4)et
(z — 2 1) (7 — @441)
wi(z) = { (2 — 2i1)(% — Tiv1)
0 six & [xi_1, T

si x € [2i1, Tipa],

lorsque w; correspondent a un point milieu d’un élément (voir Figure 5).

La formulation variationnelle du probléme de Dirichlet homogéne consiste a chercher la
fonction u appartenant a H{[a, D] telle que (2) soit satisfaite. Ainsi le probléme approché
s’écrit : Chercher us, ..., usy tels que :

2N

> (/b aw;(z)wi(x)dr + /abﬂwj(x)wi(x)dx) uj = /abf(a:)wi(x)d:c Vi=2,..2N

=2

12
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Trr=a T2 Ti-1 T; Tit1 Tit2 Tont1 =0

FIGURE 4 — Fonction de base P2 associée a une extrémité

/_\fwi

[v3
X X ¥

a Ti—-1 @, Tit1 Ton41 =0

FIGURE 5 — Fonction de base P2 associée a un milieu

1.2.1 Technique de I’élément de référence

%t, on passe de t € [—1,1] &

xr € [x;, 22| Les fonctions de base dans [x;, z;45] s’expriment donc a laider des trois
fonctions suivantes définies sur [—1, 1] :

Par le changement de variable F;(t) = ;41 +

tt — 1)

n(t) = S dha(t) = — (6= (1), w(t) = e+l

2

L’expression des dérivées est :

dun 1 dwy dws 1
dt 27 dt Todt + 2

1.2.2 Calcul de la matrice de masse élémentaire

Par wo;yy o F; = wy,o avec la fonction F; est définie par le changement de variable
précédent et k = —1,0, 1. Les coefficients de la matrice de masse pour I'élément [x;, ;2]
sont :

Liqo — Tj !
6% /1 w;(t)w;(t)dt pour 1,7 =1,2,3.

13
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On obtient ainsi la matrice de masse élémentaire suivante pour cet élément :

4 2 1

15 15 15

M, — 5—33”2 — i 2 1 2
’ 2 15 15 15

1 2 4

15 15 15

1.2.3 Calcul de la matrice de raideur élémentaire

dwgiyr  dlgyo di

On a = — pour k= —1,0,—1eti=1,..., N. Ainsi les coefficients de
o dxr dt dx
la matrice de raideur sont :
2 o
. — U)W () dt ,7=1,2,3,
a$i+2 = /1 w;(t)w;(t)dt pour i, j
et on obtient :
7 4 1
6 3 6
2
Tita — Tj 3 3 3
1 4 7
6 3 6

1.2.4 Calcul du second membre élémentaire

Chaque composante F; du vecteur second-membre global donnée par

F= [ s

est également calculée par assemblage des contributions élémentaires E(k). On a:

N (k) N T2k+1
F=Y RO =3 [ ),
k=1 k=1

T2k—1

ol les Fl-(k) désignent les contributions des éléments k.

Sur I'élément Ty, = [zox_1, Z2r11], il 0’y a que 3 fonctions de base non nulles : woy,_1, Way., Wop 1 1-
Ainsi les seules contributions non nulles sont FQ(:)_D FQ(,I?, FQ(JI:L On utilise la formule de
Simpson pour les calculs,

T2k+1 T — Top_
/ D) e T [0 ) 4 AD() + Bar)]

T2k—1

Au final, le second membre corespondent & 1'élément [zog_1, Tor+1] sécrit :

(k)
Fopa Jok—1
F2(,]j) _ P2kt1 T X2k-1 Ao
6
FQ(EL Jor+1

14



Mémoire

1.2.5 Technique d’assemblage

Considérons un maillage & N éléments et notons B la matrice globale & assembler
(matrice de raideur ou de masse globale), by, les matrices d’élémentaires correspondantes
relatives a chaque élément T}, et F' la matrice globale du second membre, [, les matrices
d’élémentaires correspondantes relatives a chaque élément Tj. L’algorithme d’assemblage
est trés simple dés lors que 1’on dispose d’un tableau associant les points d’un élément T},
et les noeuds du maillage global.

Dans ce cas trés simple d’éléments de degré deux en dimension un, chaque élément T}
comprend trois noeuds o _1, Tog, Togi1-
Son schéma en le suivant :

Pour des matrices :
POUR K =1: N FAIRE! boucle sur les éléments
POUR i =1: 3 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
POUR j = 1:3 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
I =2+ K+ 11— 2! numéros globaux
J=2x K+ j — 2! numéros globaux
B(I,J)=B(I,J)+b(i,j)! B : matrice globale, b : matrice élémentaire
FIN DES 3 BOUCLES

Pour second membre :
POUR K =1: N FAIRE! boucle sur les éléments
POUR i =1 : 3 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
I =2x K+ 17— 2! numéros globaux
F(I)=F(I)+1(i)! F : matrice globale, [ : matrice élémentaire
FIN DES 2 BOUCLES

On a alors les programmes suivants en matlab :

function test=EFdegre2;
Comparaison degre 2();
end

function testO=Comparaison degre 2();

alpha=1;

beta=1;

N=16;

h=1/N;

0;

L
(2«alpha/h)x|7/6,—-4/3,1/6;—-4/3,8/3,—-4/3;1/6,—-4/3.,7/6];
M=(beta /2¢h)[4/15,2/15,~1/15;2/15,16/15,2/15: —1/15,2/15,4/15];
I=linspace (a,b,2«N+1);
elFinis=linspace (a,b,2xN+1);

a
b
K

15
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function y=f(x)
y=x"4;
end
g=solution degre 2(N,h,elFinis ,alpha 6 beta, @f a,b KM);
c2 = (37—24xexp (1)) /(exp(l)—exp(—1));
cl =—24—c2;
s_exact=clxexp(I) + c2xexp(—1)+ I1.74 4+ 12x1.72 + 24 ;
err=g—s_exact ’;
em—max ( abs (err))
I=linspace(a,b,200);
s=clxexp(I) + c2xexp(=1)+ T1.74 + 12«x1.72 + 24 ;
hold on
p=plot (I,s);
g=plot (elFinis ,g, red ’);
hold off
end

function |[ms]=matrixA degre 2(N,h,elFinis ,alpha,h beta ,K,M)
ms—=zeros (2xN-+1,2xN+1);
for ie=1:N
for i=1:3
ig=2xle+1 —2;
for j=1:3
jg—2xie+j —2;
ms(ig,jg)=ms(ig,jg)+K(i,j)+M(i,]);
end
end
end
end

function [ap|=aproximation2points(g)
w=[1,1];
xpq=[—sqrt (1/3),sqrt (1/3)];
gpa=[g(xpa(1)),g(xpa(2))];

ap=0;
for 1=1:2
ap=ap+w(1i)*gpq(i);
end
end

function y=phil d2(x)
y=1/2%xx(x—1);
end

function y=phi2_ d2(x)
y=(1—x)*(1+x);
end
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function y=phi3 d2(x)
y=1/2%x%(x+1);
end
function [l]=member2 degre 2 s(elFinis  h,s,f)
xl=elFinis (2xs—1);
x2=elFinis (2xs);
x3=elFinis (2xs+1);
l=zeros (3,1);
function y=rl(x)
y=f(x2+h/2xx)xphil d2(x);
end
function y=r2(x)
y=f (x2+h/2*x)*phi2 d2(x);
end
function y=r3(x)
y=f (x2+h/2*x)*phi3_ d2(x);
end
l1(1)=aproximation2points (@Qrl);
1(2)=aproximation2points (Qr2);
1(3)=aproximation2points (Qr3);
end

function [F|]=vectMember2 degre 2(elFinis ,h,N,f)
F=zeros (2xN+1,1);
for s=1:N
l=member2 degre 2 s(elFinis h,s, f);
for i=1:3
1g=2%s+1 —2;
F(ig)=F(ig)+h/2x1(i);
end
end
end

function [U]=solution degre 2(N,h,elFinis ,alpha 6 beta, f a,b,KM)
A=matrixA degre 2(N,h,elFinis ,alpha, beta ,K,M);
A(1,:)=0;A(1,1)=1;
A(2xN+1,:)=0;A(2xN+1,2«N+1)=1;
F=vectMember2 degre 2(elFinis h,N,f{);
F(1)=0;
F(2+N+1)=0;
U=A\F;

end

On peut continuer & argumenter 'ordre de la méthode. Nous présentons maintenant le
degré trois.
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1.3 Eléments finis de degré trois pour le probléme de Dirichlet
homogéne

On conserve toujours les mémes notations de bases, mais cette fois 'espace V}, est la
ensemble des fonctions continues sur [a, b] et étant polynomiales de degré trois sur chaque
sous-intervalle. Un polynome de degré trois est fixé par ses valeurs en quatre points. On
considérera donc une discrétisation globale en 3N + 1 points ou noeuds x; indexés par
1=1,...,.3N +1:

ZE1:CL<$2<$3<...<[L’3N<l’3N+1:b

T3i+1 — T3i—1

. T3i+1 — T3i—1
avec Iz = T3;_9+ ————— pour ¢ = 1,..., N, x3; = T3;_9 + 2———

our
3 P

i=1,..,N et T; = [x3_9,x341] pouri=1,..., N.

TL=a Ti  Titl Tiy2 Tit3 Z3Nt1 = b

FIGURE 6 — Discrétisation(maillage) du segment [a, b] en éléments finis P3

Soit encore la base w; avec i = 1,...,3N + 1 de V}, données par :

Ainsi, lorsque les fonctions w; correspondant & un point x; qui est extrémité d’un élément,
il vient :

(z =2 )(r — 2 0)(x — 2 3) si € [xios, i),
(xz — Ti— 1)($Z - 1’1;2)(1’1 — i 3)
wz(m) — (ZL‘ - xz+1)($ - xi+2)<$ $Z+3) siz € [xia xi+3]7
(i — i) (T — Tiva) (¥ — Tiys)
0 si ¢ 23, Tigs),
w;
\/\/\/‘ '\_/“u/_\,
ri=a Tiiz Tio i T Tit1 Tit2 Tit3 Tgn41 = b

FIGURE 7 — Fonction de base P3 associée a une extrémité

et lorque les fonctions w; correspondant aux deux points intérieurs d’un élément, nous
obtenons :

(z — 1) (@ — zi1) (@ — Tiso)
wi(z) = § (@ = 2i) (@ — Tip1) (20 — i)
0 six € [xi 1, T

six € [.7)2'_1, JIH_Q]

18
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si z; est premier point intérieur d’un élément

FIGURE 8 — Fonction de base P3 associée a premier point intérieur

o (z =z 9)( —2i1)(x — 2ig1)
wz(x) = (% - %‘—2)(%‘ - 171‘—1)(17@‘ - Ii+1)
0 six € [xi 9, Ti].

st @ € [xi_g, Tiy1],

si z; est deuxiéme point intérieur d’un élément .

FIGURE 9 — Fonction de base P3 associée a deuxiéme point intérieur

A partir de la formulation variationnelle (2), nous obtenons maintenant un probléme

approché qui s’écrit : Trouver us, ..., usy tels que :
3N b b b
Z (/ aw(z)wj(x)dx +/ Bwj(x)wi(x)dx> u; = / f(@)w;(z)dx Vi =2,...,3N.
=2 a a a

1.3.1 Technique de I’élément de référence

Par le changement de variable F;(t) = i +2$i+3 + ngQ_ xit, on passe de t € [—1,1]

Az € |x;, r;3]. Les fonctions de base dans |x;, x;43| s’expriment donc a I'aider des quatre
s L3 y Li+3
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fonctions suivantes définies sur [—1,1] :

1 9
wy(t) = 16(1—t)(3t—1)(3t+1), wo(t) = 16(t+1)(t—1)(3t—1),
. 1 . 9
Wy(t) = 16(75 + 13t —1)(3t+1), ws(t) = 16(1& +1)(1—1¢)(3t+ 1),
dont les dérivées sont respectivement égales a
dwy 1 9 divy 9 02
— = 27t + 18t + 1 — = —(9t" — 2t —
T R A T T 3)
dy 1 9 dws 9 9
— = 27t + 18t — 1 — = —(—9t" -2t 4+ 3).
dt 16( * ) dt 16( +3)

1.3.2 Calcul de la matrice de masse élémentaire

Par ws; . o F; = w13 avec la fonction F; est définie par le changement de variable
précédent et kK = —2,—1,0, 1. Le calcul des coefficients de la matrice de masse se raméne
a I’évaluation des intégrales :

B% /1 w;(t)w;(t)dt pour i,7 =1,2,3,4.

1.3.3 Calcul de la matrice de raideur élémentaire

dws; du dt
On a Waith _ CWk+s our k = —2,—1,0,1eti=1,...,N. Donc, les coefficients
dx dt dx

de la matrice de raideur dans élément [z;, x;,3] sont

/ @i (t)¢(t)dt pour i,j =1,2,3,4.

l’z+3

1.3.4 Calcul du second membre élémentaire

Chaque composante F; du vecteur second-membre global

Ezlvmwwm

est calculée également par assemblage de contributions élémentaires Fi(k) selon

N 933k+1
Ry =Y [
k=1 T3k—2
ol les F; de81gnent les contributions des éléments k.

Sur element Ty = [T3x—2, T3k+1], il 'y a que 4 fonctions de base non nulles : wsg_o,ws3k_1,

W3k, W31 Donc, sur cet élément, il n’y a que les contributions non nulles. Sur I’élément

Ty = [xor_1,Tox11], il 0’y a que 4 fonctions de base non nulles : wsy_9,w3k_1, Wk, Wskt1-
S Tt (k) (k) (k) pak)

Ainsi les seules contributions non nulles sont Fy,”,, Fy” (, Fy”, Fapl
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1.3.5 Technique d’assemblage

Considérons un maillage & N éléments et notons B la matrice globale & assembler
(matrice de raideur ou de masse globale), by, les matrices d’élémentaires correspondantes
relatives a chaque élément T}, et F' la matrice globale du second membre, [, les matrices
d’élémentaires correspondantes relatives a chaque élément Tj. L’algorithme d’assemblage
est trés simple dés lors que 1’on dispose d’un tableau associant les points d’un élément T},
et les noeuds du maillage global.

Dans ce cas trés simple d’éléments de degré deux en dimension un, chaque élément T}
comprend trois noeuds Tsy_o, T3p_1, T3k, T3kt1-
Son schéma en la suivante :
Pour des matrices :
POUR K =1: N FAIRE! boucle sur les éléments
POUR i =1 : 4 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
POUR j = 1:4 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
I = 3% K + 17— 3! numéros globaux
J=3x K+ j— 3! numéros globaux
B(I,J)=B(I,J)+b(i,j)! B : matrice globale, b : matrice élémentaire
FIN DES 3 BOUCLES

Pour second membre :
POUR K =1: N FAIRE! boucle sur les éléments
POUR 7 =1 :4 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
I =3+ K+ i— 3! numéros globaux
F(I)=F(I)+1(i)! F : matrice globale, [ : matrice élémentaire
FIN DES 2 BOUCLES

On a alors les programmes suivants en matlab :

function test—EFdegre3;
Comparaison degre 3();
end

function testO=Comparaison degre 3();
alpha=1;
beta=1;
N=16;
h=1/N;
a—0;
b=1;
K=matrix raideur local d3(alpha 6 beta h);
MeEmatrix  masse local d3(alpha,beta h);
I=linspace (a,b,3«N+1);
elFinis=linspace (a,b,3xN+1);

function y=f(x)
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y=x"4;

g=solution degre 3(N,h,elFinis ,alpha 6 beta, @f a,b KM);

c2 = (37—24xexp (1)) /(exp(l)—exp(—1));

cl =—24—c2;

s_exact=clxexp(I) + c2xexp(—1)+ I.74 4 12x1.72 + 24 ;
err=g—s_exact ’;

em=max ( abs (err))

I=linspace(a,b,200);

s=clxexp(I) + c2xexp(—1)+ I.74 + 12x1.72 + 24 ;
hold on

p=plot (I,s);

g=plot (elFinis ,g, red’);

hold off

end

function y=phil d3(x)
y=1/16%(1—x)*(3*x—1)*(3xx+1);
end

function y=phi2_ d3(x)
v=9/16%(x+1)*(x—1)*(3xx—1);
end

function y=phi3 d3(x)
v=9/16x(x+1)*(1—x)*(3xx+1);
end

function y=phi4 d3(x)
y=1/16%(x+1)*(3xx+1)*(3xx—1);
end

function y=dphil_d3(x)
y=1/16%(—27%x"2+18%x+1);
end

function y=dphi2_ d3(x)
v=9/16%(9*x"2—2%x—3);
end

function y=dphi3_d3(x)
v=9/16%(—9%x"2—2xx+3);
end
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function y=dphid4_ d3(x)
y=1/16%(27*xx"24+18%x —1);
end

function |K|=matrix raideur local d3(alpha,h beta h)
K=zeros (4 ,4);
xpq=[—sqrt (3/5),0,sqrt (3/5)];
w=[5/9.,8/9,5/9];
xx1=[dphil d3(xpq(1l)),dphi2 d3(xpq(1l)),dphi3 d3(xpq(1l)),dphi4 d3(xpq (1)
xx2=[dphil d3(xpq(2)),dphi2 d3(xpq(2)),dphi3 d3(xpq(2)),dphid d3(xpq(2)
xx3=|dphil d3(xpq(3)),dphi2 d3(xpq(3)),dphi3 d3(xpq(3)),dphi4 d3(xpq(3)
for i=1:4
for j=1:4
K(i,j)=w(1)sxx1(1)*xxx1(])+w(2)xxx2(1)*xx2(j)+w(3)*xxx3(1)*xxx3(]);
end
end
K=2xalpha /hxK;
end

function [M]=matrix_masse_local d3(alpha, beta h)
M=zeros (4 ,4);
x1=(34+2%sqrt (6/5))/7;
x2=(3—2xsqrt (6/5))/7;
xpq=[—sqrt (x1),—sqrt (x2),sqrt ((x2),sqrt (x1)];

w=[(18+ sqrt (30))/36,(18 —sqrt (30))/36,(18 — sqrt (30))/36,(18+ sqrt (30)) /36
xx1=[phil_d3(xpq(1)),phi2_d3(xpq(1)),phi3_d3(xpq(1)), phid_d3(xpq(1))];
xx2=[phil_d3(xpq(2)),phi2_d3(xpq(2)),phi3_d3(xpq(2)),phid_d3(xpq(2))];
xx3=[phil_d3(xpq(3)),phi2_d3(xpq(3)),phi3_d3(xpq(3)),phid_d3(xpq(3))];
xx4[[phi1_d3(qu(4))] ,phi2 d3(xpq(4)),phi3 _d3(xpq(4)),phid d3(xpq(4))];
xx=|xx1;xx2;xx3;xx4 |;
for i=1:4
for j=1:4
| M(i,j)=wx(xx(1:4,1).xxx(1:4,]));
end
Mebetaxh /2+M;
end

function [ms|]=matrixA degre 3(N,h,elFinis ,alpha, beta ,KM)
ms=zeros (3xN-+1,3xN-+1);

for ie=1:N
for i=1:4
ig=3xie+i —3;
for j—1:4

jg=3xie+j —3;
ms(ig,jg)=ms(ig,jg)+K(i,j)+M(i,j);
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end
end
end
end

function |ap|=aproximationdpoints(g)

w=|[(18—sqrt (30))/36,(18+sqrt(30))/36,(18+sqrt(30))/36,(18 —sqrt (30))/36];
x1=(34+2%sqrt (6/5))/7

x2=(3—2xsqrt (6/5))/7

xpq=[—sqrt (x1),—sqrt (x2),sqrt (x2),sqrt (x1)];

gpa—[g(xpq (1)), g(xpqa(2)),g(xpq(3)),g(xpq(4))];

ap=0;
for i=1:4
ap=ap+w(i)*gpq(i);
end
end

function [l]=member2_ degre 3 s(elFinis ,h,s, f)
xl—elFinis (3%s—2);
x2=elFinis (3xs—1);
x3=elFinis (3xs);
x4=elFinis (3xs+1);
lI=zeros (4,1);
function y=rl(x)
y=f ((x14x4)/2+h/2xx)*xphil d3(x);
end
function y=r2(x)
y=f ((x14+x4)/2+h/2xx)*phi2 d3(x);
end
function y=r3(x)
y=f ((x14+x4)/2+h/2xx)*xphi3 d3(x);
end
function y=r4(x)
y=f ((x14x4)/2+h/2xx)*phid d3(x);

end

l1(1)=aproximation4points (Qrl);
1(2)=aproximationdpoints (Qr2);
1(3)=aproximationdpoints (Qr3);
1(4)=aproximationdpoints (Qr4 );

end

function [F|]=vectMember2 degre_ 3(elFinis ,h ,N,f)
F=zeros (3xN+1,1);
for s=1:N
lI=member2 degre 3 s(elFinis ,h,s,f);
for i=1:4
ig=3%s+i —3;
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F(ig)=F(ig)+h/2%1(i);
end
end
end

function |U]=solution degre 3(N,h,elFinis ,alpha beta, f a,b,KM)
A=matrixA degre 3(N,h,elFinis ,alpha, beta ,K,M);
A(1,:)=0;A(1,1)=1;
A(3%N+1,:)=0;A(3xN+1,3«N+1)=1;
F=vectMember2 degre 3(elFinis ,h N, f);
F(1)=0;
F(3+%N+1)=0;
U=A\F;

end
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Comme les programmes en Matlab que nous avons fait, on a la tableau suivante :

1D P1 | P2 | P3 |
Continuité
sur élément CY ‘ o ‘ o ‘
Connectivité
T; T; T;

des éléments
Degré de liberté

u(zy,)
Point de
quadrature Trapéze ‘ Gauss 2 points ‘ Gauss 4 points

Remarquons que la méthode de quadrature de Gauss- Legendre est utilisé dans le calculs
approximations fjl f(z)dz, par exemple
— Pour 2 points :

/}waiwmw

avec

— Pour 3 points :

avec

— Pour 4 points :

[pmMziwmw

avec

[(3—24/6/5 [(34+24/6/5 18 30 18 — /30
:Cl,?:j: %7 x3,4:j: #et wl,gz_g—(;/_,wB,A:T\/_.
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On recoit les résultats des programmes en Matlab pour résolution numérique de la
solution pour le probléme :

{ —u" (x) + u(z) = 2* sur |0, 1],
u(0) =u(1)=0

solution exacte
solution approchée

erreur = 1.3527e-004

FIGURE 10 — Approcher la solution avec la méthode d’éléments finis de degré 1

x107 —— solution exacte
r solution approchée

erfeur = 4.5438e-007

FI1GURE 11 — Approcher la solution avec la méthode d’éléments finis de degré 2

x10° solution exacte
200

solution approchée

erreur =1.6163e-006

FIGURE 12 — Approcher la solution avec la méthode d’éléments finis de degré 3
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2 B-splines

Dans la méthode d’éléments finis classique, le principal défaut de cette méthode est
que la solution approchée est une fonction qui n’est que continue. Or, dans de nombreuses
applications, par exemple en informatique graphique, il est prérable d’utiliser des fonctions
ayant au moins une dérivée continue. Cette propriété sera satisfaite dans la méthode
d’éléments finis par B-spline.

Spline est une fonction polynomiale définie par morceaux quelque de degré p sur chaque
intervalle.

Une B-spline est une combinaison linéaire de splines non-négatives a support compact
minimal.

Pour contruire les fonctions base des B-splines, on doit d’abord introduire la définition de
vecteur des noeuds.

2.1 Vecteur des noeuds

Dans 'espace dimension un, un vecteur de noeuds {1, &, ..., {nqpr1} st un ensemble
non décroissant de coordonnées dans l’espace des paramétres, ou n est le nombre de
points de controle et p est le degré de la spline. Si les noeuds &;, 7 =1,....,n 4+ p + 1 sont
équidistants, on dit que ce vecteur de noeuds est uniforme. Et si les noeuds en premiére
et derniére position sont répétés p + 1 fois, on dit que ce vecteur de noeuds est ouvert.

2.2 Les fonctions B-splines

Soit {&1,&o, ..., &} un vecteur de noeuds. Les fonctions B-splines N; , sont définies par
récurrence sur p par les relations suivantes :

Pour p=0:
I si&<§<é .
Nio(§) = { S?f SE<bin pouri=1,.. k—1.
0 sinon
Pourp=1>1:
Nii(§) = i]\@,z—ﬂf) + MNHLl_l(ﬁ) pour i = 1,...,k — (I +1).
Eivi — & ivit1 — il
Remarque :

1. La fonction N;, est un polynéme de degré inférieur ou égale p sur chaque intervalle
€55 &l

2. La fonction N;, s’annule en dehors de U'intervalle |&;, &4 pi1[.

3. La fonction N;, s’annule aussi en §; sauf si & = {41 = -+ = iyp < irpr1 auquel
cas N;,(&) = 1.

4. Ni,p(g) > 07 v§ et Z?:l Ni,p(f) = 17 VS
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Nio

I I I ]

0 1 2 3 4 5
1

Nag

I I ]

0 1 2 3 4 5
1

Nso
I I ]
0 1 2 3 4 5

FIGURE 16 — Fonctions B-splines de degré 3
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On peut construire une matrice de dimension (n 4+ p) x (p + 1) qui stocke toutes les
fonctions B-splines IV; ;(§) avec 0 < < p en forme :

Niol©)  Na©) . Nuy(©)
Noo€)  Noa€) .. Noy(d)
Nool€)  Naa(€) .. Nuplé)
Npi1o0(§)  Npgra(§) ... 0
Noip1o€) Nogpora(®) .. 0
Npipo(€) 0 .0

D’ou on a le programme suivant :

Programe 1 - Bsp : Calcule les fonctions B-splines au point ksi.
function [sp]=Bsp(ksiVector,n,p,ksi)
sp=zeros (nt+p,p+1);
for j=1:p+1
30=j-1;
for i=1:n+p-joO
ki=ksiVector(i);
kil=ksiVector(i+1);
if (j0==0)
if ( ksi>=ki && ksi<kil )
sp(i,j)=1;
else
sp(i,j)=0;
end
else
kip=ksiVector(i+j0);
kipl=ksiVector (i+jO+1);
if ( kip==ki )
tg=0;
else
tg=(ksi-ki)/(kip-ki);
end
if ( kipil==kil )
td=0;
else
td=(kip1l-ksi)/(kip1l-kil);
end
sp(i,j)=tg*xsp(i,jO)+td*sp(i+1,j0);
end
end
end
end
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2.3 Les dérivées de fonctions B-splines

La dérivée d’une fonction de base B-spline est donnée par :

p

/ __ P N I
Nipl®) Nigp-2(6) Sivpr1 — Siv1

B €i+p - fz

D’ou on a le programme suivant :

Ni-l—l,p—l (5)

Programe 2 - deriveBsp : Calcule les dérivées de fonctions splines au point ksi.
function [dspl=deriveBsp(ksiVector,n,p,ksi)
U=Bsp(ksiVector,n,p,ksi);
dsp=zeros(n+p,p+1);
for j=1:p+1
j0=j-1;
for i=1:n+p-jo
ki=ksiVector(i);
kil=ksiVector(i+1);

if (j0==0)
dsp(i,j)=0;
else

kip=ksiVector(i+j0);
kipl=ksiVector (i+jO+1);
if ( kip==ki )
dtg=0;
else
dtg=j0/ (kip-ki) ;
end
if ( kipl==kil )
dtd=0;
else
dtd=-j0/(kip1-kil);
end
dsp(i, j)=dtg*U(i,jO)+dtd*U(i+1,j0);
end
end
end
end

2.4 Courbes B-splines

Une courbe B-splines de degré p définie par n points de controle Py, P, ..., P, est de
la forme :

Xp(&) = (), y(8)) = ZNi,p(€>Pi7

ot P; = (X;,Y;) sont les coordonnés de i™“-point de controle.
Remarque :
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1. Les composantes de X,(§) sont des polynomes de degré p sur chaque intervalle
€55 &g -

2. Si€ € [t tiya], Xp(§) ne dépend que les points de controle P,_,, ..., P, et se trouve
dans I'enveloppe convexe de ces points.

3. Si & est un noeud simple et p > 1, X, (&) ne dépend que des points de controle

i—p, - - -» Pi—1 et se trouve dans I’enveloppe convexe de ces points.

On a les programmes suivants :

Programe 3 - iwBsp : Calcule les coordonnées d’un point d’une spline.
function [C]=iwBsp(ksiVector,points,p,ksi)
n=size(points,2);

xi=points(1,:);

yi=points(2,:);

N=Bsp(ksiVector,n,p,ksi);

Nip=N(1:n,p+1);

x=x1x*Nip;

y=yix*Nip;

C(1)=x;

C(2)=y;

end

Programe 4 - ip : Calcule les coordonnées de plusieurs points d’une spline.
function[P]=ip(ksiVector,points,p,vect)
l=size(vect,2);
P=zeros(1,2);
for i=1:1
t=vect(i);
ki=iwBsp(ksiVector,points,p,t);
P(i,1)=ki(1);
P(i,2)=ki(2);
end
end

2.5 Interpolation par des courbes B-splines

On se limite au courbes de degré 3 par morceaux. On cherche & faire passer une courbe
B-spline en N — 1 points (); et en imposant la dérivées aux extrémités. Le probléme se
divise en deux phases.

Premieére phase : On se fixe un vecteur de noeuds ¢ et on cherche un polygone de controle
P tel que la courbe B-spline X, correspondante passe par les (); aux noeuds. L’interpo-
lation se traduit alors par la résolution d’un systéme linéaire.

Deuzieme phase . On cherche a optimiser le choix du vecteur de noeuds. Ce probléme est
typiquement non linéaire.
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2.5.1 Le probléme linéaire

On a le théoréme suivant pour des B-splines de degré 3.

Théoréme 3 Soient Qy, ..., Qn des points de R"™. Soient v,, vy, deux vecteurs de R™. Soit
t un vecteur de noeuds vissé aux extrémités, de la forme

t():tl:t2:t3:a<t4<...<tN+2<b:tN+3:tN+4:tN+5:tN+6.

Il existe un unique polygone de controle P = (P, ..., Pni2) tel que la courbe B-spline de
degré 3 associée satisfasse

! !

Vi=0,..,N, X3(tivs) = Qi X (a) = v, et X (b) =

Preuve. Comme chaque coordonnée se traite indépendamment, on peut supposer que
n = 1. Dans ce cas, on considére I'application linéaire

RN RNF3 (P, ..., Pyya) — (Xy(a), Xs(ts), .., Xa(tnis), X5(b))
Pour prouver qu’elle est bijective, il suffit de prouver qu’elle est injective. Cela résulte du
lemme 2 appliqué a la fonction f = 0. En effet, si les points et vecterus interpolés sont
tous nuls, le lemme donne X3 . Avec la conditon initiale X3(a) = X;(a) = 0, cela entraine
que X3, et donc que les P; sont tous nuls.

O

Lemme 4 Soient f,x : [a,b] — R deuz fonctions de classe C?. On suppose que
1, x est polynomiale de degré 3 sur chaque intervalle.

i, f(t;) = x(t;) pouri=3,...N+3 et f(a)=2(a), f(b) = 2'(b).

Alors,

b b b
/ (f"(t) — 2" (t)%dt = / £ ()%t — / « (t)dt.
Preuve. On vérifie immédiatement que

/ (F' ()" (1)) 2dt — / £ (t)2dt+ / " ()2dt = —2R, ot R — / (F' () —2" (1) (B)dt.

On intégre par parties sur chaque intervalle

1 ’ ! 17

Li+l(f"(t) — 2 ()" ()t = (f (tis1) — @ (tizn))x (L) — (F (&) — 2 (8:)2" (t;)

"

—[”Kﬂw—f®n<Wﬁ

i
/ / / /

= (f (tiz1) — @ (tip1))2 (tir1) — (f (&) — 2 ()7 (&)

— (f(tipr — (1)) (tia) — (f(8) — i)z ()
= [0 - a)a o

!/ " ’ !/ "

= (f (tiz1 — 2 (tiz1))2 (tirn) — (f (8) — 2 (ta))2" (1),

1
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car 1™ = 0et f(ti1 — x(tiy1) = f(t;)) — z(t;) = 0. En additionnant, il vient

/ ’ " !/ "

R=(f(b) =2 (b)z"(b) — (f (a) = 2'(a)z" (a) = 0,
car f (a) —2'(a) = f (b) — ' (b) = 0.
U

Théoréme 5 Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C%. Soit X3 la fonction B-spline

de degré 3 qui l'interpole en N + 1 point plus les dérivées aux bornes, selon le théoréme

1. Alors
h3 ! ’ 1/2 "
If = Xzllo < —Ilf Mo et f = Xl < RV2E 2

ot h = mazxl|t; — t;].

Preuve. Posons g = f — X3. Le lemme 2 donne

b
I9'1 = [ ' erar
ab " b "
:/ f (t)th—/ X, (t)*dt

< I IIz-

Par construction, ¢ s’annule aux t;, donc, d’aprés le théoréme de Rolle, ¢ s’annule au
moins une fois dans chaque intervalle [t;, ¢;11]. Tout point ¢ € [a, b] est donc & distance au
plus h d’un point ¢ tel que g'(t') = 0. On écrit :

gD =19'(t) =g ()]

- / )ds|
< / ds) /% / "(s)2ds) 2

< B2g s
<P o,
d’aprés I'inégalité de Cauchy- Schwarz. Ceci montre que
19 llse < B2 £7l2-

Tout point ¢ € [a,b] est a distance au plus % d’un point t* tel que g(t") = 0. Par
conséquent,

1"

lg@)] = g(t) — g(t")]

=1 [ g

<[t =t"1lg I

h1/2 "
< — .
<05l

Remarque Le choix de ’espacement uniforme n’est pas la meilleur solution.
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2.5.2 Reésolution numérique d’un probléme d’interpolation

On se donne le vecteur de noeuds
to=t1=ta=t3=0<t,=1< ... <tN+2:N—1<N:tN+3:tN+4:tN+5:tN+6.

dans l'intervalle [0, NV]. Il s’agit de trouver le polygone de controle (& N + 3 sommets) de
la B-spline qui passe par le point Q); en t;,3 et pour dérivées vg(resp. vy) aux extrémités.
On peut supposer que n = 1.

I s’agit de résoudre le systétme AP = @ pour @ = (Qo,vo,Q1, ..., Qn_1,Vn,QN) €t
P c RN*3 et

Niy(a) 0 . 0

Ny, (a)  Ny,(a) 0 . 0
0 Nyy(a+h) Nsy(a+h) Nypla+h) 0
: : : : : N]'\,’p(b)
0 0 o Ny

avec p = 3,h = t; — t;_1 = 1. On utilise les valeurs des fonctions B-splines relatives au
vecteur de noeuds ci-dessus :

X3(0) = 0,
X3(0) = 3(P— D),
Xyt) = P +-ptlip
slta) = S+ et 13,
1 2
X3(tigs) gpz + ng'H + —Pito,
pour ¢ > 2. On a la matrice suivante :
1 O o0 o0 ...
-3 3 0 0 0
1 7 1
0 1 12 & 0
iRy
6 3 6
1 2 1
A
6 12 4
: : _3 3
1

On peux montrer directement que le systéme linéaire AP = () a exactement une solution
en montrant que la matrice A est inversible. On remarque que det A = 3det B ot la matrice
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B est : -
5 o5 U
1 2 1
6 3 6
B = 0 )
1 2 1
6 3 6
1 e
6 12

Pour montrer que B est inversible, on prouve que (Bv,v) # 0 Vo € RV-1\{0},v =
(v1,...,on-1). On a

(Boyo) = (o + Lo + 3 (hon 2ot + Lpsa)ore + (oo + o)
V,0) = (—v —V9)V —v; + —; —Vi42)V; —UN_ —UN_2)UN_
9 12 1 6 2 1 - 6 3 +1 6 +2 —+1 12 N—1 6 N-2 N—1
1 Y22 1 V=2 5 5
= g U? + 6 (Ui —+ Ui+1)2 -+ EU% + EU?\/—l >0 Yo € ]RN_I\{O}.

Il
[\o}
I
—

% 7

Cela indique que la matrice B est inversible.
En Matlab, on a les programmes suivants pour calculer le polygone de controle et tester
I'interpolation de la courbe par calcul automatique des points de controle :

Programme 5 - control : Calcule le polygone de controle.

% fonction qui renvoie les ordonnées des points de controle, leurs abcisses sont les noeuds
% N+1 : nombre de points d’interpolation

% p : degré de la spline

% a, b : bornes de I’ intervalle [a,b[sur laquelle on trace la courbe

% wi, vf : tangentes a la courbe aux bornes

% Qpoints : ordonnées des points d’interpolation,leurs abcisses sont les noeuds
function [Polygon]=control(N,p,vi,vf,a,b,Qpoints)

% wvecteur nodal avec des noeuds multiples en debut et fin
ksiVector=zeros(1,N+2*p+1);

ksiVector(1l:p)=a;

ksiVector(p+1:N+p+1)=linspace(a,b,N+1);

ksiVector (N+p+2:N+2*p+1)=b;

Yomatrice A du systéme linéaire
A=zeros (N+3,N+3);

Y%opremiere ligne
r=Bsp(ksiVector,N+3,p,a);
rr=r(1:N+3,p+1);
A(1,:)=rr’;

%deurieme ligne
s=deriveBsp(ksiVector,N+3,p,a);
ss=s(1:N+3,p+1);

A(2,:)=s88’;

Y%avant-dereniere ligne
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t=deriveBsp(ksiVector,N+3,p,b);
tt=t (1:N+3,p+1);
A(N+2, :)=tt’;

%derniere ligne
u=Bsp(ksiVector,N+3,p,b);
uu=u(1:N+3,p+1);

A(N+3, :)=uu’;

%lignes de A

for i=3:N+1
v=Bsp(ksiVector ,N+3,p,ksiVector(i+p-1));
vv=v(1:N+3,p+1);
A(i,:)=vv’;

end

Q=zeros (N+3,1) ;
Q(1)=Qpoints(1);
Q(2)=vi;
Q(3:N+1)=Qpoints(2:N);
Q(N+2)=vf;
Q(N+3)=Qpoints (N+1);

Polygon= (A’*A)\(A’*Q);

end

Programme 6 - splinel : Test d’interpolation de la courbe par calcul automatique

des points de controle.

function testl=splinel()

p=3;

a=-5;

b=5;

N=6;
points2trace=linspace(a,b,1000);
ksiVector=zeros (1,N+2xp+1);
ksiVector(1l:p)=a;
ksiVector(p+1l:N+p+1)=linspace(a,b,N+1);
ksiVector (N+p+2:N+2*p+1)=b;
vi=0;

vE=0;

Qp=zeros(N+1);
for i=1:N+1
w=ksiVector (i+p);

Qp(i)=1/(1+u"2);
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end

pc=control (N,p,vi,vf,a,b,Qp);
pointsControles=zeros(2,N+3);
pointsControles (1, :)=ksiVector (p:N+p+2);
for i=1:N+3
pointsControles(2,i)=pc(i,1);

end

m2=ip(ksiVector,pointsControles,p,points2trace);

hold on

ezplot (’1/(1+x*x)’);
g=plot(m2(:,1),m2(:,2),’green’);
hold off

end

1+ 1U(1+x3)
0.9

B-spline courbe N=6

FIGURE 17 — Interpolation sur [—5,5] avec N =6

1/(1+x%)
ir N=8
0.9+ N=6
N=10
0.8F
0.7F
0.6F
0.5F
0.4F
0.3F
0.2F
0.1F g
e T
o
1 1 1 1 1
-5 -4 -3 4 5

FIGURE 18 — Interpolation sur [—5,5] avec N =6, N =8, N =10

38



Mémoire

2.6 La méthode d’éléments finis par B-splines

Dans cette méthode, on reconsidére le probléme de Dirichlet homogéne dans la mé-
thode d’éléments finis classique. Mais, on choisit les fonctions bases de V}, sont les fonctions
B-splines de degré p : w; :== N;,, i = 1,...,n. Alors on peut écrire le probléme approché
dans V, suivant : Trouver la fonction u; appartenant a V4, telle que :

b b
/ au;l(x)N;pxd:p + auy,(a)N; p(a) — auy, (b)N; ,(b) + / Bun(z)N; ,(x)dx

_ /bf@)Ni,p(x),vz' —2,...n—1.

n—1
up(z) = ZUjNJ,p@)
=2
Ainsi, le probléme approché : Trouver usg, us, ..., u,_1 tels que

n—1

3 ( / aN! ()N (z)dz + aN. (a)Niy(a) — aN! (b)Nip(b) + / BN (1) Ni’p(gj)d;p> "

Jj=2

Posons

F = / f@)N

b b
Ay = / ozN]'-’p(x)NZ{p(x)dx + aNj'-p(a)Ni,p(a) — ale-ﬁp(b)N@p(b) +/ BN, ,(x)N; ,(z)d.

On remarque que le probléme approché prennant la forme d’un systéme linéaire de n — 2
équations a n — 2 inconnues, qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

AU = F.

Calcule matrice membre gauche
Chaque composante A;; de la matrice membre gauche s’érit

Aij = my; + iy,
ol
b b
mij = / aN]’-’p(x)Ni’yp(:c)d:c +/ BN, ()N, p(z)dz

et
cij = aNj (a)N;y(a) — aNj ,(b)N;, (D).

)
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Chaque composante m;; est également calculée par assemblage de contributions élémen-
taires :

my = / (N, ()N () + BN, (1) Noy (1))

= 3 [ NN )+ NN

On remarque que sur I’élément 7, il n’a que p+1 fonctions B-splines N; ,, Nst1p, ..., Noypp
non nulles et il n’a que p+ 1 dérivés N, Noiy .. .., N¢,, , non nulles. On peut donc uti-

liser le technique d’assemblage pour calculer les composantes M.

Calcul des composantes du second - membre

Chaque composante F; du vecteur second - membre global est également calculée par
assemblage de contributions élémentaires :

/ F(x)N; d:v—z (z)dx

Sur élément T, il n’a que p + 1 fonctions B-splines N, Nst1p, ..., Noyp,p non nulles. On
peut donc utiliser le technique d’assemblage pour calculer les composantes Fj.

On a le programme suivant en matlab pour approximation solution u par B-splines :

function test=ElementFinilDparBspline ()
ComparaisonparBspline ();
end
function testO=ComparaisonparBspline ()
nh=15; % nombre de liberte
p=3;
alpha=1;
beta=1;
a—=0;
b=1;
nbpt=200;
shift=(b—a)/1000;
I=linspace (a,b—shift ,nbpt);
function y=f(x)
y=x"4;
end

[g,G|=solution (p,nh,alpha  beta ,@f a b, I);
gp=derSolution (p,nh ,G,1,a,b);

x=I;
c2 = (37—24xexp (1)) /(exp(1)—exp(—1));
cl =24—c2;

s _exact=zeros (1 ,size(x,2));
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for i=1l:size(x,2)
s_exact (i)=clxexp(x(i)) + c2xexp(—x(i))+ x(i)"4 + 12xx(i)"2 + 24
end
err—g—s _exact;
em=max (abs (err))

hold on
close all;
e=plot (I,err);
xlabel (’x7); ylabel ("Erreur '); title (’Erreur du solution exacte ’);
set (e, ’Color’, black ’,’LineWidth’ ,2);
hold off
figure;
p=plot (I,s exact);
xlabel (’x7);ylabel ("u(x)’); title (’Solution exacte ’);
set (p, Color’, blue’,’LineWidth’ ,2);

figure;

q=plot (I.,g);

xlabel (’x7); ylabel ("u(x)’); title (’Solution approchée’);
set (q, Color’, red’, LineWidth’ ,1.5);

hold off

figure;

d=plot (I,gp);

xlabel (’x7);ylabel ("u’’(x)7);

title (’Premiére dérivée de la solution approchée’);
set (d,’Color’, blue’,’LineWidth’ ;1.5);

% hold off

end

function [sp|=Bsp(ksiVector ,n,p,ksi)
sp=zeros (n+p,p+1);
for j=1l:p+1
j0=) —1;
for i=1:n4p—j0
ki=ksiVector (i);
kil=ksiVector (i+1);
if (jo——0)
if ( ksi>=ki && ksi<kil)
sp(i,j)=1;
else
sp(i,j)=0;
end
else
kip=ksiVector (i+j0);
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end
end
end

kipl=ksiVector (i+j0+1);

if ( kip=—ki )
tg=0;
else
tg=(ksi—ki)/(kip—ki);
end

if ( kipl=kil )
td =0;
else
td=(kipl—ksi)/(kipl—kil);
end
sp(i,j)=tgx*sp(i,jO)+tdxsp(i+1,j0);
end

% calcule les dérivées de fonctions splines au point
function [dsp|=deriveBsp (ksiVector ,n,p, ksi)
U=Bsp (ksiVector ,n,p, ksi);
dsp=zeros (n+p,p+1);
for j—=1:p+1
j0=) —1;

for

end

i=1:n+p—j0
ki=ksiVector (i);
kil=ksiVector (i+1);
if (jo——0)
dsp (i,j)=0;
else
kip=ksiVector (i+j0);
kipl=ksiVector (i+j0+1);
if ( kip—ki )
dtg=0;
else
dtg=j0 /(kip—ki )
end

if ( kipl=kil )
dtd=0;
else
dtd=j0 /(kipl—kil );
end
dsp(i,j)=dtg«U(i,jO0)+dtd*U(i+1,j0);
end

ksi

42



Mémoire

end

end

function nip=splineKsi(ksiVector ,n,p, ksi)

end

mat=Bsp (ksiVector ,n,p, ksi);
nip=mat(n,p+1);

function dnip=dsplineKsi(ksiVector ,n,p, ksi)

end

mat=deriveBsp (ksiVector ,n,p, ksi);
dnip=mat (n,p+1);

function [ap|]=aproximation(g,x0,x1)

end

w=[(18—sqrt (30))/36,(18+sqrt(30))/36,(18+sqrt(30))/36,(18 —sqrt(30))/:
xpq=[—sqrt ((3+2xsqrt (6/5))/7),—sqrt ((3—2xsqrt (6/5))/7),
sqrt ((3—2%sqrt(6/5))/7),sqrt ((3+2xsqrt (6/5))/7)];
gpa=|[g ((x0+x1)/2+4 (x1—x0)/2xxpq (1)) ,g ((x0+x1)/2+(x1—x0) /2% xpq (
g ((x04x1)/2+(x1—x0)/2*xpq(3)),g((x0+x1) /24 (x1—x0) /2% xpq (4
ap—=0;
for i=1:4
ap=ap-+w(1i)*gpq(1i);

)
)

2)7
)15

?

end
ap—ap*(x1—x0)/2;

function |ies|=integreElement s (elFinis ,s,g)

end

x0=elFinis (1);

xl=elFinis (2);
lk=size (elFinis ,2) —1;
pas=(elFinis (1k+1)—elFinis (1))/1k;
function y=h(x)

y=g(x+(s —1)*pas );
end
ies=aproximation (@h,x0,x1);

function mge=ijfunction (ksiVector ,p,alpha, beta,i,j, x)

end

Nip=splineKsi (ksiVector ,i,p,x);
Njp=splineKsi (ksiVector ,j,p,x);
dNip=dsplineKsi(ksiVector ,i,p,x);
dNjp=dsplineKsi(ksiVector ,j,p,x);
mge=(alphaxdNipxdNjp)+(betaxNipxNjp );

function [ijfs]|=intg ijfunction Element s(ksiVector ,p,alpha beta,i,j,elFi

ijfs=integreElement s(elFinis s, @aij);
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function aij=aij (x)
aij=zeros (size(x,1),size(x,2));
for k=1:size (x,2)
aij (k)=ijfunction (ksiVector ,p,alpha beta ,i,j,x(k));
end
end
end

function [ms]=matsolution (ksiVector ,elFinis ,p,nh,alpha , beta)
ms=zeros (nh,nh);
c=zeros (nh,nh);
lh=nh—p;
r=size (elFinis ,2);
for i=1:nh
for j=1:nh
Nipa=splineKsi(ksiVector ,j,p,elFinis (1))
dNjpa=dsplineKsi(ksiVector ,i,p,elFinis (1
Nipb=splineKsi(ksiVector ,j,p,elFinis(r))
dNjpb=dsplineKsi(ksiVector ,i,p,elFinis (r
c(i,j)=alphax(dNjpaxNipa—dNjpbxNipb);

j));
):

)

end
end
for s=1:1h
for i—=s:s4p
for j=s:s+p
ms(i,j)=ms(i,j)+intg ijfunction Element s(ksiVector ,p,alpha beta i ,j,elF
end
end
end
end

function mgem2=jfunctionm2 (ksiVector ,p,f,j,x)
Njp=splineKsi (ksiVector ,j,p,x);
mgem2=f (x)*Njp;

end

function |[jfs]|=intg jfunction Element s(ksiVector ,p,alpha beta,j,elFinis,
jfs=integreElement s(elFinis ,s,@bj);
function bj=bj(x)
bj=zeros (size (x,1),size(x,2));
for k=1:size(x,2)
bj (k)=jfunctionm?2 (ksiVector ,p,f,j,x(k));
end
end
end

function [l]=vectMember2(ksiVector ,elFinis ,p,alpha 6 beta nh,f)
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lI=zeros (nh,1);

lh=nh—p;
for s=1:1h
for j=s:s+p
1(j)=1(j)+intg jfunction Element s(ksiVector p,alpha, h beta,j,¢
end
end

end

function [U]=degres de liberte(p,nh,alpha, beta f a,b)
ksiVector=zeros (1,nhtp+1);
lh=nh—p;
ksiVector (1,1:p)=a;
ksiVector (1,p+1:1h+p+1)=linspace(a,b,lh+1);
ksiVector (1,lh+p+2:nh+p+1)=b;
elFinis=ksiVector (1,p+1:1Th+p+1);

A=matsolution (ksiVector ,elFinis ,p,nh,alpha, beta);
A(1,:)=0;A(1,1)=1;
A(nh,:)=0;A(nh,nh)=1;
L=vectMember2 (ksiVector ,elFinis ,p,alpha,beta ,nh, f);
L(1)=0;
L(nh)=0;
U=A\L;
end

function |u,U]=solution (p,nh,alpha beta, f,a,b,I)
ksiVector=zeros (1,nh+p+1);
lh=nh—p;
ksiVector (1,1:p)=a;
ksiVector (1,p+1:1h+p+1)=linspace(a,b,1h+1);
ksiVector (1,lh+p+2:nhtp+1)=b;
u=zeros (1,size(1,2));
U=degres de liberte(p,nh,alpha beta,f a,b);
for x=1:size(1,2)
u(x)=0;
for i=1:nh
u(x)=u(x)4+U(i)*splineKsi(ksiVector ,i,p,I(x));
end
end
end

function u=derSolution (p,nh,U,I a,b)
ksiVector=zeros (1,nh+p+1);
lh=nh—p;
ksiVector (1,1:p)=a;
ksiVector (1,p+1:1h+p+1)=linspace(a,b,1h+1);
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ksiVector (1, lh+p+2:nh+p+1)=b;
u=zeros (1,size(1,2));
for x=1:size (I1,2)

u(x)=0;
for i=1:nh

u(x)=u(x)4+U(i)*dsplineKsi(ksiVector ,i,p,I(x));
end

end
end
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3 Commentaire

Commentaire sur la méthode d’éléments finis classique et la mé-
thode d’éléments finis par B-splines

1. La similarité
Dans les deux méthodes, on utilise la méme formulation variationnelle et la méme
technique 1’assemblage.

2. La différence

La base : Dans la méthode d’éléments finis classique, on choisit les fonctions
d’interpolations de Lagrange et dans la méthode d’éléments finis par B-splines,
on choisit les fonctions B-splines. Pour le degré un, les bases de deux méthodes
sont coincides, mais elles sont différentes en degré supérieur a 1.

La continuité : Les fonctions d’interpolations de Lagrange de degré p sont seule-
ment de classe C° mais les fonctions B-splines de degré p sont de classe CP~1.
Les fonctions d’interpolations de Lagrange peuvent recevoir des valeurs négatives,
mais les fonctions B-splines sont toujours positifs, donc tous les composants de la
matrice de raideur dans la méthode des éléments finis par B-splines sont toujours
positifs.

Le nombre de fonctions de base : Avec la méme N éléments, dans la méthode des
éléments finis classique pour degré p, on doit calculer N x p+ 1 fonctions de base,
mais dans la méthode des éléments finis par B-splines, on doit seulement calculer
N + p fonctions de base.

L’erreur entre deux méthodes :
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u(x)

u(x)

x10° Eléments finis classique de degré 1
201
= solution exacte
= solution approchée
15

10

u(x)

0.018

err = 1.3527e-004

Eléments finis classique de degré 2

= solution exacte

0.016 == solution approchée

0.014 -

0.012

0.008 -

0.006 -

0.004 -

0.002

0.018

0.016

0.014

0.012

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

err = 4,5438e-007

Eléments finis classique de degré 3

| == solution exacte
= solution approchée

err = 1.6163e-006

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

ux)

x10° Eléments finis par B-splines de degré 1

20

= solution approchée
solution exacte

15F
err = 4.2711e-004

10
g
5
5
0
5 . . . . )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
x107° Eléments finis par B-splines de degré 2
201
= solution approchée
solution exacte
151
err = 7.6583e-006
10
g
E
5
0
5 . . . . )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
Eléments finis par B-splines de degré 3
0.018
0.016 — solution approchée
solution exacte
00141 orr = 2 3235e-007
0.012
0.01
0.008 -
0.006
0.004 -
0.002
0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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