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Loi jointe, copules

1. Cas de deux v.a. élémentaires Soient X et Y deux v.a. élémentaires dont les lois sont données par
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Calculer E(X), E(Y), Var X, et VarY'.

On se propose de déterminer la loi jointe Fz(z) de Z = (X,Y) et la copule couplant les lois de X
et de Y dans deux situations distinctes.

. On suppose que X et Y sont indépendantes. Former successivement les tableaux donnant les

p. = PH{X = 2,Y = y}), Fz(z,y) = P{X < z,Y < y}), et C(u,v) tels que Fz(z,y) =
C(Fx(z), Fy(y)), pour tous z := (x,y) € X x Y, et tous (u,v) € Fx(X) x Fy(}), ou X := X(Q)
et Y =Y(Q).

Que vaut Cov (X,Y)?

. On suppose a présent que les lois de X et Y sont couplées par la copule C(u,v) := C~ (u,v) :=

Max (u 4+ v — 1,0). Former successivement les tableaux donnant les C(u,v), Fz(z,y), et p,, pour
tous (u,v) € C(Fx(X), Fy(Y)) et tout z := (z,y) € X x ).

Calculer la covariance Cov (X,Y") et la corrélation p(X,Y") dans ce cas.



2. Cas de deux v.a. continues Soient X et Y deux v.a. élémentaires dont les lois sont données par
fx(z) = LI 5 et fy(y) = 309 9. On se propose de déterminer la loi jointe Fiz(z) de Z = (X,Y) et la
copule couplant les lois de X et de Y dans deux situations distinctes. On pose X := X (2) et Y =Y (Q).

1. Que valent Fx (z) pour z € [0,3] et Fy(y) pour y € [0,2]?

2. On suppose que X et Y sont indépendantes. Donner successivement la densité fz(z,y), la fonc-
tion de répartition Fz(z,y) := P{X < z,Y < y}), et la copule C(u,v) (telle que Fz(x,y) =
C(Fx(z), Fy (y))), pour tous z := (z,y) € X x Y, et tous (u,v) € [0,1] x [0, 1].

3. On suppose & présent que les lois de X et Y sont couplées par la copule C(u,v) := Ct(u,v) :=
Min (u,v). Vérifier que® Fz(z,y) = (0V (2 A %)) AL

Représenter sur un schema du plan R;y sur quelles région la fonction Fz est égale respectivement a

0,1, £, et 4, et montrer que silaloi de Z := (X,Y’) admettait une densité fz on aurait fz(z,y) =0
“presque-partout”.

Vérifier que Z := (X,Y) a méme loi que Z' := (X, %X)

En déduire la covariance Cov (X,Y) et la corrélation p(X,Y") dans ce cas.
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1On note a A b := Min (a,b) et a V b := Max (a, b).



