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Option Statistique :
Cours 2 : Introduction a la méthode de Monte-Carlo

On fait remonter la naissance de la méthode de Monte-Carlo au Comte de Buffon qui, en 1777, inventa,
une méthode de calcul du nombre 7 restée célebre sous le nom de méthode de ’aiguille de Buffon qui est
basée sur la réalisation d’'un grand nombre d’expériences répétées. Mais la vraie naissance de la méthode
de Monte-Carlo est liée a l'utilisation des premiers ordinateurs & la fin des années 40. Cette méthode
est aujourd’hui d’un usage tres fréquent dans la plupart des domaines d’applications des mathématiques,
par exemple pour l'estimation du temps de survie d’une bactérie en biologie ou pour le calcul du prix de
certains produits financiers.

1 Simulation d’une loi de probabilité

Lorsqu’on réalise une expérience dont le résultat suit une loi de probabilité, c¢’est-a-dire une expérience
dont on connait ’ensemble des issues possibles ainsi que la probabilité qu’elles se réalisent, on dit qu’on
stmule la loi de probabilité. Ainsi, 8’il s’agit d’un loi de Bernoulli (qui peut prendre les deux valeurs 0
ou 1 avec les probabilités (1 — p) et p respectivement), simuler cette loi consiste & faire un tirage dont
le résultat est soit 0, soit 1 sachant que la probabilité d’obtenir 1 est égale a p. De méme, simuler une
loi uniforme sur [0, 1], c’est tirer au hasard un nombre réel compris entre 0 et 1 de telle sorte que la
probabilité que ce nombre appartienne a un sous intervalle [a, b] de [0, 1] soit égale a la longueur b — a de
ce sous intervalle.

On utilise des simulations d’une loi de probabilité lorsqu’on veut notamment calculer certains parametres
inconnus de cette loi, par exemple son espérance ou sa variance. Mais dans ce cas, une seule simulation
n’est pas suffisante et on est amené a effectuer une suite d’un grand nombre de simulations qu’on sup-
pose généralement indépendantes. En termes mathématiques, cela consiste a se donner une suite de
v.a. X1, Xo,..., X, indépendantes et de méme loi (on dit une suite de v.a. iid pour indépendantes et
identiquement distribuées).

2 Loi des grands nombres

Pour calculer une valeur approchée de 'espérance 1 d’'une v.a. a partir d’'un grand nombre de simula-
tions de cette variable, on utilise I'idée suivante : les valeurs de cette variable obtenues par simulation se
répartissant aléatoirement autour de p (en supposant qu’il n’y a pas d’erreur systématique), leur moyenne
fournira une valeur plus proche de p car le fait de prendre la moyenne réduit la dispersion des résultats.
C’est I'idée de la loi des grands nombres : si X1, Xo, ..., X, est une suite de v.a. iid de loi X (suite de n
tirages indépendants de la variable X'), la moyenne arithmétique %(X 1+ Xo+...+X,) converge, quand
n tend vers U'infini, vers Pespérance p = E(X). Selon ce théoréme, on pourra donc, dans les applications,
estimer ’espérance p de X par la quantité %(Xl + Xo+...4+ X,,) pourvu que n soit suffisamment grand.

3 Estimation du nombre 7

Ce n’est pas la méthode de l'aiguille de Buffon que nous avons choisi de présenter (pour les curieux,
on peut en voir une jolie présentation sous forme d’une applet Java a 'URL

http ://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutoriall/).

La méthode que nous étudions est un peu plus simple du point de vue de la modélisation.

Supposons que nous simulions deux v.a. indépendantes X et Y de loi uniforme sur [—1,1]. Chaque
tirage de ces deux v.a. fournit les coordonnées d’un point du carré {(z,y),—1 < z,y < 1} de coté 2.
On représente dans ce carré le disque inscrit de rayon 1 et on s’intéresse a la proportion de points tirés
qui atteignent cette cible. On consideére la v.a. Z qui & chaque tirage d’un point (X,Y") associe 1 lorsque
X2 +4+Y?% <1 et 0 sinon. C'est une variable de Bernoulli dont le parametre p = P(X2 4+ Y2 < 1) est
exactement la proportion de points atteignant la cible. Comme les points sont tirés uniformément dans



le carré, I'idée est que cette proportion devrait étre proche du rapport des aires du disque sur le carré,
c’est-a-dire de
TR? .
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C’est la cas en effet si n est assez grand car chaque tirage d’un point (X,Y’) correspond & un tirage de la
v.a. de Bernoulli Z et que la proportion p = (Z1 + Z2 + ... + Z,,)/n est la moyenne arithmétique de ces
tirages. Donc selon la loi des grands nombres, p permet d’estimer 'espérance de Z qui vaut 7 et donc 4p

permet d’estimer .

4 Propriétés de 'estimateur de 7

Désignons par 7 la quantité

R (Z1+ZQ+...+ZH)
T:=4 .
n

Cette quantité varie & chaque simulation de n points (X,Y") et prend des valeurs proches de 7. On dit
que cette v.a. est un estimateur de w. En utilisant le fait que Z1 + Zs + ...+ Z,, est une somme de v.a. de
Bernoulli indépendantes et donc suit une loi Binomiale B(n, §) dont I'espérance est nr/4 et I'écart type

n% (1 — %), on peut calculer 'espérance m et I’écart type o de l'estimateur 7. On a :
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On a représenté sur la figure ci-dessous ’histogramme de ’estimateur 7. On voit que sa forme se rapproche
de la courbe en cloche dite cloche de Gauss, c’est-a-dire que sa loi est proche d’une loi normale (on
reviendra sur ce point lors d’un prochain cours). Nous verrons que 1'une des plus importantes propriétés
de la loi normale est qu’elle prend environs 95% de ses valeurs dans Uintervalle Io, = [m — 20, m + 20]
(et environs 68% de ses valeurs dans l'intervalle I, = [m — o,m + 0]).

On en déduit que 95% des estimations de 7 trouvé par la méthode de Monté-Carlo proposée devraient
appartenir a 'intervalle I, = [2,92 ; 3, 36]. Si I'on veut, avec cette méthode, obtenir une meilleur précision,
c’est-a-dire une intervalle d’estimation plus étroit, il faut un estimateur 7 d’écart type o plus petit, ce
que 'on peut obtenir en augmentant le nombre de simulations : avec n = 10000, ¢ ~ 0,03 et donc
Iy = [3,11 ;3,17] (ce qui fournit la premiere décimale exacte) et avec n = 10%, les deux premieres
décimales seraient exactes. On voit ici 'une des difficultés d’application des méthodes de Monté-Carlo
qui, souvent nécessitent un tres grand nombre de simulations pour obtenir une précision acceptable.




