Correction des exercices de la lecon 5

6 novembre 2004

Exercice 1 (éléments de réponse)
1. PXo:m(XZ = S) = PXO:m(Xl == j,XQ = S) + PXo:m(Xl = m,X2 = S) =
0,0975 .
0,04 0,15 0,03 0,78
0 0,3025 0,0975 0,6
0 0 0,01 0,9
0 0 0 1

P? =

La probabilité de passer de m & s en deux coups se lit dans la matrice P? : c’est
le ccefficient de la deuxiéme ligne et de la troisiéme colonne. On retrouve bien le
méme résultat.

Enfin la chaine n’est pas périodique (vérifier par exemple que (P¥)1; = Px,—; (X} =
J) = Pxo—j(X1 =Xo=--- =X}, = j) = 0,2% # 1 si k > 1, de sorte que I'égalité
P* = I, est impossible, puisqu’elle signifie, entre autres, (P¥);; = 1...).

2. La chaine n’est pas irréductible (par exemple parce qu’on ne peut pas aller
de m a j, ou encore parce que d est absorbant).

3. j, m et s sont transitoires (la probabilité de ne pas revenir en j (resp. m, s)
sachant qu ’on en part est supérieure a 0,8 (resp. 0,45, 0,9). d est absorbant (et
donc récurrent).

Exercice 2

1. On laisse a I’étudiant le soin de réaliser le diagramme en points et fléches.

2. La difficulté de cette question vient de ce qu’on calcule la probabilité de
trajectoires de taille infinie. Pour la premiére on commence par interpréter le fait
que Px,—3(X1 = 3) = ps3 = 1 : cela signifie que si la chaine arrive dans Pétat 3,
elle y reste (I’état 3 est absorbant, cf 6.). Ainsi

P(Xo=1,Yn>1,X,=3) = P(Xo=1,X;=3)
= Px,=1(X1=3)-P(Xo=1)
= %'po

Pour la deuxiéme on écrit de la méme maniére que, puisque pyqs = 1, on a

P(X():l,Xl:Q,VTL;?,Xn:Zl) = P(X():l,X1:2,X2:4)
= Px,—2(Xo=4) Px,-1(X1 =2)-P(Xo=1)
_ 1.1 _1
= 3°3°Po=7 Do -

La derniére trajectoire a une probabilité nulle, puisque une fois dans I’état 3, la
chaine ne peut revenir en 1.

3. Dans cette question on ne peut plus se ramener (comme en 2.) a l'aide de
remarques simples au calcul de la probabilité d’une chaine de longueur finie. L’idée
est alors d’évaluer dans un premier temps la probabilité des N premiers coups
(puis on laissera N tendre vers oo). On commence ainsi par répondre & la question
intemédiaire suivante :



Soit N > 0. Calculer la probabilité de I’événement Ay = {Xo=1,X1 =2,X5 =
1,Xs5=2,..., Xon =1, Xon41 =2}

On calcule cette probabilité par récurrence; si NV > 1 on a la relation d’hérédité
suivante

P(An)

Px,n=1(Xont1 = 2) - Px,y_,=2(Xon = 1)-

P(XQ = 1,X1 = 2,X2 = 1,X3 = 2,. --aX2N—2 = 17X2N—1 = 2)
= pi2-pa1 - P(An-1)

= ﬁ'P(AN—O

Cette relation permet de montrer! que P(Ayx) = (0,5)*N 1. p, .

On conclut en remarquant que pour tout N, P(X,, = 1sin est pair , X, =
2 si n est impair) < P(Ay), puisque si la trajectoire (X,, = 1 si n est pair , X,, =
2 si n est impair) est réalisée, la trajectoire (Xg =1, X1 =2, Xo =1, X5 =2,..., Xoy =
1, Xon 11 = 2) est a fortiori réalisée?. On a donc

VYN >0, P(X, =1sinest pair ,X,, =2 si n est impair) < 0,52+ . p
Mais impy o0 0,52Vt . pg = 0 . En passant & la limite dans 'inégalité préce-
dente on constate que la probabilité de la trajectoire (X,, = 1 si n est pair , X,, =
2 si n est impair) est effectivement égale a 0.

4. Dire que la répartition initiale est uniforme signifie que pg = qo9 = 19 =
so(= %) On utilise ici les relations m = mg - P, puis m2 = m; - P. On trouve
m = (35 51) P= (35 &8 Puis ™ = ({15, 16 1) -

Sim = (3,%,0,0) ,onam = (5,1, %, 1), puis (remarquer que, puisque c’est le
7o dans les calculs qui précédent, le mo que 'on cherche a déja été calculé : c’est le
m davant) m = (3,4, 1, %)

5. On vérifie que si mp = (0,0, 7, s9) (avec ro + so = 1), alors mp - P = mp, ce
qui signifie que toute distribution de cette forme est une distribution stationnaire.
Inversement supposons que ™ = (p, ¢, 7,s) est une distribution stationnaire pour P.

Cela signifie que 7 - P = 7, soit encore

3q=rp
1.
3P =4
%p +r=r
Lgts=s,
ce qui entraine p = i -p, d’ott p = 0, puis ¢ = 0. Donc toute distribution

stationnaire est de la forme (0,0, r,s) (avec nécaisserement r + s = 1).

6. Les états 3 et 4 sont absorbants puisque ps3 = psqs = 1. Les deux autres
sont transitoires : la probabilité de ne pas revenir en 1 si on en part est en effet
strictement positive : Px,=1(¥n > 1, X,, #1) > Px,-1(Vn > 1,X,, =3) =0,5 > 0,
de sorte que Px,—1(3In > 1, X,, = 1) < 0,5 (on peut montrer que cette probabilité
est égale & %) : on n’est pas str de revenir en 1 lorsqu’on en part, et cet état n’est
donc pas récurrent. Il en est de méme pour 2.

1si N = 0 c’est juste dire que P(Xo = 1, X1 = 2) = Px,=1(X1 =2)- P(Xo = 1) = 0,5 - po.
Ensuite on montre «N = N + 1» : d’aprés la relation d’hérédité on a P(An11) = 0,52 P(Ayx) =
0,52 -0,52N+1 . py = 0,52(N+D+1 . 50 comme attendu.

20n utilise ici la propriété suivante : A C B = P(A) < P(B).



