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On note Gr la catégorie des groupes et Ab celle des groupes abéliens.

1. Montrer que tout monomorphisme, respectivement épimorphisme, de Ab est un noyau, respectivement
conoyau. Qu’en est-il dans Gr ?

Montrer que le coégalisateur d’un diagramme A →→ B de Ab s’interprète comme un conoyau. Qu’en
est-il dans Gr ?

2. Soit 0 → A → B → C → 0 une suite exacte de groupes abéliens. Montrer que B est isomorphe à
A× C comme ensemble.

On dit que la suite exacte 0 → A → B → C → 0 est scindée si B → C admet une section dans Ab.
Toute telle suite exacte est-elle scindée ? Montrer que si 0 → A → B → C → 0 est scindée alors B est
isomorphe à A× C comme groupe abélien. La réciproque est-elle vraie ?

3. Montrer que tout diagramme commutatif de groupes abéliens

0 → A → B → C → 0
↓ ↓ ↓

0 → A′ → B′ → C ′ → 0

où les suites horizontales sont exactes induit une suite exacte naturelle
0 → Ker(A → A′) → Ker(B → B′) → Ker(C → C ′) → coker(A → A′)

→ coker(B → B′) → coker(C → C ′) → 0.

3. Soient M un groupe abélien et M = F0M ⊃ F1M ⊃ · · · ⊃ FnM ⊃ · · · une filtration décroissante de
M par des (sous-)groupes abéliens. On munit M de la topologie la plus grossière qui rend les projections
M → M/FnM continues, où les M/FnM sont munis de la topologie discrette.
Montrer que M est séparé pour cette topologie si et seulement si l’intersection ∩n∈NFnM est le groupe
nul.

Pour x ∈ M on pose v(x) = sup{n ∈ N, x ∈ FnM}, avec éventuellement v(x) = ∞, et pour x, y ∈ M on
pose d(x, y) = exp(−v(x − y)). On suppose que M est séparé. Montrer alors que d est une distance et
que la topologie de M cöıncide avec celle associée à d.
Caractériser les suites de Cauchy de M en terme de leurs projections dans les quotients M/FnM .

On note M̂ la limite de la tour (M/FnM)n et on définit FnM̂ = Ker(M̂ → M/FnM). Montrer que M̂
est séparé pour cette filtration. Montrer que (M̂, d) est un espace métrique complet. Quelle est la limite
d’une suite de Cauchy de M dans la limite de la tour (M/FnM)n ?

4. Soit M un groupe abélien muni d’une filtration décroissante (FnM)n∈N qu’on regarde comme une
tour de groupes abéliens. On pose lim1(FnM)n = coker(M → lim(M/FnM)n).
Exemple : On considère Z muni de la filtration formée des 2nZ, n ∈ N. Calculer lim(2nZ)n et lim1(2nZ)n.
Montrer que toute suite 0 → A → B → C → 0 de groupes abéliens filtrés telle que les suites 0 → FnA →
FnB → FnC → 0 sont exactes pour tout n induit une suite exacte

0 → limnFnA → limnFnB → limnFnC → lim1
nFnA → lim1

nFnB → lim1
nFnC → 0 .

5. La catégorie des groupes abéliens filtrés est-elle abélienne ? Montrer que la catégorie AbN des tours
de groupes abéliens et transformations naturelles entre tours est abélienne. Le foncteur lim : AbN → Ab
est-il exact ?

6. Soit (Mn) une tour de groupes abéliens et notons M∞ sa limite. On définit une filtration sur M∞
par FnM∞ = Ker(M∞ → Mn−1). Montrer que les groupes abéliens lim(FnM∞)n et lim1(FnM∞)n sont
nuls, autrement dit que M∞ est séparé et complet pour sa filtration.

7. Soient K un corps, M un K-espace vectoriel muni d’une filtration décroissante (FnM)n par des sous-
espaces vectoriels. Montrer que si pour tout entier n FnM est de dimension finie sur K alors lim1(FnM)n

est nul. Ce résultat est-il encore vrai si on remplace l’hypothèse K corps par K anneau principal ?


