19353

Agrégation de mathématiques

Concours externe
Composition de mathématiques générales

Tout document est interdit.
Jeulatrice électronique de poche — y compris calculatrice programmable et alphanumérique — a
fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément a la circulaire n° 86-228 du
28 juillet 1986.
La clarté et la précision de la rédaction seront prises en compte dans I’appréciation de la copie.

6 6 3 2 Les candidats composeront sur du papier de composition quadrillé 5 X5 .

ARTICULATION DU PROBLEME.

__ La partie I est consacrée a I'étude de fonctions vérifiant des équations différentielles algébriques (cette notion
sera spécifiée ultérieurement). Les résultats de cette partie I ne sont pas utilisés dans la suite du probleme.
““La partic Il étudie une fonction holomorphe, dont on montrera dans la partie IV qu’elle ne vérifie pas
d’équation différentielle algébrique. La partie III permet d’établir quelgues résultats sur les polyndmes et les
fractions rationnelles, en vue des parties IV et V. La partie V généralise et précise le résultat de la partie Iv.

Les parties 1 et 111 sont indépendantes entre elles.

On désigne par C le corps des nombres complexes, et par C” I’ensemble des nombres complexes non nuls. On
notera N I'ensemble des entiers naturels, Z I’ensemble des entiers relatifs, et R celui des nombres réels.

Tous les corps considérés dans le probléme sont commutatifs et de caractéristique nulle.

- 8i K est un tel corps et 7 un entier naturel, on note K [ Xy, X , ..., X, ] la K-algebre des polYm‘)m a(n+l)
indéterminées 2 coefficients dans K. Si a, égal & (04,0, , ..., @, ) est un élément de N"*! on notera X% le
mon6me X0 X1 ... X%, Tout élément de K[ Xy, X, ..., X, ] peut donc s’écrire, de fagon unique, sous la
forme :

P, X%
ae N"*!

ol la famille ( Py )y o N+ €St une famille d’éléments de K dont tous les termes sont nuls sauf pour un nombre
~fitii dé valeurs de .
L’exponentielle d’'un nombre complexe u sera notée e".

PARTIE I. EXEMPLES DE FONCTIONS
VERIFIANT DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES SUR C .

" Dans cette partie, on désigne par C_, I’ensemble des fonctions de R dans C, indéfiniment dérivables sur R. On
munit C_, de sa structure naturelle de C-algebre ;si (f,g,a ) appartienta C,, x C_ X C, on aura donc :

pour tout u dans R, (f+tg)(u)=f(u)+g(u),;
(af)(u)=a f(u);(fg)(u) =f(u) g(u)
" Soit Pun élément de C [ Xq, X, , ... » X, ] que I'on écrit :
P=3Y P,X%

+1
ae N



Sify.fi» ... f, sontdes éléments de C_,, on notera :
P(fo*fl"",fn) = 2 Paf(;lofl(xl...fna".

n+
ae N

On définit ainsi un éiémentde C__ .

Enfin, si festdansC_, f (k) désigne la dérivée k-ieme de f; en particulier, f (0) egt égale a f.

Dans cette partie, on pourra utiliser, sans démonstration, le résultat suivant :

Soit A un anneau commutatif, unitaire et intégre. Soit U et V des éléments de A[ X ], olt V n’est pas le
polynéme nul, le coefficient dominant de V étant de plus supposé inversible dans A. 1l existe alors deux éléments
QetRde A [ X] vérifiant :

U = VQ+Ravec, de plus, R = 0, oubien degré (R) < degré (V).

Les questions 1.1°, L.2°, 1.3° sont indépendantes entre elles. Une méme notation, utilisée dans des questions

différentes, peut donc viser des objets différents.

1° L application exponentielle réelle.
Soit f I’élément de C_, définipar f(u) = e“
a) Montrer que, pour tout élément Pde C [ X, ], ona:
P(f)=0=P=0.
b) Donner un élément Q nonnulde C [ X, X, l1telque Q (f,f") = 0.
¢) Montrer que, pour tout élément P de C [Xp.X ) ona:
P(f.f') =0 3IReC[Xy,X;] P=(X;-X3)R
d) Montrer que, pour tout élément Pde C[ X,,X,,X,],0ona:
P(f.fif) =0 3R Se C[X,,X|,X;] P=(X;-X;)R+(X,-X;) S.

e) Soit J ’ensemble défini par I’égalité :

= {Pe C[Xy, Xy, X1, telque P (f.fif") = 0}.
Montrer que J est un idéal de C [ X, X, , X, ], et que cet idéal n’est pas principal.

2° L application « +> sin u.
Scit f I'élément de C_, défini par f(u) = sinu.
a) Montrer que. pour tout élément Pde T { X, ]. ona:
P(fl=0=>pP =0
b) Donner un élément Q non nulde C [ X, X, Jtelque Q(f,f") = 0.
¢) Soit U, V des éléments de C [ X, ] tels que :
UWNf+V(f) =0
Montrer que U et V sont nuls. "
d) Soit J I’ensemble défini par 1’égalité :
)= {Pe C(Xy,X,1 tel queP(f.f’) = 0}.
Montrer que J est un idéal principal de C [ X, X ].
e) Soit L ’ensemble défini par I"égalité :
L= PeC[X).X;,X,] telqueP(f.fif") = 0,
L’ensemble L est-il un idéal principal de C [ Xo-X;-X517?
3° L application u +> e"z. R
Soit f I’élément de C_, défini par f(u) = e*.
a) Montrer que, pour tout élément P de C [ X0 , X 1 ]J,ona:
P(f.f')=0=P=0.
b) Donner un élément Qnonnulde C [ X, X,,X, Jtelque Q(f,f f") = 0.
¢) Soit J I’ensemble défini par I’égalité :
1={PeCIX,.X,.X,] telqueP(f.fif ") = 0}.




e quel’ensemblel&stunidéalprincipalde@{xo.xl X )
PARTIE II . SOLUTIONS HOLOMORPHES D’UNE EQUATION FONCTIONNELLE. ©

ans cette partie et les suivantes, A désigne le disque unité ouvert de C, et Il le iiem#plan des complexes de

réelle strictement négative :
A= {ze C.,tel que 1zl < 1}, Il = {te C,tel que Re (1) < 0}.

1° a) Soit p un nombre réelde [0, 1 [. Montrer que, pour tout entier naturel 7, on a:

n

2‘)< 1
I1 (1+p s

k=0

b) Pour tout z de A et pour tout entier naturel n, on pose :

0,(z) = H (l—zzk).

k=0

*Montrer I’inégalité :
' z |2n+ 1

0,(2)- 9,.+,(z)| T

¢) Montrer que la suite de fonctions (6, ), ¢ N converge snnplement sur A. La fonction limite est notée ©.
d) Montrer que O est holomorphe sur A.

2° a) Montrer que, pour tout zdans A,ona:
O(z)=(1- ~2)6(2).

e 5" Montrer que © ne s"annule pas sur A.
¢) Soit fune fonction continue sur A , a valeurs dans C, telle que pour tout z dans A, 0ii ait :

f(2) = (1-)f(2).
Montrer qu’il existe un complexe A , tel que : f = A06.

3° Pour tout élément ¢ de I, on pose : . .
‘ o(r) = £2Le)
e ( e)
a) ‘Montrer que ¢ est holomorphe sur I1. —
.b) Montrer que, pour tout ¢ dans I, on a : . .

0 (1) = 20020+ =

ontrer qu’il existe une famille (S; )z e N de fractions rationnelles telle que, quels qué;;édiént I’entier

-Aiﬂtutelk et ’élément £ de I, 'on ait :
o 60 (1) = 221 (20) + 5, (),
ot que I’on a, quels que soient I’entier naturel k et I’ élément zde A :

Sp+1(2) = z28(2).

PARTIE III . QUELQUES RESULTATS SUR LES FRACTIONS RATIONNELLES ET LES POLYNOMES.

A — Fractions rationnelles 4 une indéterminée.
"Dans toute cette partie IILA., on considére C (z), corps des fractions rationnelles en ’indéterminée z, a

- coefficients dans C.

a) Si R appartient 2 C (z), on peut écrire R = -% o Pet Q appartiennenta C { z]. Onposcalms
R =0, degré (R) = degré (P)—degré (Q);
R=0, degré (R) = —eo.



Vérifier que degré (R ) ne dépend effectivement que de R.

Montrer que, pour tous R et S dans C (z),ona:
degré (R+S) < max (degré (R), degré (S)).

b) Soit Cg (z) I'ensemble des fractions rationnelles de degré inférieur ou égal 0.

Soit aussi V le sous-C-espace vectoriel de C ( z ) engendré par { ——l-—} , et W le sous-C-espace vectoriel de
1e C

C (z) engendré par { . Vérifier que éo (z) est un sous-C-espace vectoriel de C ( z), et que

n
(z=7) }ye C,n22

V et W sont des sous-C-espaces vectoriels de Co(2).

¢) Justifier I’égalité :
Co(z)=Coavew,

ou C est identifié 2 I'ensemble des polyndmes constants.

2° La dérivée de la fraction rationnelle R étant désignée par R’, montrer que I'application de Cy (z) dans
C (z), qui A tout R associe sa dérivée R’, a pour image W.

3° Soit p I’application de Co (z) dans C ( z) définie par :
R(R)(z) = zR(Z).
Montrer que V et W sont stables par 1.

4° SoitR unélémentde C (z);sa décomposition en éléments simples sur C s’écrit :

R(z) =E(z) + Z ﬂ;_"_z_,
ye C,n21 (z-7)
ou E est dans C[z], et ot la famille (r(y;n)) est une famille d’éléments de C, nuls sauf pour un
vye C,n21

nombre fini de couples (y,n).

Soit a un élément non nul de C, et n un entier naturel non nul.

LorsqueR(z) = -——,——1-77 calculerr(a,n).

<

(&F—a)
B. — Polyndmes a ( n + 1 ) indéterminées.

1° Ordresur N"*!,
On définit par fécurrence sur I’entier naturel n une relation binaire sur N**! | notée 2, , de la fagon suivante :

® si n = 0, %, coincide avec I’ordre usuel de N, noté aussi < ;
® supposant %, définie sur N"*! | on considére deux éléments o et Bde N"*2 notés :

a=(0y,0,..,0,, )eth = (Bo:BisouBryy)-
On écrira alors o. 2, , | B lorsque :
—oubien o, ; < B,
—oubien o, = B,,,, et a= (g, 0ap,....,0,) £, (By.By..... B, )
Dans cette question, une attention toute particuliére sera apportée a la précision des raisonnements.
a) Montrer que 2, est une relation d’ordre sur N * 1,
b) Soit E un sous-ensemble non vide de N"* !, Montrer que E admet un plus petit élément,
noté min E.
¢) Montrer que la relation d’ordre %, est totale sur N"* L
d) Soit E un sous-ensemble fini, non vide, de N" * I, Montrer que E admet un plus grand élément, noté max E.



“2° Multidegré d’un polynéme de K [ X, X, , ... X, 1.
R Dans les questions ITLB.2° et ITLB.3°, K désigne un corps (commutatif, de caractéristique nulle).
a) Soit P un élément non nul de K[Xy,Xis:0s X,],avec:

o P= Z ana .

On appelle multidegré de P, et I'on note d (P ), I’élément de N+ égal amax {ae N'7* ! tel que py # 0}.
Le coefficient p , (P est alors appelé coefficient dominant de P.
Montrer que, si lg et Q sont deux éléments non nuls de K[ Xy, X5 ... X, ), de méme multidegré J, et de
coefficients dominants respectifs pg et g5, on a:
—oubiend(paQ—qu)J?nﬁ etd(p;Q-gzP) # &;
—oubienpaQ—qsp = 0.
b) Soit J un idéal de K[ Xy, X, ..., X, 1. différent de { 0 }. Montrer qu’il existe un élément M de J-{0}
vérifiant la propriété suivante :
si P appartientaJ - { 0 }, etsid(P) £, d(M), alors il existe c dans K tel que P = ¢ M.
.3° SoitPunélémentdeK [ Xy, Xy, ..., X, 1. La notation & désigne, comme d’habitude, la dérivée partielle
g Polyndme P par rapport a I'indéterminée X,. 9X;
_ On suppose que P n’appartient pas a K, identifié A I’ensemble des polyndmes constants.
Montrer qu’il existe un élément (ig, i » .. »i,) de N" *1 tel que :

alo+l‘+...+lnP

aXlp X% ... X

soit un polyndme affine non constant, ¢’ est-a-dire soit de la forme :

n
Z piX;+q
i=0
Ol Py, P » -+ » Py » > sONt des €léments de K, et la famille (py,p ., .- » P,) D'ESt pas la famille nulle.
PARTIE IV . ON SE PROPOSE DE MONTRER QUE LA FONCTION 8 DEFINIE DANS LA QUESTION IL1.C.

NE VERIFIE PAS D’EQUATION DIFFERENTIELLE ALGEBRIQUE SUR C (2) .

__Résultats admis et notations.

Soit © un ouvert connexe et non vide de C. On note H () 'anneau commutatif et intégre des fonctions
holomorphes sur Q, et M (£2) son corps des fractions. On sait que M ( Q) s’identifie au corps des fonctions
méromorphes sur (.. L’ensemble des fonctions fractions rationnelles est un sous-corps de M ( Q ) identifié a C.

La dérivée (complexe) d’une fonction h de M ( Q) est notée k’ ; c’est encore un élément deM(Q).

. Soit K un sous-corps de M (), contenant C, et h un élément de M (). On dit que h vérifie une équation
différentielle algébrique sur K s'il existe un entier naturel n, et un élément P non nldeK([{X,,X;,.... X, 1. tels
que:

P(h.K,....K) =0 _

Soit (fy.fys---+f,) une famille d’éléments de M (). Le sous-corps de M (£2) engendré par
KU{fy.fys-. oS, Y estnoté K(fo.fys o fp)-

- o |
1°a) On pose : g = e Montrer que, pour tout entier naturel non nul k, il existe un élément Q; de

C[ZO,ZI,...,Zk-I],demultidegréégalé(O,O,...,1),telque:

¥ - eQ(g.8 ... 5 ).
: "~ b) Soit n un entier naturel non nul, et H un polyndme homogene non nul, élémentde C (z) [Ty, Ty, ..o T,]
" Montrer que le polyndme H(1,Qy, ... ,Q,), élémentde C (2) [Zy.2,,...,Z,_,]estnon nul.

A partir du IV.2°, nous supposons, par | ‘absurde, que la fonction ©, introduite dans la partie 11, vérifie une
_, €quation différentielle algébrique sur C ( z). Nous aboutirons a une contradiction dans la question IV.6°.



2° Montrer que g vérifie une équation différentielle algébrique sur C ( z).
Indication. — On pourra considérer une équation différentielle algébrique vérifiée par © et en déduire
Uexistence d’une équation algébrique (ordinaire), satisfaite par © sur un certain corps.

3° Dans les questions qui suivent, on reprend les notations de la partie 11, et on note L le sous-corps de
M (IT) égal a C (exp), ou exp désigne la fonction exponentielle.
Montrer que I’élément ¢ de M ( T1 ) défini en I1.3°, vérifie une équation différentielle algébrique sur L.

4° Soit k un élément quelconque de M (1) ; on pose A" (¢) = h(21t). Plus généralement, si P,

égald Y p, X%, estunélémentde M (IT)[ Xy, X, ..., X, ],
ae N*"!

on notera P* Ie polynéme Y peX°.
ae N
Ori utilisera, sans qu’il soit nécessaire de le démontrer, le fait que 4 > &” est un homomorphisme injectif de la
C-algebre M(IT1) [ X,, X, ..., X,, ] dans elle-méme.
Montrer qu’il existe un entier naturel n, un élément M non constant de L [ X9 Xys-eer X, ], etun élément y de
L, tels que :

g 1 1
M (—Z-(XO—RO),Z(X1~RI),...,2n+1(Xn—Rn))= AM (X, X;, ..., X,),

ou I’on a posé :
R, (t) =S, (€.
Indication. — On pourra considérer I’idéal des polynémes Q a coefficients dans L, tels que
Q(o.0,....0") = 0.

5° a) Déduire de la question précédente I'existence de U, polyndme affine de LIXy, Xy, X, ]
n’appartiennent pas 4 L, et d’un élément | de L, tels que :

U*[%(XO—RO),‘}Z(Xl“Rl)"“’2n1+1(Xn"Rn)]= RU(Xp, Xy, 00 X))

b) Montrer qu’il existe un entier naturel m et un élément « de L, tels que :
R, = AT
¢) En déduire qu’il existe un entier naturel m et un élément v de C ( z), tels que :

S (z)=2""Iv(#)-v(z).

m\ <

6° Conclure que © ne peut vérifier d’équation différentielle algébrique sur C (z) .
Indication. — On pourra considérer les péles de v . e

PARTIE V. GENERALISATION.

Soit R un élément de C ( z ), n’ayant aucun pdle dans A, ettelque R (0) = 1.

1° a) Montrer qu’il existe une unique fonction holomorphe sur A, notée encore © par analogie avec les parties
précédentes, telle que, pour tout élément z de A, I’on ait :

©(z) = R(2)0(2%),
ettelleque,deplus: ©(0) = 1.
b) Soit f I'élément de M ( IT ) défini par I’égalité :

feey = ¢ L)

o)
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