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écrit

MATHEMATIQUES GENERALES
Durgx : 6 heures

RAPPELS

On rappelle que, pour n et k entiers naturels,

(D

et que, par convention, 0! = 1. Les candidats pourront utiliser la notation (o
si elle leur est plus familiére. La notation N désigne I'ensemble des entiers
positifs ou nuls (entiers naturels).
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NI Y OBJET DU PROBLEME

JomEg, UL

5+ Sgit K un"corps commutatif de taractéristique nullé. Dans tout e probléme,
désigne Talgibre K [x] ‘dés polyndinés 4 une indéterminée et & coefficients
dans K. On note €* le dual de €, Cest-d-dire Pespace vectoriel des formes
linéaires sur ®. Si L appartient 3 €* et p 4 €, on note < L, p > la valeur
de L en p. i - o

Une suite polynomiale (b}, 65t une suite d’éléments de € tels que, pour
tout n, le polyndme p, soit exactement:.de degré n. En particulier p, est un

polyndme constant non nul. On remarquera que-les éléments d’une telle suite
forment une base de €. ' '

Une suite binomiale est une suite POIYilonxiale (Pr)new telle que, pour
tout 7, on ait, dans K [z, y] I'identité |
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Par exemple, la suite (x"),py est binomiale.

 L’objet du probléme est Uétude des _ suites binomiales. Toutefois ces suites
n’interviennent pas dans la premiére partie.
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PREMIERE PARTIE

Pour tout élément @ de K, on note ;:,, I’élément de 2* défini par
<ég,p> = p(a) pour tout p €

et 'on pose ¢ =¢,.

Soient L et M deux éléments de ®* et L ® M la forme linéaire sur K [ 7]
définie par

<LeM,2y'> = <L,2*> <M,y > pour i, je N.

On appelle produit de L et de M et on note LM, la forme linésire sur &
définie par

<IM,p> = <LeM,p(x+y)> pour tout p € €,

En paﬁiculier 8i (Pa)pcn €St une suite binomiale, on & o
1 = e esaion e . - ik Lo s ‘
<M, p, > = Z(k><L’Pk> <M9Pn-k>f 3 :

k=0

o

&3

Muni de ce produit, ’espace vectoriel &2* est une algdbre associative sur K
(on ne demande pas de vérifier cette assertion). '

1° Démontrer que I'algtbre £* admet.c comme &ément unité. et .que; ;pour
aethéémentsde K,onae, ¢ = Carhe : 3 R

“tel que < L, x* > soit non nul. On pose

¢ e ; 'Lf‘ = 2-0v@)
et|0] =0.

20 élLest un élément non nul de %‘,on’note DV(L) le vi)lus peut entxern el

a. Démontrer, pour L et M appartenant & €*, que

=

[L+M] <sp (L], |M]) o  [IM|=[L||M]|.

b. Soit, pour L et M appartenant a®*, d(L, M ) -—- | L-M]|; démon-
trer que’d est une distance sur €£*. On munit £* de la topologie associée a d
et K de la topologie discréte (toute partie de K est donc ouverte). On munit

©* x €* et K x 2* des topologies produits correspondantes. Etablir, pour L
et M appaftenant 3 €* et @ appartenant & K, la continuité des applications

(L,M) — L+M, (L,M)— LM et (a, L) — aL.

De méme, p étant un élément fixé de ®, démontrer que Papplication

L— <L,p>

de €* dans K est continue.
c. Démontrer que £* est complet.

3° Soit (L,),cn une suite d’éléments de ®*. Démontrer que la série de
terme général L, est convergente si et seulement si la suite (L,) nen tend vers 0.

4° Soit L un élément de €*. Démontrer que les trois conditions suivantes
sont équivalentes

) <L,1>=0;

i5) La suite (L")aeN tend vers 0 .

iii) Pour toute suite (a,),.p d’éléments de K, la série de terme général
a,L* est convergente. '

(On convient, pour L appartenant 2 £*, que L° = z ; de méme, si a appartient
akK,onaa =1). ‘
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50 Soit L un &lément non nul de €*, et posons v (L) = m. Démontrer que,
pour tout entier naturel k, on a v(L¥)=km '

!
et que ] < L¥, 2*™ > = }km,))k L x"‘>"

e

6° On rappelle que, n et k étant deux entiers naturels,

(1 s n==~%

8”"‘:)\0 si n#k

Soit A I'élément de €£* défini par
<A x> = 8,, pour n € N.

Démontrer que, pour n et k entiers naturels, on a
< Af,x" > =k! 8, k-

Pour un polyndme p, que représente < A, p>?

DEUXIEME PARTIE

On note ©* Pensemble des éléments non nuls L de ©* tels que v(L) = 1.

_1° a. Soit (p,,),,&.N une suite binomiale. Montrer que p, = 1 et que, pour 1
non nul, on a p, (0) = '

b. Démontrer qu’une suite polynomlale (Pr)nen €8t binomiale si et seu-
lement si, pour tout n € N et pour tout a et b appartenant 4 K, on a

’ <‘c ‘bt?n> ='Z ( )<“‘¢:Pk> K Cyy Pue > o

k=0

20 Spit L un élément de 3. Démontrer que si un, polynéme p vérifie,
pour tout entier naturel k,
<l¥,p> =0
alors p = 0. Démontrer qu il existe une unique suite polynoxmale (Pa) neN
telle que, pour tout n et k entiers naturels on ait
<Lt pa> = El8ak. .

On dit que la suite (p,) e 8t la suite associée & L.

30 Soient L un élément de 2% et (p,), N2 suite associée. Soit M un élé-
ment de £*. e
Démontrer qu'il existe une unique suite (ay) ,en déléments de X telle que

®©

M= ZakL"

k=0
et que

<M Pk >

a, = T pour tout k € N.
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4" .i)rérhontrer que, si M et N sont deux ééments de £* et L un éément

de @2 de suite associée (p,), - alors
W
<MN9P7;>=Z<:)<M,P’C> <N’Pﬂ—k>'
' k=0
(on pourra commencer par le cas o M et N sont des puissances de L).

5° Démontrer que la suite associée 3 un élément de ®* est binomiale et
qu’inversement toute suite binomiale est la suite associée 3 un unique &ément

de €&,

6° a. Soient L un élément de * et, pour tout entier naturel =,

n

O < LE, axm >
gn (%) = 2‘—'—',;—!——-’5"-

k=0
Démontrer que la suite (g,) ,cp est binomiale (on pourra revenir a
la définition d’une suite binomiale).

b. Démontrer qu’inversement toute suite binomiale s’obtient de cette
maniére & partir d’'un unique élément de €F.

c. Pour tout élément M de %7, de suite associée (p,), eN» il existe
ainsi un unique é&ément M de 2% tel que, pour tout entier naturel n,
on ait

n Mk
! < , X" >
pa (%) = T z*.
= .
k=0

On dit que M est le conjugué de M. Calculer X.

TROISIEME PARTIE

1° a. Soit T une application linéaire de € dans € ; on note T* Papplication
linéaire de £* dans €* transposée-de T. Démontrer que T* est continue.

b. Soit U une application linéaire continue de ©* dans &*. Démontrer
PP i =~
que, pour tout polyndme p, il existe un unique polyndme g tel que,
pour tout entier naturel k, I’on ait

<U(A¥),p> = < A¥, ¢>.

En déduire que U est la transposée d’une application linéaire de € dans £.

20 Soient L un élément de 2F et (p,), eN la suite associée.
a. Soit ay, P'application linéaire de & dans ® définie par
o, (") = p, pour tout n € N.
Déterminer «f (L*) pour k € N.

b. Soit & V'ensemble des «;, pour L appartenant 3 ©*, Démontrer qu’une
application linéaire « de € dans &€ appartient 3 /b si et seulement si
a* est un isomorphisme algébrique et topologique de I'algébre €* sur
elle-méme.

c. Soit 6, Papplication linéaire de & dans € définie par .
0, (Pn) = Pnss pour tout n € N,



Une dérivation de €* est une ippiication finéaire 0 de €* dans £*
telle que, pour tout M et N appartenant a £*, ont ait

o (MN) = MO (N) + 2(M) N.
" 'Démontrer que 0 est ‘une dérivation surjective de ®% et ‘quin ""véi;;eﬁient,
pour toute dérivation continue surjective o de €£*, il existe un élément
L de €2 tel que 9 = 6F. On pose
J L = 0,: .

Calculer 0, (L*) pour k entier naturel et préciser le noyau de 24,.

30 Soit a une application linéaire de € dans &€ et soit (p,),n une suite

binomiale quelconque. Démontrer que « appartient & b si et seulement
si 1a suite (« (ps)) N est binomiale.

40 a. Soient L et M deux éléments de £*. Démontrer qu'il existe un unique
élément de €%, noté Lo M, tel que

ApoM = Uy, 0%p -

b. Démontrer que €2, muni de la loi o que I'on vient de définir, est un
groupe. Quel est son élémeént neutre? - ‘

c. Soient L et M deux déments de ¥ et soient (£,),cns (dn)nen -
(7a) n e\ les suites respectivement associées & L, M.et LoM. Démontrer

que -si
~
da (x) -~ z cu.kxk
k=0 S
alors
L LR el = 3
rﬂ (x) =‘Z cﬂ.lpk (z). }~r*"‘4
k=0

LSRR L

50 Soient L un &lément de €2 et L son conjugué (¢f. deuxidme partie, 6° ¢.).
Montrer que LoL = A. Quel est le conjugué de L?

6° Soient L et M deux éléments de ©2. Démontrer que si 7

-]

M= Z b, A¥ - b, € K, pour tout k,
k=1
dlome LoM = 2 b, L¥.
k=1

N WW»x%%
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'QUATRIEME PARTIE

19 Soit L un élément de £*.

. a. Démontrer qu’il existe une unique application linéaire p;, de € dans €
telle que, pour tout élément M de £* et tout élément p de €, on ait

<IM,p> = <M, uL (p) >
b. Déterminer p., et, pour a € K, déterminer Pe, Onpose D = p,.

¢. L et M étant deux éléments de ©*, déterminer py, + Ly et pyopu-
20 Soient L un élément de £ et (p,),.n la suite associée 3 L. Etablir

que cette suite est caracténsée par les propriétés suivantes

pe =1

ii. p,(O) = 0 pour n > 1
- W py, (Pa) = B py, pourn > 1.
3° a. Soient L et M deux éléments de €. On pose N = 3y (L). Démontrer

* que N est un élément inversible de l’algébre «* et que

Oy =0po0uy.
b. Soient L un élément de %I et (p,),cn la suite associée & L. En

faisant M =A dans la formule précédente, établir 1a formule de récur-
rence

et == | (topes) (pf.':(x)s)]l

40 a. Soit L un élément de £2. Démontrer qu’il existe un élément inversible
M de Palgébre £* tel que L = AM.

b. A Vaide de la question 2° de la quatriéme partie, démontrer que, pour
tout entier naturel n, on a

A

P (%) = (P'bA(L)“l"n—u—x) (=)
“oh (Pn)neN est la suite associde i L.

En déduire que, pour tout n > 1, on a

Pa (%) =2 p, o (2).

CINQUIEME PARTIE : EXEMPLES

1° On prend .
L=A (A - s)“.

a. Montrer que L appartient 3 €*.

b. On note (£,) 5. la suite associée 3 L (les £, sont les polyndmes de
Laguerre). Démontrer que, pour n > 21, ona

Lalx) = 2 (D" (+")) = = (D -I)** (a)

oii I est I'application identique de € dans €. Expliciter les coefficients
des polyndmes £,.



¢. Soit a un élément non nul de K. Démontrer que (£, (ax)),n est la
suite associée a

bl dédune . Re” exprmon éa .@ (ax) sous . forme de’ ‘combindison *
lméan'e des £, (x) (formule de duphcanon des polyndmes de Laguerre).

20 Si r est un élément de K, on pose

@«

n
erA - | _’; An
n!l

k=0
a. Vérifier que €A = ¢, et que A — ¢ et € — e~* appartiennent & %7.

b. Soient (u,),cn €t (v8) . les suites associées respectivenient der—c¢
et € — e~2, Calculer u, et v,. '

. Exprimer u, sous forme de combinaison linéaire des polyn6mes v, .
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