Agrégation de Mathématiques 1999 - Concours Externe

Analyse et Probabilités

INTRODUCTION

L’objet du probleme est 1’étude de certains opérateurs linéaires continus et de leurs itérés sur ’espace
de Hilbert séparable, et la recherche de vecteurs dont l'orbite est dense, ou de sous-espaces fermés
invariants.

On désignera par R le corps des nombres réels, et par C le corps des nombres complexes. On note H
I'espace des suites & = (a;);>0 de nombres complexes telles que la série

> ol
7=0
converge. Pour (x,y) € H x H avec z = (a;);>0 et y = (bj);>0 on note
<y >=) T
7=0

et

(S

Izl = (Y lay[)? = (< 2.2 >):

On rappelle que 'espace H muni de la norme |.|| est un espace de Banach, c’est-a-dire un espace
vectoriel normé complet. Dans ce probléme, la seule topologie qu’on considérera sur ’espace H sera la
topologie définie par la norme ||.||. Toutes les notions topologiques étudiées (ouvert, fermé, partie dense,
compact, ... ) se refereront donc & cette topologie. De méme, la notion de suite de Cauchy se reférera a
la métrique issue de cette norme. Siz € H et a > 0, on note B(x; «) la boule ouverte de centre z et de
rayon a.

On rappelle que pour toute forme linéaire continue f de H dans C, il existe x € H tel que f(y) =< =,y >
pour tout 1y € H. Si F est un sous-espace vectoriel fermé de H, on note F'- le sous-ensemble de H
défini par

Fr={reH;<zy>=0 pourtout yc F}

On rappelle que F* est un sous-espace vectoriel fermé de H, et que 'ona H = F @ F+

On note L(H) l’espace des applications linéaires continues de H dans H. Une application linéaire
continue sera souvent appelée opérateur. Si T € L(H) et x € H, on note Tz I'image de x par T, et

Ker(T) ={x € H;Tx =0}

On note
Im(T)=T(H) ={y € H; il existe © € H tel que y =Tz}

Un opérateur T € L(H) sera dit & image dense si Im(T") est un sous-espace dense de H. Si S et T
sont deux éléments de L(H), on note simplement ST I'opérateur classiquement noté S o T' obtenu en
composant T et S. On note I € L(H) l'opérateur identité tel que Tz = 2 pour tout x € H. Si P € C[X]
est un polynéme, qui s’écrit

k=n
P(X)=> apX*
k=0

et T € L(H), on note P(T') ’élément de L(H) défini par

k=n
P(T) =Y aT*
k=0



ot I'on rappelle que T° = I pour tout opérateur 7. Un opérateur T € L(H) est inversible s'il existe un
opérateur T~ € L(H) tel que TT~' =T~'T = I. Si S est un opérateur et G est une partie de H, on
note S(G) I'image directe de G et [S]~!(G) I'image réciproque de G par I'application S.

Pour tout 7' € L(H), on définit 'adjoint T* de T" par la formule
<Trzx,y>=<uzTy >

pour tout (z,y) € H x H. Un scalaire A € C est dit valeur propre de T s'il existe x € H\{0} tel que
Tz = Ax. Un tel vecteur = est appelé vecteur propre. Pour tout 7' € L(H), on pose

1Tl = sup{[|Tz[]; [l=[| < 1}

On rappelle que l'espace L(H) muni de la norme ||.||;, est un espace vectoriel normé complet.
Pour toute partie G d’un espace vectoriel 7, on note vect((F) 'espace vectoriel engendré par G.

On rappelle enfin le lemme de Baire: si (F,d) est un espace métrique complet et
(Un)nZO

est une suite d’ouverts denses dans (¥, d), I'ensemble (ﬂ Upn) est une partie dense de (F,d).
n>0

La partie I est consacrée a des résultats préliminaires et 4 un exemple d’opérateur sur H. Dans la partie
I1, on établit une condition suffisante pour que 'orbite de certains vecteurs de H sous l'action d’un
opérateur sur H soit dense dans H. On étudie dans la partie III la théorie spectrale des opérateurs,
puis celle des opérateurs compacts. La partie IV présente la construction d’un sous-espace invariant
commun & tous les opérateurs qui commutent avec un opérateur compact non nul donné. Enfin, on
établit dans la partie V I'existence de fonctions dont 'orbite est dense pour les operateurs différentiels
non proportionnels a 'identité sur ’espace des applications holomorphes.

Les parties II, IIT, IV et V sont dans une large mesure indépendantes.

I. PRELIMINAIRES
+y

1. Soit M une partie fermée non vide de H telle que z € M pour tout (z,y) € M x M. On pose

do = inf{ ez € M}
Montrer que pour tout couple (x,y) € M x M, on a

2
r—y 1
o R IE R

2. (a) Soit (x,) une suite d’éléments de M telle que
lim fea = do
Montrer que (x,) est une suite de Cauchy.
(b) Montrer qu'il existe un unique z € M tel que ||z|| = dp.
3. Soit Dy € L(H) défini de la facon suivante: siz = (a;);>0 € H, on a
Dizx=y= (bj)jzo

avec pour tout 7 > 0,
bj = aji
(a) Déterminer Ker(D;) et Im(Dy).
(b) Montrer que | D], = 1.



(c) Pour tout A € C tel que |A| < 1, soit z) = (M);>0 € H. Montrer que Dyz) = Az).
4. (a) Montrer que pour tout T' € L(H), 'adjoint T* de T est continu et vérifie ||T*||, = ||T||L.
(b) Déterminer 'adjoint D de D;. Montrer que D1 D} = 1.
5. Soit F'=wect({zx; A < 1}).
(a) Montrer que si g € H satisfait
<g,xy>=0
pour tout A € C tel que |A| < 1, alors g = 0.
(b) En déduire que F' est dense dans H.
6. On pose
pP= U Ker(D})
k=1
(a) Montrer que P est un sous-espace vectoriel dense de H.

(b) Montrer que P contient une partie @@ dénombrable et dense dans H (on admettra sans
démonstration qu'une réunion finie ou dénombrable d’ensembles dénombrables est encore
dénombrable).

II.VECTEURS HYPERCYCLIQUES

Soient T' € L(H) et x € H. On dira que z est T - hypercyclique si ’ensemble
Or(z) = {T*(x);k > 0}

est dense dans F. On désignera par Hyp(T') ’ensemble (qui peut étre vide) des vecteurs T-hypercycliques.

Soit ) une partie dénombrable dense de H. On énumere en une suite ensemble (B,,),>0 'ensemble
des boules ouvertes de rayon rationnel dont le centre appartient a @

1. (a) Montrer que si x € Hyp(T), on a T*(z) € Hyp(T) pour tout k > 1.
(b) Montrer que si Hyp(T") est non vide, alors Hyp(T") est dense dans H.

2. Pour tout entier n > 0, on note

Gn = (T (B}

k>0
(a) Montrer que GG, est un sous-ensemble ouvert de H.
(b) Montrer que Hyp(T') = ﬂ G,.

n>0

(c) Montrer I’équivalence des trois assertions suivantes
(i) L’ensemble Hyp(7T') est non vide.
(i) Pour tout couple (U, V) d’ouverts non vides de H, il existe k£ > 0 tel que

THU)YNV #0
(iii) Pour tout n > 0, G,, est dense dans H.

3. (a) Solent (x,y) € H x H et ¢ > 0. Montrer que si R € L(H) vérifie les deux conditions
suivantes:
(0s¢)

R(B(x;¢)) 0;e
(y;¢)

NnB #0
R(B(0;e))N B £
alors on a

R(B(x;2¢)) N B(y;2¢) # 0



(b) En déduire que si T € L(H) satisfait: il existe un opérateur S € L(H) tel que T'S = I et
une partie dense X de H telle que

lim 7"z = lim S*2 =0

n—oo k— o0
pour tout z € X, alors Hyp(T") # 0.
4. On considére opérateur Dy défini en 1.3). Soit € C tel que || > 1. On pose D, = uD;.
(a) Montrer que D,[u~'Dj] = 1.
(b) Montrer que Hyp(D,,) # 0.

(c) Montrer que m Hyp((D,)*) # 0.
k>1

5. En déduire un exemple d’opérateur T' € L(H) tel que Hyp(T) # 0 et tel que 'espace vectoriel
engendré par les vecteurs propres de T soit dense dans H.

6. (a) Soit T € L(H) tel que Hyp(T') # 0. Montrer que pour tout 2 € Hyp(T) et
tout y € H\{0},’ensemble
{<y,T"z >;n >0}

est dense dans C.
(b) Montrer que Popérateur transposé T* n’a pas de vecteur propre.

(¢) Montrer que pour tout polynéme non nul P € C[X]\{0}, l'opérateur P(T") a une image
dense.

7. (a) Montrer que si z € Hyp(T) et P € C[X]\{0}, on a P(T)(z) € Hyp(T).

(b) En déduire que si Hyp(T) # 0, il existe un sous-espace dense J de H tel que J\{0} soit
contenu dans 'ensemble Hyp(T').

ITI. THEORIE SPECTRALE DES OPERATEURS COMPACTS

On rappelle que l'espace L(H) muni de la norme d’opérateur ||.||1, est un espace de Banach.
1. Montrer que pour tout couple (S,T) € L(H) x L(H), on a

ST < [[Sle-NITle

2. (a) Soit N € L(H) tel que ||N||, < 1. Montrer que la série

est convergente. En déduire que I'opérateur (I + N) est inversible.

(b) Soit T' € L(H) un opérateur inversible. Montrer que si
IVl N7~ < 1
Vopérateur (T + N) est inversible.

1
(c) Montrer qu’il existe m € R tel que si ||N||f < AT, on a:
2 L

(T +N)=H =T + TINTH, <m|N|fZ



. Pour tout 7' € L(H), on définit un sous-ensemble o(T") de C par
o(T) = {\ € C;(T — AI) n’est pas inversible }

L’ensemble o(T') est appelé le spectre de T. On verra plus loin que pour tout opérateur 7', on a
o(T) # 0. On pose
p(T) = sup{|A[; A € o(T))}

On se propose de montrer la formule

(1) p(T) = lim (|T7]|)™

a) Montrer que o(7') est un sous-ensemble fermé de C, qui contient I’ensemble des valeurs
) q
propres de l'opérateur T'.

(b) Montrer que p(T) < |[|T|L-
(c) Caractériser o(T™) en fonction de o(7"). En déduire que p(T) = p(T*)
(d) Déterminer le spectre o(D;) de 'opérateur D; défini en 1.3).

. Soit (z,y) € H x H. On définit
fu 1 C\o(T) > ©
f:my(z) =<y, (ZI - T)_lx >

(a) Montrer que f, est une fonction holomorphe sur C\o(T)

(b) Montrer que ‘:%ii)noozfm,y(z) =<y, z >.

(c) En déduire que o(T) # 0.
. Soit I, = {z € C; |z| = r}. Montrer que pour tout r > ||T||, et tout entier naturel n > 1, on a
(2) <y, Tz >= %/Frz”fm,y(z)dz

(a) Montrer que I’équation (2) ci-dessus reste vraie pour tout r > p(7T).

(b) Montrer que pour tout r > p(T'), il existe un réel M(r) tel que pour tout n > 0, on ait

1Tl < M(r).rm+!

(c) Montrer que
. L
Tim sup{(I7]12) ¥k = n}] < p(T)

(a) Soit n > 1. Montrer qu’il existe S € L(H) tel que
(T™ — A"I) = S(T — \I) = (T — A\)S

(b) En déduire que si A € o(T), alors A" € o(T") pour tout n > 1.

(¢) Montrer que la suite ((HT”HL)%)nZl converge vers p(T).

. Soit A € C tel qu’il existe un réel M > 0 tel que

3) ]l < MI[(T' = A)z||
pour tout x € H. Soit u € C tel que

1
4 _ -
(4) A= ul < 537

(a) On suppose que X et p vérifient les éqations (3) et (4). Montrer que ||z|| < 2M||(T — ul)z||
pour tout x € H. Montrer que si 'on posey = (T'—ul)z,on a ||ly—(T—A)z| < 2M|A—pul||ly]|.

(b) Montrer que si A € o(T) vérifie (3), on a u € o(T) pour tout p satisfaisant (4).



(c) Déduire de ce qui précede que si A € o(T) satisfait |A| = p(T), il existe une suite (z,) dans
X telle que ||z, || = 1 pour tout n > 1 et lim ||Tz, — Az,| = 0.

Un opérateur R € L(H) est appelé opérateur de rang fini si son image Im(R) est un espace
vectoriel de dimension finie. Un opérateur A est dit compact si I’adhérence de 'ensemble
A(B(0;1)) (c’est a dire de 'image par A de la boule unité de H) est un sous-ensemble
compact de H.

9. (a) Soit A € L(H) un opérateur. Montrer ’équivalence des deux assertions suivantes:
(i) A est un opérateur compact.

(i) Il existe une suite (R,,),>0 d’opérateurs de rang fini telle que

lim |[A-R,|.=0

(Pour construire la suite (R,) on pourra considérer des projections orthogonales sur des
sous-espaces de dimension finie bien choisis).

(b) Montrer que A est compact si et seulement si A* est compact.

10. Soit A un opérateur compact tel que p(A) > 0. Montrer que si A € o(A) est tel |A| = p(A), alors
I'espace Ker(A — AT) est un sous-espace non réduit a {0} de H.

11. Déduire de ce qui précede que si A est compact, ’ensemble Hyp(A) est vide (on pourra distinguer
les cas p(A) = 0 et p(A) #0).

IV. VECTEURS MINIMAUX. VECTEURS STABLES.

1. Soit T' € L(H) a image dense, soit z € H\{0} et soit ¢ €0, ||z||[.

(a) Montrer qu’il existe un unique y € H tel que les deux conditions suivantes soient vérifiées:
[Ty — x| <€

et
lyll = inf{|lv][; |Tv — 2|l < e}

(b) Montrer qu’on a alors
[Ty — x| =€
On appellera vecteur minimal relativement a(7T, z,¢) le vecteur y ainsi défini.

2. Soient v € H\{0} et w € H. Montrer que la fonction r : R — R définie par 7(t) = ||v + tw]| est
continuement dérivable sur un voisinage de 0, et calculer 7/(0).

3. Soit (T,z,¢) vérifiant les conditions du 1) et soit y € H minimal relativement & (T, z,¢). Soit
u € H arbitraire. On note Re(z) la partie réelle de z € C.

(a) Montrer que si Re(< T*(Ty — x),u >) < 0, il existe ¢y > 0 tel que la fonction
g(t) = || T(y + tu) — z|| soit décroissante sur [0, {p].
(b) Montrer qu’alors
ly + tull > [y
pour tout ¢ € [0, {g], et que Re(< y,u >) >0
(¢) En déduire qu’il existe ¢ > 0 tel que y = —0T*(Ty — ).
(d) Montrer que siv € H et <v,y >=0,0ona <Tv, Ty —x >=0.



(e) Etablir les égalités:
2
<Ty—zxTy>= —@
et
le —Ty|? =<z —Ty,z >+ <Ty—z,Ty >
(f) En déduire que < z — Ty, x > > &2

Dans toute la suite, A € L(H) désigne un opérateur compact non identiquement nul, et Com(A)
désigne le commutant de A, c’est & dire le sous-ensemble de L(H) défini par

Com(A)={T € L(H);TA = AT}
Un vecteur non nul s € H\{0} est dit stable pour A si le sous-espace vectoriel de H défini par
Com(A,s) = {T's;T € Com(A)}

n’est pas dense dans H. Le but de cette partie est de montrer que tout opérateur compact non
nul A a un vecteur stable.

4. (a) Montrer que si p(A) > 0, alors A a un vecteur stable (on pourra utiliser le résultat de la
question I11.10).
(b) Montrer que si 'image Im(A4) de A n’est pas dense, tout y € Im(A)\{0} est stable.
5. On suppose maintenant que l'opérateur A est a image dense et satisfait p(A) = 0. On fixe x € H
tel que Az # 0 et £ €]0, ||z||[ tel que 0 ne soit pas adhérent & A(B(z;¢)).
(a) Montrer que pour tout entier n > 1, 'opérateur A™ est & image dense.

(b) On note y,, le vecteur minimal relativement a (A", x,&). On pose

t = inf{ |y|2_|1|,n >1}

Montrer que pour tout n entier naturel non nul
[0 S 7 = 720 = A 7]
(¢) En déduire que t = 0, et qu'il existe une suite strictement croissante d’entiers n(k) telle que

lim Hyn(k')—lH _
k=00 ||Yn (k) |

(on pourra utiliser ’équation (1) de la partie IIT).
6. Soit T € Com(A). Soient a, € C et vy € H tels que les deux équations suivantes solent satisfaites:
TYn(k)—1 = QUelYn(k) + Vk
< Uk, Ynk) >=0
(a) Montrer que kirgoak =0.
(b) Montrer I’égalité
< TA"(k)yn(k.),l, A”(k)(yn(k)) —r>=qr < A”(k)yn(k),An(k) (Un(k)) —x >

(¢) En déduire que
Jim < TA™ Py 61, A" () — 2 >=0

7. (a) Montrer que la suite (A”(k)yn(k)_l)kzl a une sous-suite convergente vers un vecteur
s € H\{0}. Montrer que pour tout 7' € Com(A), la suite (< T's, A" (y, 1)) — z >)k>1 a
une sous-suite convergente vers 0.



(b) Montrer que pour tout £ > 1, on a
<z, A"y y) —z > < —€

(c) Montrer que le vecteur s est stable pour A.

8. Conclure de ce qui précede que si A est un opérateur compact non nul, il existe un vecteur stable
pour A. En déduire qu'il existe un sous-espace fermé L de H, distinct de H et non réduit a {0},
tel que T'(L) soit inclus dans L pour tout opérateur T' € Com(A).

9. Montrer que les conclusions ci-dessus subsistent sous I’hypothése suivante: A est un opérateur
non nul et il existe un entier n > 1 tel que A™ soit compact.

V. HYPERCYCLICITE DES OPERATEURS DIFFERENTIELS.

Soit £ l'espace des applications holomorphes de C dans C. Pour tout f € £ et tout entier n > 1, on
note r,(f) la restriction de f a 'ensemble D(0,n) = {z € C;|z| < n}, et on pose

1flln = sup{lf(2)|; || < n}
On note f*) la dérivée k-iéme d'une fonction f, avec (V) = f et f) = f'. Pour (f,g9) € £ x &, on
définit -
d(f,9) =) 2 " inf(L,|If  glln)
n=1

1. (a) Montrer que d est une distance sur £.
(b) Soit (f) une suite dans £. Montrer que kli}n:od(fk,g) = 0 si et seulement si la suite (fx)
converge vers g uniformément sur tout compact de C.
(¢) Montrer que (£,d) est un espace métrique complet.

(d) Montrer bridvement que I’application V de C* x £2 dans £ définie par

Vi, B, f,9) = of + By

est continue lorsque £ est muni de la topologie définie par la distance d.

La seule topologie qu’on considérera sur £ sera la topologie définie par la distance d. En
particulier, la notation
F=Y 1%
k=0

ou les fonctions fi et f sont dans &, signifiera que

lim d(f,> fi) =0
k=0
2. Soit @ : £ — C une forme linéaire. Montrer I'équivalence entre les deux assertions suivantes:
(i) ® est continue de (£,d) dans C.

(ii) Il existe un entier n > 1 tel que

12(N)] < nllflln
pour tout f € &

On notera £* I'espace vectoriel des formes linéaires continues sur (€, d).

3. On rappelle le théoréme de Hahn-Banach suivant: si V' est un espace normé sur C et W est un
sous-espace vectoriel fermé de V distinct de V, il existe une forme linéaire continue non nulle ¢
sur V telle que (w) = 0 pour tout w € W.



(a) Soit G un sous-ensemble de £. Montrer que G est dense dans £ si et seulement si 7,(G) est
dense dans (r,(&), ||.]|») pour tout n > 1.

(b) Montrer que si un sous-espace vectoriel Z de £ n’est pas dense dans £, il existe & € £*\{0}
telle que ®(f) = 0 pour tout f € Z.

4. Pour tout A € C, on définit e) € £ par

ex(z) = et
Pour tout entier £ > 0, on définit pr € £ par
pr(z) = 2F

Pour tout ® € £*, on définit Fp : C+— C par
F@(}\) = ‘I)(e)\)

Montrer que Fp est une fonction dérivable de la variable complexe, qui vérifie les équations
Fo(0) = ®(po) et Fy(0) = ®(p1). Montrer plus généralement qu’on a pour tout k£ > 0,

k
3 (0) = ®(pr)
5. Montrer que si U est un ouvert non vide de C, I’espace
Eu = vect({ex; A € U})

est dense dans £.

6. Pour tout z € C, on note
T E—E

Iopérateur de translation par z, tel que
(=) (w) = f(z + w)
On note D : £ — &, Uopérateur de dérivation, tel que D(f) = f'.

(a) Montrer que 7, et D sont des applications linéaires continues de (€, d) dans (€, d).

(b) Montrer que

(k)
T:f: Zf k'(Z)pk

k=0
7. Soit T : £ — &£ une application linéaire continue telle que
(5) T ="T1,

pour tout z € C. Dans toute la suite du probléme, on supposera que T vérifie I’équation (5) pour
tout z € C.

Pour tout f € £, on pose

v(f) = (T1)(0)
(a) Montrer que ¢ € £*.
(b) Montrer qu’il existe n > 1 tel que pour tout k£ > 0,

Y (pr)| <

(¢) Montrer que pour tout f € £, on a

T = prk Dy



8. Pour tout w € C, on pose

k=0

(a) Montrer que F est bien définie et que F' € £. Déterminer I dans le cas T = 7.
(b) Montrer que pour tout A € C, on a

T(ex) = F(Mex

9. On suppose désormais que l'opérateur 7', qui vérifie (5), n’est pas proportionnel a l'identité de .

(a) Montrer que I n’est pas constante.
(b) On note
FCONn{zeClzl <1} =0,
et
FCON{zeClz| >1} =U,
Montrer que les espaces &y, et Ey, (voir la question V.5) sont denses dans £.
10. (a) Montrer que
limT"f =0
pour tout f € &y, .

(b) Montrer que T est une bijection de &y, sur Ey,. On note
T'=8: Eu, — Eu,

son inverse.

(c) Montrer que lim S™f =0 pour tout f € &y,.

n—oo

11. Montrer que si T' est une application linéaire continue de £ dans £ qui vérifie (5) pour tout z € C
et qui n’est pas proportionnelle a I'identité, alors T" a des vecteurs hypercycliques, c’est-a-dire
qu'il existe f € £ tel que

{T" fin >0}

soit dense dans £ (on pourra utiliser les méthodes de la partie II, en particulier des questions I1.2)
et I11.3) ).
12. On note C*°(R) l'espace des fonctions indéfiniment dérivables de R dans R, muni de la distance
0 définie par
5(f,9) =Y 2 " inf(1, No(f — 9))
n=0

ou
Ny, (k) = sup{|h™ (t) ;|¢] < n}

Soit ¢ : R — C I'injection naturelle. On définit
R:E— C(R)

par la formule
R(f) = Re(f o)
ou Re(z) désigne la partie réelle du nombre complexe z.
(a) Montrer que % est une application linéaire continue de (£, d) dans (C*(R),d).

(b) Montrer que R(E) contient les fonctions polynomes réelles. En déduire que R(E) est dense
dans (C*(R),9).

10



(¢) Soit D,., V'opérateur de dérivation de C°(R) dans C(R), tel que D.,.(f) = f'. Montrer que
RD =D, R

(d) Soit P € R[X] un polynéme non constant. On note 7,. = P(D,.) opérateur différentiel
correspondant sur C°°(R). Montrer que T;- a des vecteurs hypercycliques, c’est-a-dire qu’il
existe f € C(R) tel que {7." f;n > 0} soit dense dans (C°(R), d).

13. Déduire en particulier de ce qui précede qu’il n’existe pas de norme sur €& qui définisse la méme
topologie que la distance d, ni de norme sur C°(R) qui définisse la méme topologie que la
distance §.
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