
Peux tu répondre à l'exercice suivant de théorie des jeux :

**Ex.1.1.** Pierre tient huit chocolats pralinés qu'il veut

partager (et manger) avec son camarade Jacques. Pierre

hésite entre donner la moitié de ses chocolats à Jacques

ou un seul. Il considère comme son gain le nombre de

chocolats qu'il mangera.

Jacques quant à lui est susceptible : son gain ressenti est

le nombre de chocolats qu'il mangera si le partage est

équitable mais une peine d'intensité $5$ (autrement dit

un gain de $-5$) dans le cas contraire.

Si Jacques se montre irascible, Pierre renoncera à manger

ses chocolats ; le gain ressenti de Jacques sera de $-1$ (et

celui de Pierre $0$ !).

**a.** Jacques choisit de se montrer irascible ou pas sans

même attendre de voir ce que Pierre veut donner.

Donner la forme normale du jeu sous forme de tableau

des gains de Pierre et de Jacques suivant leurs choix.

Indiquer sur ce tableau les meilleures réponses de Pierre

aux choix de Jacques et les meilleures réponses de

Jacques aux choix de Pierre.

Y a t-il des équilibres ? Sont ils satisfaisants ?
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Réflexion durant 16s

Super — faisons ça pas à pas.

1) Matrice en forme normale (Pierre : lignes, Jacques :

colonnes)

Stratégies :

Pierre : donner la moitié (H) ou donner 1 chocolat (1).

Jacques : ne pas se montrer irascible (N) ou se montrer irascible (I).

On rappelle les gains (Pierre, Jacques) :

Si Jacques N et Pierre H → partage équitable : Pierre garde 4, Jacques 4 ⇒ (4,4).

Si Jacques N et Pierre 1 → partage inéquitable : Pierre garde 7, Jacques subit la

peine −5 ⇒ (7,−5).

Si Jacques I (irascible) alors Pierre renonce à manger : Pierre 0 ; Jacques −1 (quelle

que soit l’offre de Pierre) ⇒ (0,−1).

La matrice :

Pierre \ Jacques N (ne pas irascible) I (irascible)

H (donner la moitié) (4, 4) (0, −1)

1 (donner 1) (7, −5) (0, −1)

2) Meilleures réponses

Meilleures réponses de Pierre :

Si Jacques choisit N : comparer 4 (H) vs 7 (1) → meilleure réponse = 1.

Si Jacques choisit I : 0 (H) vs 0 (1) → indifférent : H et 1 sont meilleures

réponses.

Meilleures réponses de Jacques :

Si Pierre choisit H : comparer 4 (N) vs −1 (I) → meilleure réponse = N.

Si Pierre choisit 1 : comparer −5 (N) vs −1 (I) → meilleure réponse = I.

(On peut marquer ces meilleures réponses par flèches sur la matrice si souhaité.)

3) Équilibres de Nash (en stratégies pures)

Un profil est un équilibre si chaque choix est une meilleure réponse à l’autre.

Vérifions les quatre profils :

(H, N) : Pierre préférerait passer à 1 (car 7>4) ⇒ pas équilibre.

(1, N) : Jacques préférerait passer à I (−1 > −5) ⇒ pas équilibre.

(H, I) : Jacques préférerait passer à N (4 > −1) ⇒ pas équilibre.

(1, I) : Jacques joue I (qui est bien sa meilleure réponse à 1), et Pierre est

indifférent face à I (0=0), donc Pierre n’a pas d’incitation à dévier. → (1, I) est un

équilibre de Nash.

Donc unique équilibre en stratégies pures : (Pierre donne 1, Jacques est irascible),

avec gains (0, −1).

4) Commentaires — satisfaisant ? crédibilité ?

L’équilibre trouvé est insatisfaisant au sens collectif : comparez au profil (H, N) qui

donne (4,4) — tous deux seraient mieux lotis (Pareto-superiorité) que l’équilibre (0,

−1).

La stratégie « être irascible » de Jacques est une menace dissuasive : en se déclarant

irascible il empêche (par crainte) Pierre de donner 1 (sinon Jacques obtiendrait −5).

Mais cette menace est non crédible si, in fine, Pierre donnait la moitié H : face à H,

Jacques préfère ne pas être irascible (4 > −1). Ainsi l’équilibre repose sur une menace

qui n’est pas rationnelle après coup — typique des problèmes de

crédibilité/engagement.

Si la situation était séquentielle avec engagement public crédible (Jacques commet

publiquement à être irascible ou non avant que Pierre choisisse), l’analyse extensive

introduirait la notion de menace crédible / sous-jeu parfait : la menace d’être

irascible n’est pas un comportement optimal après H, donc peu crédible. Ici, sous la

forme normale, on trouve l’équilibre décrit mais il illustre bien un conflit entre

optimum collectif et menaces non crédibles.

Si tu veux, je peux :

représenter la matrice avec flèches marquant les meilleures réponses ;

analyser les équilibres mixtes (s’il t’intéresse) ;

ou rédiger la version extensive (jeu séquentiel) et rechercher les sous-jeux parfaits

pour montrer formellement l’incrédibilité de la menace. Lequel préfères-tu ?

Peux tu répondre maintenant au point b ci-dessous :

**b.** Jacques attends de voir le partage de Pierre avant

de choisir de se montrer irascible ou pas.

<p style="margin-top:-.5cm; margin-bottom:.7cm;"></p>

Quel seront les gains de Pierre et de Jacques si Pierre

choisit de donner 4 chocolats et que Jacques choisit de se

montrer irascible que le partage soit équitable ou pas ?
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Donner (sous forme codée si besoin) la liste des stratégies

possibles de Jacques puis le tableau des gains de Pierre et

de Jacques suivant leurs choix de stratégie.

Quelles sont les équilibres de ce jeu ?

Réflexion durant 26s

Parfait — on continue en forme extensive (Jacques observe d’abord le partage puis

décide).

1) Réponse directe à la question courte

Si Pierre choisit de donner 4 chocolats (donner la moitié) et que Jacques choisit d’être

irascible, quelle que soit l’équité du partage, alors — d’après l’énoncé — Jacques rend la

situation telle que Pierre renonce à manger.

Les gains sont donc : Pierre = 0, Jacques = −1.

(Autrement dit l’issue est .)

2) Stratégies possibles de Jacques (codées)

Jacques agit après avoir vu le partage ; une stratégie est donc une fonction qui indique,

pour chaque action de Pierre (H = donner la moitié = 4, ou 1  = donner 1), s’il joue N (non

irascible) ou I (irascible).

On peut coder les 4 stratégies pures possibles de Jacques par un couple (action après H,

action après 1) :

NN : jouer N si Pierre = H, jouer N si Pierre = 1.

NI : jouer N si Pierre = H, jouer I si Pierre = 1.

IN : jouer I si Pierre = H, jouer N si Pierre = 1.

II : jouer I si Pierre = H, jouer I si Pierre = 1.

3) Tableau des gains (Pierre : lignes H ou 1 ; Jacques : colonnes NN, NI, IN, II)

Rappel des payoffs élémentaires :

Si Jacques joue N (non irascible) et le partage est équitable H → (Pierre,Jacques) =

(4,4).

Si Jacques joue N et le partage est inequitable 1 → (7,−5).

Si Jacques joue I (irascible) → Pierre renonce, toujours → (0,−1).

Tableau :

Pierre \
Jacques

NN (N après H,
N après 1)

NI (N après H, I
après 1)

IN (I après H, N
après 1)

II (I après H, I après
1)

H (donner 4) (4, 4) (4, 4) (0, −1) (0, −1)

1 (donner 1) (7, −5) (0, −1) (7, −5) (0, −1)

(Chaque case = (gain de Pierre, gain de Jacques) quand Pierre choisit la ligne et Jacques

suit la stratégie colonne.)

4) Équilibres — analyse par induction arrière (sous-jeu parfait) et Nash pur

a. Induction arrière (séquentielle / sous-jeu parfait)

Regardons la meilleure réponse de Jacques après chaque action observée de Pierre :

Si Pierre a donné H (4) alors Jacques compare jouer N → gain 4, jouer I → gain −1. Il

préfère N.

Si Pierre a donné 1 alors Jacques compare N → −5, I → −1. Il préfère I.

Donc la stratégie de Jacques séquentiellement rationnelle est NI (N après H, I après 1).

Anticipant cela, Pierre choisira l’action qui maximise son gain sachant la réaction NI :

Si Pierre fait H → il obtient 4 (car Jacques joue N après H).

Si Pierre fait 1 → il obtient 0 (car Jacques joue I après 1).

Donc Pierre préfère H.

Conclusion : unique sous-jeu parfait (SPE) (par induction arrière) :

Pierre joue H, Jacques joue NI, issue (4,4).

b. Nash en formes pures (stratégies complètes)

Si on regarde le jeu en forme normale (Pierre choisit H ou 1; Jacques choisit une des 4

stratégies complètes), on trouve deux équilibres de Nash en stratégies pures :

 — c’est aussi le SPE ; payoff .

 — c’est un Nash au sens stratégique, payoff ,

mais ce profil n’est pas séquentiellement rationnel : la stratégie II contient une

menace non crédible (Jacques y joue I après H, alors que s’il voyait réellement H il

préférerait N).

En résumé :

SPE (et résultat plausible) : Pierre donne 4, Jacques ne se montre pas irascible si le

partage est équitable mais le devient si Pierre donne 1 → (H, NI) avec gains (4,4).

Il existe un autre Nash en forme normale (1, II) qui réalise  mais repose sur

une menace non crédible (donc pas acceptable en analyse séquentielle).

Si tu veux, je peux :

tracer l’arbre du jeu (forme extensive) et annoter l’induction arrière ;

calculer les équilibres mixtes en forme normale (si cela t’intéresse). Lequel veux-tu

ensuite ?

(0, −1)

(Pierre = H,  Jacques = NI) (4, 4)
(Pierre = 1,  Jacques = II) (0, −1)

(0, −1)

Peux tu répondre aux question de la partie 1.2 qui fait

suite à ce qui précède :

**1.2.** On reprend le jeu de **1.1a.** Pour tenter

d'améliorer les choses, Pierre choisit de proposer 4

chocolats avec une fréquence $p\in[0,1]$ et

indépendamment Jacques choisit de ne pas se montrer

irascible (avant même de connaître le choix de Pierre)

avec une fréquence $q\in[0,1]$.

Le gain moyen de Pierre est alors $g_1(p,q)=(7-3p)q$ et le

gain moyen de Jacques est $g_2(p,q)=(9p-4)q-1$.

**a.** Pouvez vous expliquer ces formules pour $g_1$ et

$g_2$ ?

**b.** Quelle est la (ou les) valeur(s) de $q$ meilleure

réponse de Jacques à $p=\frac{3}{4}$ ?
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Dessiner dans un même repère l'ensemble des points de

coordonnées $(p,q)$ où $q$ est une meilleure réponse de

J2 au choix de $p$ par J1, et dans une autre couleur ou

avec un autre motif l'ensemble des couples $(p,q)$ où

$p$ est une meilleure réponse de J1 au choix de $q$ par

J2.

**c.** Quels équilibres observe t-on ? La situation à

l'équilibre s'est elle améliorée pour Pierre ? Et pour

Jacques ?

<p style="margin-top:-.5cm; margin-bottom:.7cm;"></p>

**d.** Comment Pierre et Jacques pourraient ils

améliorer leur sort ?

Réflexion durant 12s

Très bien — on y va point par point.

a) Interprétation des formules  et 

Rappel :

 = probabilité que Pierre propose 4 chocolats (donner la moitié). Donc Pierre

propose 1 chocolat avec probabilité .

 = probabilité que Jacques ne se montre pas irascible (N), indépendamment du

choix de Pierre. Jacques est irascible avec probabilité .

Calculons l'espérance des gains conditionnellement aux événements :

Gain attendu de Pierre

Si Jacques ne se montre pas irascible (événement de probabilité ) :

si Pierre propose 4 (prob. ) → Pierre obtient 4,

si Pierre propose 1 (prob. ) → Pierre obtient 7.

Donc contribution quand Jacques joue N : 

.

Si Jacques est irascible (prob. ) alors Pierre renonce → gain .

Donc au total . ✔︎

Gain attendu de Jacques

Si Jacques joue N (prob. ) :

si Pierre propose 4 → Jacques obtient 4,

si Pierre propose 1 → Jacques obtient .

Contribution : .

Si Jacques joue I (prob. ) → Jacques obtient .

Donc 

. ✔︎

b) Meilleure réponse de Jacques pour 

Pour  fixé,  est affine en . Le coefficient directeur est 

.

Pour  on a .

Donc  est croissant en  et la meilleure réponse (sur ) est .

Autrement dit : si Pierre choisit , Jacques maximise son gain en choisissant

toujours N (ne pas être irascible).

(Représentation graphique des correspondances de réaction)

Plutôt que dessiner (je peux faire un graphique si tu veux), je décris l’ensemble

géométriquement — ce qui suffit pour tracer :

Réponse de Jacques 

Si  ⇔  alors  croît en  ⇒ meilleure réponse .

Si  ⇔  alors  décroit en  ⇒ meilleure réponse .

Si  alors  ⇒ Jacques est indifférent et tous  sont

meilleures réponses.

Graphiquement : on a une fonction en escalier verticale en  :

pour  : la région des meilleurs  est la ligne ,

pour  : la région des meilleurs  est la ligne ,

en  : toute la colonne .

Réponse de Pierre 

Pour  fixé, . Pour , ceci décroît strictement en  (dérivée

), donc Pierre maximise en prenant la borne minimale .

Pour ,  quel que soit  ⇒ Pierre est indifférent et tout  est

meilleure réponse.

Graphiquement :

pour toute  la meilleure réponse est le point  (axe vertical ),

pour  la meilleure réponse est la ligne entière .

c) Équilibres (points d'intersection des correspondances)

On cherche  tels que  et .

Si , alors . Donc tout équilibre doit avoir . Pour  on a

, donc . Donc l’unique point compatible est .

Vérification pour  :  peut être n'importe quel  pour être meilleure réponse

de Pierre, mais Jacques meilleur réponse à  vaut :

si  alors  → compatible ;

si  alors  → pas compatible.

Ainsi parmi les pairs  seuls ceux avec  satisfont . Mais

pour  on a  et  (puisque  est tout ).

Cela signifie que tous les profils  avec  sont des équilibres

de Nash en stratégie mixte/indépendante? — attention à l'interprétation :

Toutefois, rappelons la règle :  est l'ensemble complet . Jacques best response

at such  is  exactly when . Donc tous  avec 

satisfont les deux conditions, donc sont des équilibres de Nash en stratégies

indépendantes. Mais examinons le cas particulier  (qui est le point extrême) — c'est

l'équilibre le plus "robuste".

Résumons proprement les équilibres (Nash) du jeu en stratégies indépendantes  :

Pour tout  le couple  est un équilibre de Nash (Jacques choisit

toujours I, Pierre peut randomiser mais si Jacques joue toujours I Pierre obtient 0

quel que soit ).

En particulier,  est un équilibre (et le plus simple à retenir).

Pour  il n'existe pas de  tel que les deux soient meilleures réponses

simultanément.

(Interprétation : lorsqu'on impose indépendance totale des choix, il existe une famille

d'équilibres où Jacques choisit toujours d'être irascible  et Pierre peut choisir

n'importe quel .)

Gains à l'équilibre typique  :

 (Pierre obtient 0).

 (Jacques obtient ).

Donc, en particulier pour  on a .

Comparaison avec la situation antérieure :

Dans le jeu séquentiel (1.1b) l’analyse par induction arrière donnait l’issue (H, NI) →

gains  : c’était meilleur pour les deux.

Ici, sous le régime d’actions indépendantes et simultanées, les équilibres que l’on

trouve sont pire pour Pierre (il obtient 0 au lieu de 4) et pour Jacques (−1 au lieu de

4). Donc aucune amélioration — au contraire, la situation à l’équilibre a empiré

comparée au profil coopératif (H,N).

d) Comment amélioreraient-ils leur sort ?

Les gains collectifs seraient plus élevés si ils coordonnaient sur l’issue

 qui donne . Voici des manières

pratiques (théoriques) pour y parvenir :

1. Passer au jeu séquentiel / stratégies conditionnelles : si Jacques peut observer le

partage (ou si on permet des stratégies conditionnelles — comme en 1.1b), alors la

stratégie séquentiellement rationnelle NI (ne pas irascible après H, irascible après 1)

induit que Pierre préfère H. Le résultat  est un sous-jeu parfait avec (4,4).

2. Engagement / engagement crédible : Jacques pourrait s’engager publiquement à

ne pas être irascible (par contrat, réputation, promesse vérifiable). Une telle

crédibilité change les anticipations de Pierre et le pousse à donner 4.

3. Correlated strategy (correlation device) : utiliser un dispositif de corrélation qui

recommande (H,N) et interdit (1,N) par sanction ou récompense additionnelle (par

ex. un tiers impose un paiement si on dévie). Cela permet d’obtenir (4,4) comme

équilibre corrélé.

4. Répétition du jeu (répétition infinie/longue) : en jouant plusieurs fois, la

perspective de punir une déviation (stratégie de représailles future) peut rendre la

coopération (donner 4) soutenable par des menaces crédibles à long terme (folk

theorem).

5. Transferts / compensation : si Jacques paie/promeut une petite compensation à

Pierre pour qu’il donne 4, ou inversement, on peut rendre (4,4) réalisable par

échange de biens/avoirs.

En bref : la clé est d’introduire de la crédibilité ou de la corrélation — soit par

information séquentielle, soit par engagement/contrat, soit par répétition — pour

transformer la menace non crédible en une stratégie qui permet à la fois à Pierre et à

Jacques d’obtenir 4 chocolats.

Si tu veux, je peux maintenant :

tracer graphiquement les ensembles/les correspondances (un simple plot  vs 

montrant les régions  et ),

ou calculer et expliquer les équilibres corrélés / l’analyse en jeu répété. Lequel

préfères-tu ?
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Oui, trace grpahiquement les correspondances de

meilleures réponses dans un même repère.

Voici le graphique des correspondances de meilleures réponses pour Pierre et Jacques.

En orange, la meilleure réponse de Jacques :

 lorsque 

 lorsque 

une colonne entière lorsque 

En vert, la meilleure réponse de Pierre :

pour tout , 

pour , tout 

Les intersections de ces deux régions donnent les équilibres du jeu :

tous les couples  avec .

Si tu veux, je peux ajouter les équilibres directement sur le dessin, ou tracer les gains

attendus autour de ces régions. 

q = 0 p < 4/9
q = 1 p > 4/9

p = 4/9

q > 0 p = 0
q = 0 p ∈ [0, 1]

(p, 0) 0 ≤ p ≤ 4/9
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