
Question de théorie des jeux ― On considère le jeu à deux 

joueurs à somme nulle de matrice :

$\begin{pmatrix} 4 & 0\\ 3 & 3\\ 0 & 5\end{pmatrix}$.

(*i.e.* J1 choisit la ligne, J2 choisit la colonne, le nombre 

indiqué est le paiement de J1.)

Déterminer les stratégies mixtes prudentes de J2 (*i.e.* 

prudente pour l'extension mixte du jeu).

En théorie des jeux, la stratégie mixte prudente d'un joueur est celle qui maximise son gain

minimal possible. C'est une approche minimax appliquée aux stratégies mixtes.

Étape 1 : Définition du problème

Le jeu à somme nulle est donné par la matrice de paiement de  :

où  choisit une ligne et  choisit une colonne.

Étape 2 : Stratégies mixtes de 

Soit  la stratégie mixte de , où  et  sont les probabilités respectives de choisir les

colonnes 1 et 2. On a la contrainte :

Le gain espéré de  lorsqu'il joue une ligne est :

Pour la ligne 1 : .

Pour la ligne 2 : .

Pour la ligne 3 : .

Étape 3 : Recherche de la stratégie prudente de 

 cherche à minimiser le gain maximal de , soit :

Cas 1 : Équilibrer  et 

On cherche une stratégie qui rend ces deux valeurs égales, soit :

Comme , on substitue :

Calculons maintenant la valeur associée :

Le gain minimal maximal pour  est .

Vérification avec la ligne 2 :

La valeur 3 est également atteinte par la ligne 2, donc la borne maximale reste bien 3.

Conclusion :

La stratégie prudente de  est , ce qui minimise le gain maximal possible de  à 3.
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Est-ce la seule stratégie mixte prudente de J2 ?

Nous avons trouvé une stratégie mixte prudente pour , à savoir , qui garantit

que le gain maximal de  est minimisé à 3. Maintenant, nous devons vérifier s'il existe d'autres

stratégies prudentes.

Définition d'une stratégie mixte prudente

Une stratégie mixte prudente de  est une stratégie qui minimise la valeur maximale du gain

espéré de . Formellement, nous avons résolu :

Nous avons trouvé une stratégie mixte qui équilibre les valeurs  et  à 3 :

Ce qui donne  et .

Unicité de la solution

Voyons s'il peut exister une autre stratégie prudente.

1. Si  et  :

Cela signifierait que la borne supérieure du gain de  est strictement inférieure à 3.

Or, nous savons que la valeur du jeu (valeur minimax) est exactement 3, donc ce cas est

impossible.

2. Si  ou  :

Alors, le maximum des gains de  serait strictement supérieur à 3, ce qui est sous-

optimal pour .

Cela ne peut pas être une stratégie prudente.

3. Si une autre combinaison  permet d'obtenir la même valeur de 3 :

Cela impliquerait qu'elle satisfait exactement la même égalité .

Mais cette équation a une seule solution .

Conclusion

Puisqu'il n'existe aucune autre combinaison  qui garantit un maximum de 3 sans être

strictement inférieure ou supérieure, la stratégie  est la seule stratégie mixte prudente

de .
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Pourquoi doit t'on avoir 4q_1=5q_2 pour que la stratégie 

mixte (q_1,q_2) soit prudente ?

L’égalité  apparaît naturellement lorsqu'on cherche à minimiser la valeur maximale du

gain de , en appliquant une approche minimax. Voici pourquoi cette condition est nécessaire

pour qu’une stratégie mixte de  soit prudente.

1. Définition de la stratégie prudente

Une stratégie mixte prudente de  est celle qui minimise le gain maximal de . Autrement dit,

 cherche à minimiser :

où :

 est le gain espéré de  s'il joue la ligne 1,

 est son gain s'il joue la ligne 2,

 est son gain s'il joue la ligne 3.

 doit choisir  de manière à rendre ce maximum aussi petit que possible.

2. Pourquoi équilibrer  et  ?

Regardons ce qui se passe si on ne force pas l’égalité .

Cas 1 : Si 

Cela signifie que la ligne 1 est plus coûteuse que la ligne 3 pour , c'est-à-dire que  aurait

tendance à privilégier cette ligne.

Or, si  pouvait réduire  (et donc augmenter ), alors  diminuerait et 

augmenterait.

Il serait donc possible d’abaisser le maximum, ce qui améliorerait la stratégie de .

Cas 2 : Si 

Cette fois, c'est la ligne 3 qui est plus avantageuse pour .

Si  réduisait  (et donc augmentait ), alors  diminuerait et  augmenterait.

Cela réduirait encore une fois le maximum, ce qui serait une amélioration.

Conclusion

Si , alors l’un des deux termes est plus grand que l’autre.

 pourrait alors ajuster  et  pour réduire le maximum et obtenir une meilleure stratégie.

La seule situation où il est impossible de réduire davantage le maximum est lorsque les

deux termes sont égaux, c’est-à-dire .

3. Pourquoi la ligne 2 ne joue-t-elle pas un rôle dans cette égalité ?

On a vu que la ligne 2 donne un gain constant de 3 à . Or, pour que  trouve une stratégie

prudente, il faut que ce gain ne soit pas le maximum, sinon  perdrait la possibilité de

minimiser davantage.

Donc, la stratégie optimale de  doit garantir que :

Si cette condition est satisfaite, alors la valeur du jeu est  et  ne peut pas faire mieux.

Conclusion

L'égalité  garantit que  n’a aucune ligne plus avantageuse qu’une autre, ce qui

empêche  d’exploiter une faiblesse dans la stratégie de . Cette égalité force le jeu à

s’équilibrer de manière à minimiser au maximum le gain maximal de , ce qui est exactement

l’objectif d’une stratégie prudente pour .
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Est-ce vraiment la ligne 3 la plus avantageuse pour J1 pour 

disons q_1=1/2 (cas 2) ?

Bonne remarque ! Vérifions cela soigneusement.

1. Vérification de l'exemple donné : 

On a . Calculons les gains attendus pour  :

Ligne 1 :

Ligne 2 :

Ligne 3 :

Le gain maximal pour  est alors :

Donc, dans ce cas, la ligne 2 est la plus avantageuse pour , pas la ligne 3 !

2. Correction de l'argument général

Dans mon raisonnement précédent, j'avais dit que si , alors la ligne 3 serait plus

avantageuse pour . Mais en réalité, ce n'est pas forcément vrai, car la ligne 2 donne toujours 3

quelle que soit la stratégie mixte de .

Par conséquent, ce qui importe est que  et  ne dépassent pas 3, afin que la ligne 2 soit

toujours la plus avantageuse ou qu'il y ait un équilibre.

La vraie condition à satisfaire est donc :

Avec égalité pour garantir un minimax optimal :

3. Conclusion

Mon raisonnement initial était correct dans la forme, mais la justification contenait une

imprécision : ce n'est pas que la ligne 3 devient la plus avantageuse lorsque , mais

plutôt que si ces deux valeurs ne sont pas égales, alors l'une d'elles peut dépasser 3, ce qui

est sous-optimal pour .

Ainsi, l’égalité  est bien la condition essentielle pour que  minimise

efficacement le maximum du gain de .
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