L3 Mathématiques Probabilités 2005-2006
Feuille d’exercices n°1

L Soient les intégrales, définies pour tous a,b>0, T(a)= [ 0+°°exp(—t) 1 dt
et B(a,b)=f; ta"(l—t)b_ldt.

1) Montrer que F(a)F(b) =4 . exp(—(u2 + vz))uz“_1 v dudv
[(a)r(b)

En déduire, en utilisant un changement de variables polaire, la formule B(a,b) =T ( b) .
a+

_ exp(-1) t*™ 1

I(a)

2) Soient, pour tout a >0 , f,(2) Jo.s{ () €t X, une variable aléatoire admettant f,

pour densité.
k

. ) r-1 A
Montrer, pour tout r €EN*, on a la relation P(X, = 1) = E/@OCXP(_MF )

II. Déterminer G(s) = E(sX ), ( fonction génératrice de X ), lorsque X suit une loi binomiale de

parametres n et p ; une loi de Poisson de paramétre A.

III.  Pour n €N’ , on considére S, ={permutations de (1,2,..,n))} et I’espace probabilisé (Sn,CP(Sn), un)
ou u, est la mesure uniforme .
On dit que la permutation o présente une rencontre en i si o(i) =i.
Soit X, la variable aléatoire définie par X, (0) = nombre de rencontres de O

n (-1 !
1) Montrer, en utilisant la formule de Poincaré ( * ), que P(X, =0)= EQ .
i=0 L

En déduire que P(X, =) =lzﬂ, si r€{0,1,..n} et P(X, =r)=0 sinon.

rle
. ¢z . X ¢ N . (S_l)k
2) Montrer que la fonction génératrice G, de X, G, (s)= E(s "), est égale & ET
k=0 :
En déduire les moments factoriels de X, : E(X,,(X,l -1)..(X, —l+1)) ,pour [EN".

Montrer, en utilisant 1’inégalité de Tchebychev, que pour tout x >1 ettout n =2 , on a

P(Xn > x) < ! 5

(x-1)

3) Déterminer la limite G, quand n — +, de G,. De quelle loi G est-t-elle la fonction
génératrice ?
Etudier la limite, pour r fixé, quand n — +, de P(X, = r). Comparer avec le résultat
précédent.

IV.  Soit, pour tout n EN", X, une v.a de loi binomiale de paramétres n et p,.
Lorsque la suite ( pn)n a la propriété lim np,=A ,ou A estun réel >0, déterminer :
1) lalimite de la suite (G,) des fonctions génératrices des X, ;
2) pour k fixé, la limite, quand n — + %, de P(Xn = k).

V.  Déterminer la fonction caractéristique d’une loi de Poisson .



VI

2
Soit v la fonction, de la variable réelle t, définie par y(r)= [ cos(zx) exp(%)dx .
R

Montrer que 1 est dérivable et expliciter cette dérivée sous forme d’intégrale.

En intégrant par parties, déterminer une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par .

En déduire ().

Déterminer la fonction caractéristique d’une loi normale centrée, réduite.

Exprimer la fonction caractéristique d’une variable aléatoire a X + b en fonction de celle de X.
Déterminer la fonction caractéristique d’une loi normale de parametres u et o.

* Formule de Poincaré :

P(AU..UA,)= i(—l)k_l Sp(4,N..04,).

k=1 Isij<..<iy=n



