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6. L’invariance par homotopie

On note I lintervalle [0,1] de R. T est un simplexe de dimension 1 dans R de sommets 0 et 1. L’ensemble formé
de T et de ses faces {0} et {1} est un complexe simplicial dans R dont I'espace topologique sous-jacent est I.
On le note Z.

On note ig et i1 les inclusions simpliciales {{0}} — Z et {{1}} — Z. Leurs réalisations |ig| et |i1| sont les
inclusions {0} — I et {1} — I qu’on notera encore (abusivement) ig et ;.

Déf. Soient X,Y des espaces topologiques et f,g : X — Y des applications continues. On dit que f est
homotope a g s’il existe une application continue h: X x I — Y telle que hoig= f et hoi; =g.

Ex. Montrer que la relation d’homotopie est une relation d’équivalence sur ’ensemble des applications continues
X =Y.

Théoréme 6.1 Soient K, L des complexes simpliciaux et f,g : |K| — |L| des applications continues. Si f est
homotopes & g alors H,(f) = H.(g) : Ho(K) — H.(L).

Le théoreme est conséquence de la proposition qui suit :

On fixe un espace vectoriel euclidien F. Pour X une partie de F on appelle triangulation de X dans E un
complexe simplicial K dans F tel que |K| = X. (Un tel K n’existe pas forcément).

Soit K un complexe simplicial fini dans un espace vectoriel euclidien E (si K est abstrait, on le remplace par sa
réalisation K dans E = RK). Pour chaque simplexe ¢ de K on note (c,7), i = 0, 1, la partie o x {i} de E x R.
L’ensemble de ces parties, noté K x {0,1} est un complexe simplicial dans F x R réunion de deux copies de K.
L’espace topologique sous-jacent & K x {0,1} est |K| x {0,1} C E x R.

Prop. 6.2 Soit K un complexe simplicial fini dans un espace euclidien E. Il existe un complexe simplicial fini
Cylk dans E X R et une application simpliciale (jo,j1) : K x {0,1} — Cylk tels que

(1) Cylk est une triangulation de |K| x I dans E X R et |(jo,j1)| : |K x {0,1}] — |Cylk| est Iapplication
id x (ig,41) : | K| x {0,1} — |K| x I

(2) L’application continue pry : |Cyli| = |K| x I — |K]|, (z,t) — 2 induit un isomorphisme en homologie.

Démonstration. On construit pour chaque ¢ € K un complexe simplicial Cyl, dans E x R vérifiant les
propriétés (1) et (2) par récurrence sur la dimension de o.

Si o est réduit & un point A € E on pose Cyl, = {{A} x 7,7 € T} dont l'espace topologique sous-jacent est
{A} x I =|o| x I.

Pour o quelconque, si Cyl, a été construit pour toute face stricte 7 de o on note dCyl, le complexe simplicial
dans E x R formé des faces de o x {i}, i = 0,1, (y compris o x {i}) et des simplexes de C'yl pour 7 face stricte
de 0. On note & l'isobarycentre dans E des sommets de o et on définit C'yl, comme I’ensemble des simplexes
de E x R de sommets {(&, %), Ap, ..., Ak} et de leurs faces, ou {Ay,..., Ax} décrit les ensembles de sommets
S, 7€ 0CYl,.

On vérifie que Cyl, est un complexe simplicial dans F x R, qu'on a |Cyl,| = |o| X I et Cyly N Cyl, = Cylonr
pour toute paire de simplexe 0,7 de K, de sorte que la réunion Cylx := U, Cyl, est un complexe simplicial

dans E x R. On vérifie d’autre part que le complexe simplicial formé du seul sommet (5, %) est un retract par

déformation contigué de Cyl, donc I'application Cyl, — pt induit un isomorphisme en homologie.

On note j; les inclusions K x {i} — Cylk, i = 0,1. Le théoréme des modeles acycliques (ou la suite exacte de
Mayer-Vietoris) permet de démontrer le

Lemme 6.3 L’inclusion jo : K x {0} — Cylk induit un isomorphisme en homologie.
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Comme la composée pry o |jo| : |[K| — | K| est I'identité, 'application continue pr; induit également un isomor-
phisme en homologie.

O

Démonstration du théoréeme. On a H,(pr; o |jo|) = Hi(pr; o |j1|) = Hi(idx) done H.(jo) = H.(j1) donc
H.(holjol) = Hu(ho|nl]). O

Equivalences d’homotopie et déformations

Déf. Soient f: X — Y une application continue entre espaces topologiques. On dit que f est une équivalence
d’homotopie s’il existe une application continue g : ¥ — X telle que g o f soit homotope a idx et f o g soit
homotope a idy .

Corolaire 6.4 (du théoréme). Soient K, L des complexes simpliciaux et f : |K| — |L| une application continue
qui est une équivalence d’homotopie ; alors H,(f) : H,(K) — H,(L) est un isomorphisme.

Démonstration. Soit g : |L| — [K]| telle que go f soit homotope a id |k et f o g soit homotope & id|z|. D’apres
le théoreme on a Hy(go f) = H.(id|x)) et Hi(f 0 g) = Hi(id|z|). Or Hi(id|g|) = idu, (k) et Hi(id|z)) = idn, (1)
On en conclut que H,(f) est un isomorphisme d’inverse H.(g). O

Cas particulier :

Déf. Soient X un espace topologique et A une partie de X. On dit que A est un rétract par déformation
continue de X ¢'il existe une application continue g : X — A telle que la composée A — X % A est 'identité
de A et telle que la composée X 2 A < X est homotope & idx.

Le corollaire dit en particulier que si L est un complexe simplicial dans un espace vectoriel euclidien F et si K
est un sous-complexe de L dans F tel que |K| soit un rétract par déformation continue de |L| alors I'inclusion
K — L induit un isomorphisme en homologie.

Ex. Oun reprend l'une des triangulations du cylindre donnée en section 3 (figure ci-dessous) qu’on peut réaliser
dans R3. Alors |K| est un rétract par déformation continue de |L| donc l'inclusion i : K — L induit un
isomorphisme en homologie donc également la rétraction r puisque H. (r) o H. (i) = Hy(idx) = idg, (k)
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