Corrigé de la feuille TD n°4

Exercice 1. X est un espace affine non vide de dimension n > 2, H;, Ho, Hg trois hyperplans affines paral-
léles entre eux et distincts, D, D' deux droites dont la direction n’est pas incluse dans celle de Hj.

a) On va montrer que chacune des droites D et D' intersecte les hyperplans Hi, Ha, Hs en des points Ay,
Ay, Az et A}, Ab, A% respectivement.
11 nous suffit d’établir le résultat pour D (le cas de D' étant analogue). Notons D la direction de D et H la
direction commune des hyperplans Hi, Ho, H3. Comme la droite vectorielle D nlest pas incluse dans
H et que dimKI-_i =n—1,o0n a X=HaD (K désigne le corps de base: K =R pour fixer les idées).
On en déduit que la droite D intersecte 'hyperplan H; (i =1, 2, 3) en un point unique A;. Plus préci-
sément, soit O un point de D et w; (¢ = 1, 2, 3) un point de H;, alors ()Tu; s’écrit de maniére unique
Ow,=d@ +7,avec @ €H et 7 € D. On en déduit O+ 7 =w; — @ = A;.
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b) Montrons que 112 _ 2122 Op notera que les hyperplans paralléles étant distincts, les mesures
A1Ag AjA3
algébriques A; A3 et A] A5 sont non nulles. Considérons p: X — X la projection sur D’ parallélement

a Hi. Pour M € X, M' est Punique point d’intersection de D’ avec I’hyperplan (M + H). p est une

b

application affine (voir cours) dont I'image est la droite D’. Comme Aj;As; = %AIA& on a
143
= A1Ay — s ArAs . AjAy  AjA)
A Ag) = A Ag), d’out AjAy = AjAjz. Concl : = .
p(A1)p(A2) A1A3p( 1)p(As), d’oit A1Ay A1 A3 143- Lonclusion AA;  ATA,

Exercice 2. Théoréme de Desargues. Dans le plan, ABC et A'B'C’ sont deux triangles sans sommet
commun. On suppose (AB)//(A'B'), (BC)//(B'C’) et (CA)//(C'A’). Montrons que dans ces conditions, les
droites (AA'), (BB') et (CC’) sont concourantes ou paralléles.

Remarquons que les points A, B, C n’étant pas alignés, au moins deux des trois droites (A A’), (BB’) et
(CC') sont distinctes. Nous pouvons donc supposer par exemple que (AA’) # (BB’). Etant dans un plan, les
droites (AA’) et (BB’) sont sécantes ou paralléles.

1. Si (AA’) et (BB') sont sécantes en un point O, les conditions (AA’) # (BB') et (AB)//(A'B’)
entrainent (O # A, O # A’, O # B et O # B’). Soit alors h I'homothétie de centre O qui envoie A sur
A’. h(B) est 'intersection de (OB) = (BB') avec la paralléle a (AB) par A’. Comme on a (A’B’)//
(AB) et B'€(0OB), on en déduit h(B)= B’. h étant une homothétie, on a (AC)//(h(A)h(C)), c’est-a-
dire (AC)//(A'h(C)). C étant a I'intersection de (BC) et (C'A), h(C) est a I'intersection de la paral-
lele & (BC) par B’ et de la paralléle a (CA) par A’, d’'ou h(C) = C’. Conclusion: (CC") passe par O,
donc les droites (AA’), (BB') et (CC’) sont concourantes.

2. Supposons (AA')//(BB’). Les hypothéses (AB)//(A'B’) et (AA’) # (BB’) entrainent que ABB'A’
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est un parallélogramme, donc AA’ = BB’. La translation 7 de vecteur A A’ envoie donc A sur A’ et B
sur B'. 7(C) est a l'intersection de la paralléle a (BC) par B’ et de la paralléle & (CA) par A’, d’ou
7(C) = C'. Conclusion: les droites (A A’), (BB’) et (CC') sont paralléles.

Exercice 3. X est un espace affine non vide de dimension finie.

a) Composée d’homothéties et de translations. On se contentera de composer des homothéties ou des
translations non triviales, c’est-a-dire des translations de vecteurs non nuls et des homothéties de rap-
ports différents de 0 et 1.

Soit hq (resp. ha) une homothétie de centre wy (resp. wa) et de rapport A\; (resp. A2). Soit ¢, (resp. t,,) une
translation de vecteur vy (resp. va). Alors on a:
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e siMda=1, hoohi=t_\, o7 (translation de vecteur wiws).



b) Soit f: X — X une application affine injective. Montrons que f est une homothétie (de rapport non
nul) ou une translation si et seulement si f transforme une droite en une droite qui lui est paralléle.
Nous supposons évidemment X de dimension au moins 1 et nous prendrons pour corps de base R.

e Supposons que f est une homothétie ou une translation. Si ¢ désigne la partie linéaire de f, on
a p=Aldgp. f étant injective, on a A # 0 (A =1 lorsque f est une translation). Etant donnée
une droite D = (AB) (A et B deux points distincts de X), f(D) est un sous-espace affine de X
contenant f(A) est dont la direction est le sous-espace vectoriel de X engendré par Lp(ﬁ) =
MAB. Comme A # 0, f(D) est la droite affine passant par f(A) et de vecteur directeur AB.
Conclusion: si f est une homothétie (de rapport non nul) ou une translation, alors f transforme
une droite en une droite qui lui est paralléle.

e Supposons que f transforme toute droite de X en une droite qui lui est paralléele. Etant donnée
une origine xo de X, pour tout v € X, on a fzo) f(wog+v) =Xy v, 00 Ay ER. On a A\, #0 dés
que v #0 car f est supposée injective. Autrement dit, si ¢ est la partie linéaire de f, alors pour
tout v € )_f, il existe A\, € R tel que p(v) =\, -v. Il ne reste plus alors qu’a vérifier que ¢ est une
homothétie vectorielle. Fixons nous un vecteur non nul u € X et montrons que pour tout vec-
teur non nul v € )2, dans I'égalité o(v) =X, v, on a A, = Ay

— sl v est colinéaire & u, alors v = au, avec a réel non nul. ¢ étant linéaire, on a ¢(v) =
ap(u). Dot adyu=A,au. Comme a#0, on a A\, = Ay.

— sl v n’est pas colinéaire & u, alors X est au moins de dimension 2 et (u,v) est libre. Nous
savons par hypothése qu’il existe p € R, tel que ¢(u +v) = u(u+v). Par ailleurs, ¢ étant
linéaire, nous avons ¢(u +v) = @(u) + p(v) = Ayu + Ayv.

On en déduit la relation: (u — Ay)u+ (u— Ay)v=0. (u,v) étant libre, on a p= XA, = \,.

¢) On suppose X de dimension 2. Soit f: X — X une application d’ensembles telle que pour toute droite
D de X, f(D) est une droite paralléle & D. Montrons que f est une homothétie ou une translation.
Commencons par noter qu’une telle application est injective. En effet s’il existait A et B deux points dis-
tincts de X tels que f(A)= f(B)=C, alors tout point M pris en dehors de la droite (A B) aurait pour
image C (f(M) devant étre & l’intersection de la paralléle (AM) par C et de la paralléle & (BM) par
C) et ainsi toute droite paralléle & (A B) aurait pour image C, ce qui est en contradiction avec les
hypothéses faites sur f.

— Supposons que f admet un point fixe O. Soit A est un point distinct de O, on a f(A) € (OA).
Toute droite passant par O est donc globalement invariante par f. Si f(A) = A, alors f =Idx.
En effet dans ce cas, tout point B pris en dehors de la droite (O A) a pour image le point
d’intersection de (O B) est de la paralléle & (A B) par A, donc f(B) = B. En échangeant les
roles de A et B, on voit que si f admet deux points fixes, alors f =1Idx, qui est bien la transla-
tion de vecteur nul.

— Supposons que f admet un point fixe unique O. Soit A un point distinct de O. Si h est ’homo-
thétie de centre O qui envoie A sur A’ = f(A), on vérifie par construction, que pour tout M €
X, f(M)=h(M). On utilise le fait que I'image d’une droite par une homothétie de rapport non
nul est une droite qui lui est paralléle.

— Supposons maintenant que f n’admet pas de point fixe. Soient A et B deux points distincts de
X. Posons A’ = f(A) et B’ = f(B). Considérons un point M pris en dehors de la droite (A B).
Si f(M) = M', les triangles ABM et A'B'M’ sont tels que (AB)//(A’B'), (BM)//(B'M') et
(MA)//(M'A"). D’aprés le théoréme de Desargues (exercice 2 ci-dessus), on a: (AA’), (BB') et
(M M) paralléles ou concourantes. f n’ayant pas de point fixe, il est exclus que ces trois droites
soient concourantes, donc elles sont paralleles. Comme dans I’exercice 2, on vérifie que f est
alors la translation de vecteur A A’.

d) Les résultats du c) restent vrais en dimension > 3:
e Le raisonnement qui dit que f est injective reste valide.

e Si f admet deux points fixes distincts, le raisonnement fait en c¢) peut étre reconduit sans chan-
gement.

e Si f admet un seul point fixe O, pour construire 'image d’un point quelconque M, on se donne
A distinct de O. Si M n’est pas sur la droite (O A), d’aprés c¢), dans le plan défini par le triangle

OAM, f est 'homothétie de centre O et de rapport A = Of(A) On en déduit que f coincide

OA
avec ’homothétie de centre O et de rapport A.




e Si f n’admet pas de point fixe, on se donne A un point de X, on considére A’ = f(A) et on
constate que pour un point quelconque M de X, f(M) = M' est le translaté de M par le vec-

teur AA’.

Exercice 4. X est un espace affine non vide, f et g deux homothéties de X. On va montrer que f et g com-
mutent (fog=go f) si et seulement si f et g ont méme centre.

— Supposons que f et g ont méme centre O et ont pour rapport respectif A et p. Dans ce cas, quel que
soit M € X,ona fog(M)=f(O+ pOM)=0+ A\pOM, et go f(M) =0 + pAOM. On en déduit
immédiatement que f et g commutent.

— Réciproquement supposons que f et g commutent. Sion a f=Idx ou ¢g=1Idx, il n’y a rien & prouver
car Idx est un homothétie de rapport 1 admettant tout point pour centre. Supposons donc f # Idx et
g # Idx. Dans ce cas f et g admettent chacun un unique point fixe qui est leur centre, que nous note-
rons respectivement O; et Og. De ’égalité fo g = go f nous déduisons (f o g)(O2) =(go f)(02), d’ou
f(O2) =g(f(02)). f(O2) est alors un point fixe de g, donc f(O2) = 0. Cette derniére égalité nous dit
que Os est fixe par f, donc O = O;.

Note: On peut résoudre cet ezercice en utilisant les calculs faits au a) de lezercice 3.

Exercice 5. X est un espace affine non vide de dimension finie, f: X — X une application affine de partie
linéaire p. On suppose que X = Ker(p — Id) ® Im(¢ — Id). On va montrer qu’il existe un unique vecteur v €
Ker(¢ — Id) et une unique application affine g possédant un point fixe tels que f=t,0g.

De plus on a t,0 g=got,.

Existence: il nous faut trouver zg € X, v € Ker(p — Id) tels que f(xg) = zg + v. Quel que soit z € X, I'hypo-
these X = Ker(p — Id) @ Im( — Id) nous dit qu’il existe uy, up € X tels que m =uy + (¢ — Id)(us2), avec
uy € Ker(¢ —1d). On en déduit f(z)=(z —u2) + u1 + ¢(u2), ou encore f(z) — p(us) = (x — ua) +u;. Compte
tenu du fait que ¢ est la partie linéaire de f, cette derniére égalité s’écrit encore f(x — ug) = (x — u2) +uy. Il
nous suffit donc de poser zg=x — uy et v =wu;. L’application affine g est alors donnée par g=1t_, 0 f.

Unicité: soient g, g’ : X — X deux applications affines admettant respectivement xq, ¢, pour point fixe,

v, v’ € Ker(p —1d) tels que f =t,0g et f =t, 0g’. Nous avons alors f(zg) =z +v et f(z) =z +', d’ot

F(20) J(wh) = F(wo)wo + woah + wh f (wh).-
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Ce qui s’écrit encore f(xo) f(20) =020+ v’ — v, donc Lp(’l‘g"l‘é) = 1?7*(’), + (v —w).

Finalement (¢ — Id)(waé) =" — v, ce qui veut dire que (v’ —v) € Ker(¢ — Id) N Im(p — Id), donc v’ —v =0
d’apreés ’hypothése X = Ker(¢ —Id) @ Im(p — Id). L’égalité v' = v entraine g = g’, d’ou1 l'unicité.

L’égalité t, 0 g = g o t,,: Remarquons que si ¢ est la partie linéaire de f et ¢ celle de g, alors on a par déﬁn}—
tion de g, ¢ = Id}? o 1, donc ¢ = . Fixons nous pour origine de X, le point fixe zg de g. Pour tout u € X,
on a tyog(xg+u)=x0+ P(u) +v. Comme ¢ = ¢ et p(v)=wv, on a t,0 g(xo+u) =x¢+ ¥(u)+ ¢¥(v). On en
déduit t, 0 g(zg+u) =z + Y (u+v)=g(zg+u+v)=goty,(zo+v). Conclusion: t,0g=got, .

Exercice 6. X est un espace affine non vide, f: X — X une application affine de partie linéaire . On con-
sidérera que le corps de base est RR.

a) On suppose f2=Tdx

e Montrons que f admet un point fixe.
Soit A un point quelconque de X. Si I est le milieu de [A, f(A)], f étant affine, f(I) est milieu de

[f(A), f2(A)] =[A, f(A)], donc f(I)=1.

e L’ensemble F des points fixes de f est donc non vide. Soit G =Ker(y +1d). On va montrer que
pour tout point M de X, f(M) est caractérisé par les deux propriétés suivantes:

— Levecteur M f(M) est dans G
— Le milieu du segment [M, f(M)]est dans F

e — e —

i. Soit M € X. On a f(f(M))= M, donc f(M + Mf(M))= M. Comme f(M+ Mf(M))=

fF(M)+ o(Mf(M)),ona M= f(M)+ o(Mf(M), donc (¢ +1d)(M f(M)=0 et on a bien

Mf(M) € G. f étant affine et vérifiant f2=1Idx, le milieu du segment [M, f(M)] est un
point fixe de f.

ii. Supposons a présent que N est un point de X vérifiant les propriétés
— Levecteur MN est dans G
— Le milieu du segment [M, N]est dans F
Nous devons montrer que f(M)=N.
Soit I le milieu de [M,N]. On a f(M)= f(I+IM).
F(M)=I+@(IM)=1+¢(;NM)=1+ MN=1+IN =N.



b) Llégalite o2 = Id)? n’entraine pas forcément f2 = Idx. Il suffit pour s’en convaincre, de prendre pour
f, une translation de vecteur non nul. Cependant si I’ensemble des points fixes de f est non vide et

an:Id}?, alors on a f2=Tdy.

Exercice 7. f est Papplication de R? dans R? définie par:

T 9z + 2y — 6z + 38
y | — | 2049y +62417
z —6x+6y—Tz—29
x 9xr 4+ 2y — 62
a) On a f(0,0,0) = (38,17, — 29) et I'application ¢: | y | — | 22+9y+62 est linéaire. La
z — 6z 46y — 7z
9 2 -6
matrice de ¢ dans la base canonique de R® est S = % 2 9 6 . On notera que S? est la
-6 6 —7
matrice identité. f n’a pas de point fixe car le systéme linéaire
9z +2y — 62+ 38 =11z — 242y —62+38=0
20+ 9y + 62+ 17=11y  qui équivaut & ¢ 2z —2y+62+17=0 n’admet pas de solution.
—6x+6y—T7z—29=11z —6x+6y —282—29=0

(la somme des deux premiéres équations du second systéme donne 55 = 0)
b) Montrons que le plan P d’équation  — y + 3z + 3 =0 est stable par f:

e Posons A=(0,0,—1). Ona Ac Pet f(A)=(4,1,—2)€ P. Soient u; =(1,1,0) et us =(0,3,1).
Le systéme (ug,us) est une base de P. On vérifie aisément que o(uy) =u; et p(uz)=usy.

e Sinous prenons A pour origine de P, nous avons:
quel que soit (z1,x2) €R?, f(A+wz1us +xous) = f(A)+x1u1 + ous. P est donc stable par f et o res-

treinte a P est 1d 5.
La restriction de f a P est donc une translation de vecteur @ = (4,1, — 1) = A f(A).

c) Considérons g =t_z o f. g est affine en tant que composée d’applications affines. Par définition de g,
la restriction de g & P est Idp. Prenant I’origine de R® en A, posons ug= (1, — 1,3). ug3 est un vecteur
normal au plan P. (u1,ug, u3) est une base de R? et on a ¢(u1) =u1, w(uz) =us, p(uz) = —us.
Conclusion: g est une symétrie (orthogonale) par rapport & P parallélement a la direction R - ug.



